
+´�ßð+x ࡩ�æ߽ࠆࠃ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Œȣƌ
ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ 5ŒʉŒ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴǇࡱ +ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߿߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ߿߾ ǩȣŒȋ`ࢍ �ƟƁʉʞɫƟࢎ࡭

߾



�ȴǊǩɻʉǩƁɻ

ࡦ üǞƟ ˨ȣŒȋ ƟˇŒȝ ǩɻ ʉǞǩɻ `ɫǩƌŒˈ ࠂࡷࠂ Œʉ Œȝ߽ࠀࡩ߽߾ ǩȣ ʉǞǩɻ ɫȴȴȝࡱ
ࡦ x ʿǩȋȋ Ǟȴȋƌ ƟˇʉƟȣƌƟƌ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ʉȴƌŒˈ Ǉɫȴȝ ɠȝࠁ࢙߿ Œȣƌ
ʉȴȝȴɫɫȴʿ Ǉɫȴȝ ࡱɠȝࠃ࢙ࠁ

ࡦ x ʿǩȋȋ ŒƁƁƟɠʉ ˨ȣŒȋ ɠɫȴǽƟƁʉ ɻʞŷȝǩɻɻǩȴȣɻ ʞɠ ʞȣʉǩȋ ðʞȣƌŒˈ ࠅࡷࠂ
Œʉ ࡱɠȝࠆࠂࡩ߾߾

ࡦ ßȋƟŒɻƟ ƁȴȝɠȋƟʉƟ ˈȴʞɫ ðæüx Ǉȴɫ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻ ʿǞƟȣ ˈȴʞ ǊƟʉ Œ
ƁǞŒȣƁƟ࡭

߿

6

- -



ðʞȝȝŒɫˈ

�Œɻʉ īƟƟȅࡩ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣɻ ċȣǩʉࡱ

ࡦ �ǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ƁȴʞɠȋǩȣǊࡱ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻǞʞǇ˩ǩȣǊ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅɻ ȴȣ ʉǞƟ
ǞˈɠƟɫƁʞŷƟࡱ

ࡦ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȴȣʉƟ +Œɫȋȴ ࢎ+�+�ࢍ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣɻ Ǉɫȴȝ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ʉȴ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ࡪࡱǊࡱƟࢍ Ǉȴɫ
ƁȴʞȣʉǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱࢎ

üȴƌŒˈࡩ üǞƟ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ ȣȴʉࢍ ȴȣ ʉǞƟ ƟˇŒȝࢎ

ࡦ `ɫȴȝ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ ɠɫȴȴǇɻ ʉȴ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ʻǩŒ ʉǞƟ ȝƟʉǞȴƌ ȴǇ
ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ üǞƟ �ȴʻŒɻ˔ ȋȴƁŒȋ ȋƟȝȝŒ Ǉȴɫ ƟʻƟȣʉɻ ʿǩʉǞ ࢪŷȴʞȣƌƟƌࢩ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣࡱ
ࡦ DȣʉɫȴɠǩƁ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ࡱ���

ࠀ

I
[



ðʞȝȝŒɫˈ

�Œɻʉ īƟƟȅࡩ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣɻ ċȣǩʉࡱ

ࡦ �ǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ƁȴʞɠȋǩȣǊࡱ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻǞʞǇ˩ǩȣǊ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅɻ ȴȣ ʉǞƟ
ǞˈɠƟɫƁʞŷƟࡱ

ࡦ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȴȣʉƟ +Œɫȋȴ ࢎ+�+�ࢍ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣɻ Ǉɫȴȝ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ʉȴ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ࡪࡱǊࡱƟࢍ Ǉȴɫ
ƁȴʞȣʉǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱࢎ

üȴƌŒˈࡩ üǞƟ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ ȣȴʉࢍ ȴȣ ʉǞƟ ƟˇŒȝࢎ

ࡦ `ɫȴȝ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ ɠɫȴȴǇɻ ʉȴ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ʻǩŒ ʉǞƟ ȝƟʉǞȴƌ ȴǇ
ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ üǞƟ �ȴʻŒɻ˔ ȋȴƁŒȋ ȋƟȝȝŒ Ǉȴɫ ƟʻƟȣʉɻ ʿǩʉǞ ࢪŷȴʞȣƌƟƌࢩ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣࡱ
ࡦ DȣʉɫȴɠǩƁ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ࡱ���

ࠀ
[



`ǩɫɻʉࡱࡱࡱŒ ƌƟʉȴʞɫ

ࠁ



üǞƟ ðʉࡱ ßƟʉƟɫɻŷʞɫǊ ßŒɫŒƌȴˇ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊŒȝƟࡩ ˈȴʞ ȅƟƟɠ ˩ǩɠɠǩȣǊ Œ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣࡪ
ʞȣʉǩȋ ǩʉ Ǟǩʉɻ ʉŒǩȋɻࡱ ĳȴʞ ʿǩȣ ࡪ߾+Ȃ߿$ ʿǞƟɫƟ Ȃ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ǞƟŒƌɻ ˈȴʞ ɻƟƟࡱ

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ȝȴȣƟˈ ˈȴʞ ʿǩȣࡱ īǞŒʉ ǩɻ E[Ĳ]ࡲ

oȴʿ ȝʞƁǞ ȝȴȣƟˈ ʿȴʞȋƌ ˈȴʞ ɠŒˈ ʉȴ ɠȋŒˈ ʉǞǩɻ ǊŒȝƟࡲ īǞˈࡲ

ࠂ

4 = 1 6
2

- - - -
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üǞƟ ðʉࡱ ßƟʉƟɫɻŷʞɫǊ ßŒɫŒƌȴˇ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊŒȝƟࡩ ˈȴʞ ȅƟƟɠ ˩ǩɠɠǩȣǊ Œ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣࡪ
ʞȣʉǩȋ ǩʉ Ǟǩʉɻ ʉŒǩȋɻࡱ ĳȴʞ ʿǩȣ ࡪ߾+Ȃ߿$ ʿǞƟɫƟ Ȃ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ǞƟŒƌɻ ˈȴʞ ɻƟƟࡱ

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ȝȴȣƟˈ ˈȴʞ ʿǩȣࡱ īǞŒʉ ǩɻ E[Ĳ]ࡲ

oȴʿ ȝʞƁǞ ȝȴȣƟˈ ʿȴʞȋƌ ˈȴʞ ɠŒˈ ʉȴ ɠȋŒˈ ʉǞǩɻ ǊŒȝƟࡲ īǞˈࡲ

ࠂ
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üǞƟ ðʉࡱ ßƟʉƟɫɻŷʞɫǊ ßŒɫŒƌȴˇ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊŒȝƟࡩ ˈȴʞ ȅƟƟɠ ˩ǩɠɠǩȣǊ Œ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣࡪ
ʞȣʉǩȋ ǩʉ Ǟǩʉɻ ʉŒǩȋɻࡱ ĳȴʞ ʿǩȣ ࡪ߾+Ȃ߿$ ʿǞƟɫƟ Ȃ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ǞƟŒƌɻ ˈȴʞ ɻƟƟࡱ

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ȝȴȣƟˈ ˈȴʞ ʿǩȣࡱ īǞŒʉ ǩɻ E[Ĳ]ࡲ

oȴʿ ȝʞƁǞ ȝȴȣƟˈ ʿȴʞȋƌ ˈȴʞ ɠŒˈ ʉȴ ɠȋŒˈ ʉǞǩɻ ǊŒȝƟࡲ īǞˈࡲ

ࠂ

-
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①
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$20 -finite amount o f money



DˇɠƟƁʉƟƌ ċʉǩȋǩʉˈ üǞƟȴɫˈ

´ȣƟ ðȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ßŒɫŒƌȴˇࡩ üǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʻŒȋʞƟ ȴǇ ʉǞƟ ǊŒȝƟ
ǩɻ ȣȴʉ E[Ĳ]ࡪ ŷʞʉ E[Ă(Ĳ)] ʿǞƟɫƟ Ă ǩɻ ɻȴȝƟ ʞʉǩȋǩʉˈ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ

Ă(·) ƌƟʉƟɫȝǩȣƟɻ Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ŒƁʉʞŒȋ ʻŒȋʞƟ ˈȴʞ ƌƟɫǩʻƟ Ǉɫȴȝ Œ
ǊǩʻƟȣ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ȝȴȣƟ ̍ࡱ īƟ ƟˇɠƟƁʉ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ʉǞŒʉ Ă ǩɻ ƁȴȣƁŒʻƟ
࢖ ƌǩȝǩȣǩɻǞǩȣǊ ȝŒɫǊǩȣŒȋ ʞʉǩȋǩʉˈࡱ

ࠃ

I

⑤ 9¥¥→¥ i i n$



�Œˇǩȝǩ˔ǩȣǊ DˇɠƟƁʉƟƌ �ȴǊ īǩȣȣǩȣǊɻ

īǞŒʉ ǩɻ E[Ă(Ĳ)] = E[ȋȴǊ߿(Ĳ)] Ǉȴɫ ȴʞɫ ǊŒȝƟࡲ

ࠄ

i .2
- →

& o / t §. 2 t §. 3 t . . .

-

( { t f t-¥) t (te t'gt...) t (ft#t..)- -
- -
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� �ȴɫƟ ࢪæƟŒȋǩɻʉǩƁࢩ ðƁƟȣŒɫǩȴ

ĳȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ࠂ߿ࢾ Œȣƌ ŒɫƟ ŒȋȋȴʿƟƌ ʉȴ ɠȋŒˈ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊŒȝƟ
ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈࡩ ĳȴʞ ǞŒʻƟ Œ ŷǩŒɻƟƌ Ɓȴǩȣ ʉǞŒʉ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ %߽ࠃ ȴǇ ʉǞƟ ʉǩȝƟࡱ
ĳȴʞ ƁŒȣ ʿŒǊƟɫ $ʸ ȴȣ ǩǇ ʉǞƟ Ɓȴǩȣ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ ȴɫ ʉŒǩȋɻࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟƁʉࡪ
ˈȴʞ ʿǩȣ $ʸࡪ Œȣƌ ǩǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǩȣƁȴɫɫƟƁʉࡪ ˈȴʞ ȋȴɻƟ $ʸࡱ

oȴʿ ɻǞȴʞȋƌ ˈȴʞ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ˈȴʞɫ ŷƟʉɻࡲ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ + ʸ) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ − ʸ).
īɫǩʉƟ ʸ = ɥ · ĲǦࡱ üǞƟȣࡩ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ · +߾) ɥ)) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ · −߾) ɥ))

= ȋȴǊ(ĲǦ) + ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ).

üȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ)ࡪ ɻƟʉ ǩʉɻ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ʉȴ ࡩ߽

߽ =
ࠃ.
+߾ ɥ −

ࠁ.
−߾ ɥ .

´ɠʉǩȝŒȋ ɥ = ࡱ߿.߽ xࡱƟࡪࡱ ˈȴʞ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟʉ %߽߿ ȴǇ ˈȴʞɫ ȝȴȣƟˈ ƟŒƁǞ ʉǩȝƟࡱ

ࠅ

-

-

[ y a c a n play f o r t h a t

$25 " 2 y d money.
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� �ȴɫƟ ࢪæƟŒȋǩɻʉǩƁࢩ ðƁƟȣŒɫǩȴ

ĳȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ࠂ߿ࢾ Œȣƌ ŒɫƟ ŒȋȋȴʿƟƌ ʉȴ ɠȋŒˈ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊŒȝƟ
ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈࡩ ĳȴʞ ǞŒʻƟ Œ ŷǩŒɻƟƌ Ɓȴǩȣ ʉǞŒʉ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ %߽ࠃ ȴǇ ʉǞƟ ʉǩȝƟࡱ
ĳȴʞ ƁŒȣ ʿŒǊƟɫ $ʸ ȴȣ ǩǇ ʉǞƟ Ɓȴǩȣ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ ȴɫ ʉŒǩȋɻࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟƁʉࡪ
ˈȴʞ ʿǩȣ $ʸࡪ Œȣƌ ǩǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǩȣƁȴɫɫƟƁʉࡪ ˈȴʞ ȋȴɻƟ $ʸࡱ

oȴʿ ɻǞȴʞȋƌ ˈȴʞ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ˈȴʞɫ ŷƟʉɻࡲ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ + ʸ) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ − ʸ).

īɫǩʉƟ ʸ = ɥ · ĲǦࡱ üǞƟȣࡩ
E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ · +߾) ɥ)) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ · −߾) ɥ))

= ȋȴǊ(ĲǦ) + ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ).

üȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ)ࡪ ɻƟʉ ǩʉɻ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ʉȴ ࡩ߽

߽ =
ࠃ.
+߾ ɥ −

ࠁ.
−߾ ɥ .

´ɠʉǩȝŒȋ ɥ = ࡱ߿.߽ xࡱƟࡪࡱ ˈȴʞ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟʉ %߽߿ ȴǇ ˈȴʞɫ ȝȴȣƟˈ ƟŒƁǞ ʉǩȝƟࡱ

ࠅ

X i n X i a

- - - - - -



� �ȴɫƟ ࢪæƟŒȋǩɻʉǩƁࢩ ðƁƟȣŒɫǩȴ

ĳȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ࠂ߿ࢾ Œȣƌ ŒɫƟ ŒȋȋȴʿƟƌ ʉȴ ɠȋŒˈ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊŒȝƟ
ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈࡩ ĳȴʞ ǞŒʻƟ Œ ŷǩŒɻƟƌ Ɓȴǩȣ ʉǞŒʉ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ %߽ࠃ ȴǇ ʉǞƟ ʉǩȝƟࡱ
ĳȴʞ ƁŒȣ ʿŒǊƟɫ $ʸ ȴȣ ǩǇ ʉǞƟ Ɓȴǩȣ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ ȴɫ ʉŒǩȋɻࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟƁʉࡪ
ˈȴʞ ʿǩȣ $ʸࡪ Œȣƌ ǩǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǩȣƁȴɫɫƟƁʉࡪ ˈȴʞ ȋȴɻƟ $ʸࡱ

oȴʿ ɻǞȴʞȋƌ ˈȴʞ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ˈȴʞɫ ŷƟʉɻࡲ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ + ʸ) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ − ʸ).
īɫǩʉƟ ʸ = ɥ · ĲǦࡱ üǞƟȣࡩ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ · +߾) ɥ)) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ · −߾) ɥ))

= ȋȴǊ(ĲǦ) + ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ).

üȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ)ࡪ ɻƟʉ ǩʉɻ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ʉȴ ࡩ߽

߽ =
ࠃ.
+߾ ɥ −

ࠁ.
−߾ ɥ .

´ɠʉǩȝŒȋ ɥ = ࡱ߿.߽ xࡱƟࡪࡱ ˈȴʞ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟʉ %߽߿ ȴǇ ˈȴʞɫ ȝȴȣƟˈ ƟŒƁǞ ʉǩȝƟࡱ
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� �ȴɫƟ ࢪæƟŒȋǩɻʉǩƁࢩ ðƁƟȣŒɫǩȴ

ĳȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ࠂ߿ࢾ Œȣƌ ŒɫƟ ŒȋȋȴʿƟƌ ʉȴ ɠȋŒˈ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊŒȝƟ
ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈࡩ ĳȴʞ ǞŒʻƟ Œ ŷǩŒɻƟƌ Ɓȴǩȣ ʉǞŒʉ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ %߽ࠃ ȴǇ ʉǞƟ ʉǩȝƟࡱ
ĳȴʞ ƁŒȣ ʿŒǊƟɫ $ʸ ȴȣ ǩǇ ʉǞƟ Ɓȴǩȣ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ ȴɫ ʉŒǩȋɻࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟƁʉࡪ
ˈȴʞ ʿǩȣ $ʸࡪ Œȣƌ ǩǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǩȣƁȴɫɫƟƁʉࡪ ˈȴʞ ȋȴɻƟ $ʸࡱ

oȴʿ ɻǞȴʞȋƌ ˈȴʞ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ˈȴʞɫ ŷƟʉɻࡲ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ + ʸ) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ − ʸ).
īɫǩʉƟ ʸ = ɥ · ĲǦࡱ üǞƟȣࡩ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ · +߾) ɥ)) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ · −߾) ɥ))
= ȋȴǊ(ĲǦ) + ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ).

üȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ)ࡪ ɻƟʉ ǩʉɻ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ʉȴ ࡩ߽

߽ =
ࠃ.
+߾ ɥ −

ࠁ.
−߾ ɥ .

´ɠʉǩȝŒȋ ɥ = ࡱ߿.߽ xࡱƟࡪࡱ ˈȴʞ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟʉ %߽߿ ȴǇ ˈȴʞɫ ȝȴȣƟˈ ƟŒƁǞ ʉǩȝƟࡱ
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� �ȴɫƟ ࢪæƟŒȋǩɻʉǩƁࢩ ðƁƟȣŒɫǩȴ

ĳȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ࠂ߿ࢾ Œȣƌ ŒɫƟ ŒȋȋȴʿƟƌ ʉȴ ɠȋŒˈ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊŒȝƟ
ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈࡩ ĳȴʞ ǞŒʻƟ Œ ŷǩŒɻƟƌ Ɓȴǩȣ ʉǞŒʉ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ %߽ࠃ ȴǇ ʉǞƟ ʉǩȝƟࡱ
ĳȴʞ ƁŒȣ ʿŒǊƟɫ $ʸ ȴȣ ǩǇ ʉǞƟ Ɓȴǩȣ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ ȴɫ ʉŒǩȋɻࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟƁʉࡪ
ˈȴʞ ʿǩȣ $ʸࡪ Œȣƌ ǩǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǩȣƁȴɫɫƟƁʉࡪ ˈȴʞ ȋȴɻƟ $ʸࡱ

oȴʿ ɻǞȴʞȋƌ ˈȴʞ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ˈȴʞɫ ŷƟʉɻࡲ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ + ʸ) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ − ʸ).
īɫǩʉƟ ʸ = ɥ · ĲǦࡱ üǞƟȣࡩ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ · +߾) ɥ)) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ · −߾) ɥ))
= ȋȴǊ(ĲǦ) + ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ).

üȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ)ࡪ ɻƟʉ ǩʉɻ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ʉȴ ࡩ߽

߽ =
ࠃ.
+߾ ɥ −

ࠁ.
−߾ ɥ .

´ɠʉǩȝŒȋ ɥ = ࡱ߿.߽ xࡱƟࡪࡱ ˈȴʞ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟʉ %߽߿ ȴǇ ˈȴʞɫ ȝȴȣƟˈ ƟŒƁǞ ʉǩȝƟࡱ

ࠅ



� �ȴɫƟ ࢪæƟŒȋǩɻʉǩƁࢩ ðƁƟȣŒɫǩȴ

ĳȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ࠂ߿ࢾ Œȣƌ ŒɫƟ ŒȋȋȴʿƟƌ ʉȴ ɠȋŒˈ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊŒȝƟ
ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈࡩ ĳȴʞ ǞŒʻƟ Œ ŷǩŒɻƟƌ Ɓȴǩȣ ʉǞŒʉ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ %߽ࠃ ȴǇ ʉǞƟ ʉǩȝƟࡱ
ĳȴʞ ƁŒȣ ʿŒǊƟɫ $ʸ ȴȣ ǩǇ ʉǞƟ Ɓȴǩȣ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ ȴɫ ʉŒǩȋɻࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟƁʉࡪ
ˈȴʞ ʿǩȣ $ʸࡪ Œȣƌ ǩǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǩȣƁȴɫɫƟƁʉࡪ ˈȴʞ ȋȴɻƟ $ʸࡱ

oȴʿ ɻǞȴʞȋƌ ˈȴʞ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ˈȴʞɫ ŷƟʉɻࡲ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ + ʸ) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ − ʸ).
īɫǩʉƟ ʸ = ɥ · ĲǦࡱ üǞƟȣࡩ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ · +߾) ɥ)) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ · −߾) ɥ))
= ȋȴǊ(ĲǦ) + ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ).

üȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ)ࡪ ɻƟʉ ǩʉɻ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ʉȴ ࡩ߽

߽ =
ࠃ.
+߾ ɥ −

ࠁ.
−߾ ɥ .

´ɠʉǩȝŒȋ ɥ = ࡱ߿.߽ xࡱƟࡪࡱ ˈȴʞ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟʉ %߽߿ ȴǇ ˈȴʞɫ ȝȴȣƟˈ ƟŒƁǞ ʉǩȝƟࡱ
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� �ȴɫƟ ࢪæƟŒȋǩɻʉǩƁࢩ ðƁƟȣŒɫǩȴ

ĳȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ࠂ߿ࢾ Œȣƌ ŒɫƟ ŒȋȋȴʿƟƌ ʉȴ ɠȋŒˈ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊŒȝƟ
ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈࡩ ĳȴʞ ǞŒʻƟ Œ ŷǩŒɻƟƌ Ɓȴǩȣ ʉǞŒʉ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ %߽ࠃ ȴǇ ʉǞƟ ʉǩȝƟࡱ
ĳȴʞ ƁŒȣ ʿŒǊƟɫ $ʸ ȴȣ ǩǇ ʉǞƟ Ɓȴǩȣ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻ ȴɫ ʉŒǩȋɻࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟƁʉࡪ
ˈȴʞ ʿǩȣ $ʸࡪ Œȣƌ ǩǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǩȣƁȴɫɫƟƁʉࡪ ˈȴʞ ȋȴɻƟ $ʸࡱ

oȴʿ ɻǞȴʞȋƌ ˈȴʞ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ˈȴʞɫ ŷƟʉɻࡲ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ + ʸ) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ − ʸ).
īɫǩʉƟ ʸ = ɥ · ĲǦࡱ üǞƟȣࡩ

E[ȋȴǊ(ĲǦ+߾)|ĲǦ] = ࠃ. · ȋȴǊ(ĲǦ · +߾) ɥ)) + ࠁ. · ȋȴǊ(ĲǦ · −߾) ɥ))
= ȋȴǊ(ĲǦ) + ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ).

üȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ࠃ. ȋȴǊ(߾+ ɥ) + ࠁ. ȋȴǊ(߾− ɥ)ࡪ ɻƟʉ ǩʉɻ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ʉȴ ࡩ߽

߽ =
ࠃ.
+߾ ɥ −

ࠁ.
−߾ ɥ .

´ɠʉǩȝŒȋ ɥ = ࡱ߿.߽ xࡱƟࡪࡱ ˈȴʞ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟʉ %߽߿ ȴǇ ˈȴʞɫ ȝȴȣƟˈ ƟŒƁǞ ʉǩȝƟࡱ
ࠅ



�Ɵȋȋˈ +ɫǩʉƟɫǩȴȣ

üǞƟ ɠɫǩȴɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ǩɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟ ȴǇ ʉǞƟ �Ɵȋȋˈ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡱ

ɥ = ɛ− ɡ
Ŷ .

�ȴʉɻ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ʉȴɠǩƁɻ ǞƟɫƟࡪ ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣɻ
Œȣƌ �ŒɫʉǩȣǊŒȋƟɻࡱ
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üǞƟ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

ࠆ



üǞƟ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟ #ŒɻǩƁ xƌƟŒࡩ ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Œ
ƁȴȝŷǩȣŒʉȴɫǩŒȋ ȴŷǽƟƁʉ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ɠɫȴɠƟɫʉˈ Ɵˇǩɻʉɻࡱ üǞƟȣ
ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƟˇǞǩŷǩʉ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴƁƟɻɻ ʉǞŒʉ ɠɫȴƌʞƁƟɻ ɻʞƁǞ Œȣ
ȴŷǽƟƁʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ > ࡱ߽

� Ɓȴȝȝȴȣ ʉȴȴȋࡩ `ȴɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ E[Ĳ = µ]ࡪ
ßɫ[Ĳ ≥ µ] > ߽ Œȣƌ ßɫ[Ĳ ≤ µ] > ࡱ߽

߽߾

E -
-

-



DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �Œˇ࢙+ʞʉ

ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ Ɓʞʉ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ
Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ƟƌǊƟɻࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ȣȴƌƟɻ ƟŒƁǞࢍ ȣȴƌƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ǩȣ ƟŒƁǞ ǞŒȋǇ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱࢎ߿/߾ �Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ
ʉǞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ Ɓʞʉࡱ

īƟ ǞŒʻƟ E[Ĳ] =

üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ ßɫ[Ĳ ≥ Ț/߿] > ࡱ߽ ðȴ ƟʻƟɫˈ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻ ǞŒɻ Œ Ɓʞʉ
ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ƟƌǊƟɻࡱ

߾߾



DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �Œˇ࢙+ʞʉ

ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ Ɓʞʉ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ
Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ƟƌǊƟɻࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ȣȴƌƟɻ ƟŒƁǞࢍ ȣȴƌƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ǩȣ ƟŒƁǞ ǞŒȋǇ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱࢎ߿/߾ �Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ
ʉǞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ Ɓʞʉࡱ

īƟ ǞŒʻƟ E[Ĳ] =

üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ ßɫ[Ĳ ≥ Ț/߿] > ࡱ߽ ðȴ ƟʻƟɫˈ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻ ǞŒɻ Œ Ɓʞʉ
ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ƟƌǊƟɻࡱ

߾߾



DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �Œˇ࢙+ʞʉ

ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ Ɓʞʉ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ
Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ƟƌǊƟɻࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ȣȴƌƟɻ ƟŒƁǞࢍ ȣȴƌƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ǩȣ ƟŒƁǞ ǞŒȋǇ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱࢎ߿/߾ �Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ
ʉǞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ Ɓʞʉࡱ

īƟ ǞŒʻƟ E[Ĳ] =

üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ ßɫ[Ĳ ≥ Ț/߿] > ࡱ߽ ðȴ ƟʻƟɫˈ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻ ǞŒɻ Œ Ɓʞʉ
ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ƟƌǊƟɻࡱ

߾߾
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DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �Œˇ࢙+ʞʉ

ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ Ɓʞʉ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ
Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ƟƌǊƟɻࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ȣȴƌƟɻ ƟŒƁǞࢍ ȣȴƌƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ǩȣ ƟŒƁǞ ǞŒȋǇ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱࢎ߿/߾ �Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ
ʉǞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ Ɓʞʉࡱ

īƟ ǞŒʻƟ E[Ĳ] =

üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ ßɫ[Ĳ ≥ Ț/߿] > ࡱ߽ ðȴ ƟʻƟɫˈ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻ ǞŒɻ Œ Ɓʞʉ
ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ƟƌǊƟɻࡱ

߾߾
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DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �Œˇ࢙+ʞʉ

ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ Ɓʞʉ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ
Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ƟƌǊƟɻࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ȣȴƌƟɻ ƟŒƁǞࢍ ȣȴƌƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ǩȣ ƟŒƁǞ ǞŒȋǇ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱࢎ߿/߾ �Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ
ʉǞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ Ɓʞʉࡱ

īƟ ǞŒʻƟ E[Ĳ] =

üǞƟɫƟǇȴɫƟࡪ ßɫ[Ĳ ≥ Ț/߿] > ࡱ߽ ðȴ ƟʻƟɫˈ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻ ǞŒɻ Œ Ɓʞʉ
ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ƟƌǊƟɻࡱ

߾߾

n
-

E



DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߿ ð�ü࢙ࠀ

ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ð�ü࢙ࠀ ǇȴɫȝʞȋŒࡪ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ɻȴȝƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Œʉ ȋƟŒɻʉ ࠅ/ࠄ ȴǇ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟɻ ŒɫƟ ʉɫʞƟࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ �ȣƌ ȋƟʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿ ∨ ˀࠁ) ∧ (ˀ߿ ∨ ¯ˀࠁ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߿ ∨ ˀࠀ ∨ ˀࠁ) ∧ . . .

īǞŒʉ ǩɻ E[Ĳ]ࡲ

ðȴࡪ ßɫ[Ĳ ≥ [Țࠅ/ࠄ > ࡱ߽ ðȴ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œȣ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ Œʉ ȋƟŒɻʉ
ࠅ/ࠄ ȴǇ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟɻ ǩȣ ƟʻƟɫˈ ð�ü࢙ࠀ ǇȴɫȝʞȋŒࡱ

߿߾

¥,v x i v xp) n kgv x n v x d . . .



DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߿ ð�ü࢙ࠀ

ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ð�ü࢙ࠀ ǇȴɫȝʞȋŒࡪ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ɻȴȝƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Œʉ ȋƟŒɻʉ ࠅ/ࠄ ȴǇ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟɻ ŒɫƟ ʉɫʞƟࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ �ȣƌ ȋƟʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿ ∨ ˀࠁ) ∧ (ˀ߿ ∨ ¯ˀࠁ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߿ ∨ ˀࠀ ∨ ˀࠁ) ∧ . . .

īǞŒʉ ǩɻ E[Ĳ]ࡲ

ðȴࡪ ßɫ[Ĳ ≥ [Țࠅ/ࠄ > ࡱ߽ ðȴ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œȣ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ Œʉ ȋƟŒɻʉ
ࠅ/ࠄ ȴǇ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟɻ ǩȣ ƟʻƟɫˈ ð�ü࢙ࠀ ǇȴɫȝʞȋŒࡱ

߿߾
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DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߿ ð�ü࢙ࠀ

ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ð�ü࢙ࠀ ǇȴɫȝʞȋŒࡪ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ɻȴȝƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Œʉ ȋƟŒɻʉ ࠅ/ࠄ ȴǇ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟɻ ŒɫƟ ʉɫʞƟࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ �ȣƌ ȋƟʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿ ∨ ˀࠁ) ∧ (ˀ߿ ∨ ¯ˀࠁ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߿ ∨ ˀࠀ ∨ ˀࠁ) ∧ . . .

īǞŒʉ ǩɻ E[Ĳ]ࡲ

ðȴࡪ ßɫ[Ĳ ≥ [Țࠅ/ࠄ > ࡱ߽ ðȴ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œȣ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ Œʉ ȋƟŒɻʉ
ࠅ/ࠄ ȴǇ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟɻ ǩȣ ƟʻƟɫˈ ð�ü࢙ࠀ ǇȴɫȝʞȋŒࡱ

߿߾
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`ɫȴȝ DˇǩɻʉƟȣƁƟ ʉȴ DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ

�Œˇ࢙+ʞʉ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ � ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ Ɓʞʉɻ Ț/߿
ƟƌǊƟɻ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ #ʞʉ Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ
ŷƟǇȴɫƟ ˨ȣƌǩȣǊ Œ Ɓʞʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

�Ɵʉ ɛ ŷƟ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ˨ȣƌǩȣǊ Œ Ɓʞʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ≥ Ț/ࡱ߿ üǞƟȣࡩ

E[Ĳ] = Ț
߿ ≤ −߾) ɛ) ·

(Ț
߿ − ߾

)
+ ɛ ·Ț

=⇒ ߾
Ț
߿ + ߾ ≤ ɛ.

oȴʿ ȝŒȣˈ ŒʉʉƟȝɠʉɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ʉŒȅƟ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȋŒɫǊƟ Ɓʞʉ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δࡲ

®(Ț · ȋȴǊ(߾/δ))

ࠀ߾

S m

-

-



`ɫȴȝ DˇǩɻʉƟȣƁƟ ʉȴ DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ

�Œˇ࢙+ʞʉ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ � ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ Ɓʞʉɻ Ț/߿
ƟƌǊƟɻ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ #ʞʉ Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ
ŷƟǇȴɫƟ ˨ȣƌǩȣǊ Œ Ɓʞʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

�Ɵʉ ɛ ŷƟ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ˨ȣƌǩȣǊ Œ Ɓʞʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ≥ Ț/ࡱ߿ üǞƟȣࡩ

E[Ĳ] = Ț
߿ ≤ −߾) ɛ) ·

(Ț
߿ − ߾

)
+ ɛ ·Ț

=⇒ ߾
Ț
߿ + ߾ ≤ ɛ.

oȴʿ ȝŒȣˈ ŒʉʉƟȝɠʉɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ʉŒȅƟ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȋŒɫǊƟ Ɓʞʉ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δࡲ

®(Ț · ȋȴǊ(߾/δ))

ࠀ߾

- - - -



`ɫȴȝ DˇǩɻʉƟȣƁƟ ʉȴ DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ

�Œˇ࢙+ʞʉ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ � ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ Ɓʞʉɻ Ț/߿
ƟƌǊƟɻ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ #ʞʉ Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ
ŷƟǇȴɫƟ ˨ȣƌǩȣǊ Œ Ɓʞʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

�Ɵʉ ɛ ŷƟ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ˨ȣƌǩȣǊ Œ Ɓʞʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ≥ Ț/ࡱ߿ üǞƟȣࡩ

E[Ĳ] = Ț
߿ ≤ −߾) ɛ) ·

(Ț
߿ − ߾

)
+ ɛ ·Ț

=⇒ ߾
Ț
߿ + ߾ ≤ ɛ.

oȴʿ ȝŒȣˈ ŒʉʉƟȝɠʉɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ʉŒȅƟ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȋŒɫǊƟ Ɓʞʉ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δࡲ

®(Ț · ȋȴǊ(߾/δ))

ࠀ߾

non)
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`ɫȴȝ DˇǩɻʉƟȣƁƟ ʉȴ DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ

�Œˇ࢙+ʞʉ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ � ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ Ɓʞʉɻ Ț/߿
ƟƌǊƟɻ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ #ʞʉ Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ
ŷƟǇȴɫƟ ˨ȣƌǩȣǊ Œ Ɓʞʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

�Ɵʉ ɛ ŷƟ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ˨ȣƌǩȣǊ Œ Ɓʞʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ≥ Ț/ࡱ߿ üǞƟȣࡩ

E[Ĳ] = Ț
߿ ≤ −߾) ɛ) ·

(Ț
߿ − ߾

)
+ ɛ ·Ț

=⇒ ߾
Ț
߿ + ߾ ≤ ɛ.

oȴʿ ȝŒȣˈ ŒʉʉƟȝɠʉɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ʉŒȅƟ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȋŒɫǊƟ Ɓʞʉ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δࡲ

®(Ț · ȋȴǊ(߾/δ))

ࠀ߾
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`ɫȴȝ DˇǩɻʉƟȣƁƟ ʉȴ DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ

�Œˇ࢙+ʞʉ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ � ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ Ɓʞʉɻ Ț/߿
ƟƌǊƟɻ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ #ʞʉ Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ
ŷƟǇȴɫƟ ˨ȣƌǩȣǊ Œ Ɓʞʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Œʉ ȋƟŒɻʉ Ț/߿ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

�Ɵʉ ɛ ŷƟ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ˨ȣƌǩȣǊ Œ Ɓʞʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ≥ Ț/ࡱ߿ üǞƟȣࡩ

E[Ĳ] = Ț
߿ ≤ −߾) ɛ) ·

(Ț
߿ − ߾

)
+ ɛ ·Ț

=⇒ ߾
Ț
߿ + ߾ ≤ ɛ.

oȴʿ ȝŒȣˈ ŒʉʉƟȝɠʉɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ʉŒȅƟ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȋŒɫǊƟ Ɓʞʉ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δࡲ ®(Ț · ȋȴǊ(߾/δ))

ࠀ߾



�ƟʉǞȴƌ ȴǇ +ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ

īƟ ƁŒȣ Œȋɻȴ ƌƟɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩȣ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʿŒ ̍ࡱ

�Ɵʉ ,߾ˇ ,߿ˇ . . . ∈ {߽, {߾ ǩȣƌǩƁŒʉƟ ǩǇ ʉǞƟ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ŒɫƟ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ȴȣ ȴȣƟ ɻǩƌƟ
ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩȣǊ ʉǞƟɻƟ ɫŒȣƌɻȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ɻƟɧʞƟȣʉǩŒȋȋ ̍ࡱ

Ț
߿ = E[Ĳ] = ߾

߾ˇ|E[Ĳ߿ = [߾ + ߾
߾ˇ|E[Ĳ߿ = ߽].

ðƟʉ ߾ˇ = ʴ߾ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾] ≥ Ț
߿ üǞƟȣ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Ț
߿ ≤ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾] =

߾
߾ˇ|E[Ĳ߿ = ʴ߾, ߿ˇ = [߾ + ߾

߾ˇ|E[Ĳ߿ = ʴ߾, ߿ˇ = ߽]

ðƟʉ ߿ˇ = ʴ߿ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾, ߿ˇ = ʴ߿] ≥ Ț
߿ ࡱ �ȣƌ ɻȴ ȴȣࡱࡱࡱ

ࠁ߾

- -



�ƟʉǞȴƌ ȴǇ +ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ

īƟ ƁŒȣ Œȋɻȴ ƌƟɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩȣ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʿŒ ̍ࡱ

�Ɵʉ ,߾ˇ ,߿ˇ . . . ∈ {߽, {߾ ǩȣƌǩƁŒʉƟ ǩǇ ʉǞƟ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ŒɫƟ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ȴȣ ȴȣƟ ɻǩƌƟ
ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩȣǊ ʉǞƟɻƟ ɫŒȣƌɻȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ɻƟɧʞƟȣʉǩŒȋȋ ̍ࡱ

Ț
߿ = E[Ĳ] = ߾

߾ˇ|E[Ĳ߿ = [߾ + ߾
߾ˇ|E[Ĳ߿ = ߽].

ðƟʉ ߾ˇ = ʴ߾ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾] ≥ Ț
߿ üǞƟȣ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Ț
߿ ≤ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾] =

߾
߾ˇ|E[Ĳ߿ = ʴ߾, ߿ˇ = [߾ + ߾

߾ˇ|E[Ĳ߿ = ʴ߾, ߿ˇ = ߽]

ðƟʉ ߿ˇ = ʴ߿ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾, ߿ˇ = ʴ߿] ≥ Ț
߿ ࡱ �ȣƌ ɻȴ ȴȣࡱࡱࡱ

ࠁ߾

=

$



�ƟʉǞȴƌ ȴǇ +ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ

īƟ ƁŒȣ Œȋɻȴ ƌƟɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩȣ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʿŒ ̍ࡱ

�Ɵʉ ,߾ˇ ,߿ˇ . . . ∈ {߽, {߾ ǩȣƌǩƁŒʉƟ ǩǇ ʉǞƟ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ŒɫƟ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ȴȣ ȴȣƟ ɻǩƌƟ
ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩȣǊ ʉǞƟɻƟ ɫŒȣƌɻȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ɻƟɧʞƟȣʉǩŒȋȋ ̍ࡱ

Ț
߿ = E[Ĳ] = ߾

߾ˇ|E[Ĳ߿ = [߾ + ߾
߾ˇ|E[Ĳ߿ = ߽].

ðƟʉ ߾ˇ = ʴ߾ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾] ≥ Ț
߿ üǞƟȣ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Ț
߿ ≤ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾] =

߾
߾ˇ|E[Ĳ߿ = ʴ߾, ߿ˇ = [߾ + ߾

߾ˇ|E[Ĳ߿ = ʴ߾, ߿ˇ = ߽]

ðƟʉ ߿ˇ = ʴ߿ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾, ߿ˇ = ʴ߿] ≥ Ț
߿ ࡱ �ȣƌ ɻȴ ȴȣࡱࡱࡱ

ࠁ߾

3 h1 2 3 h1 2

H B - -

- -

- - - -



�ƟʉǞȴƌ ȴǇ +ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ

īƟ ƁŒȣ Œȋɻȴ ƌƟɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩȣ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʿŒ ̍ࡱ

�Ɵʉ ,߾ˇ ,߿ˇ . . . ∈ {߽, {߾ ǩȣƌǩƁŒʉƟ ǩǇ ʉǞƟ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ŒɫƟ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ȴȣ ȴȣƟ ɻǩƌƟ
ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣࡱ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩȣǊ ʉǞƟɻƟ ɫŒȣƌɻȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ɻƟɧʞƟȣʉǩŒȋȋ ̍ࡱ

Ț
߿ = E[Ĳ] = ߾

߾ˇ|E[Ĳ߿ = [߾ + ߾
߾ˇ|E[Ĳ߿ = ߽].

ðƟʉ ߾ˇ = ʴ߾ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾] ≥ Ț
߿ üǞƟȣ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Ț
߿ ≤ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾] =

߾
߾ˇ|E[Ĳ߿ = ʴ߾, ߿ˇ = [߾ + ߾

߾ˇ|E[Ĳ߿ = ʴ߾, ߿ˇ = ߽]

ðƟʉ ߿ˇ = ʴ߿ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾, ߿ˇ = ʴ߿] ≥ Ț
߿ ࡱ �ȣƌ ɻȴ ȴȣࡱࡱࡱ

ࠁ߾

- 7 ¥ &
- 0 - 2 -



+ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ +ʞʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɠǩƁȅ ʴǦ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾, . . . , ˇǦ−߾ = ʴǦ−߾] ≥ Ț
߿ ࡲ

E[Ĳ|ˇ߾ = ߽, . . . , ࠁˇ = [߾ = ߾
߿ · +߽߾ ߿ = ࠄ

£ŒʉʞɫŒȋ ǊɫƟƟƌˈ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ Œƌƌ ʻƟɫʉƟˇ Ǧ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩƌƟ ȴǇ ʉǞƟ Ɓʞʉ ʉȴ ʿǞǩƁǞ
ǩʉ ǞŒɻ ǇƟʿƟɻʉ ƟƌǊƟɻࡱ

ĳǩƟȋƌɻ Œ ߿/߾ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ȝŒˇ࢙Ɓʞʉࡱ

ࠄ߾/ࠃ߾ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ø ̸=  Øࡪ Œȣƌ ࠅࠄࠅ. ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ࡪcȴƟȝŒȣɻࢍ
īǩȋȋǩŒȝɻȴȣࢎ Œȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ ǊŒȝƟɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟ

ࡱ

ࠂ߾

- - - ←

-
-

-



+ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ +ʞʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɠǩƁȅ ʴǦ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾, . . . , ˇǦ−߾ = ʴǦ−߾] ≥ Ț
߿ ࡲ

E[Ĳ|ˇ߾ = ߽, . . . , ࠁˇ = [߾ = ߾
߿ · +߽߾ ߿ = ࠄ

£ŒʉʞɫŒȋ ǊɫƟƟƌˈ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ Œƌƌ ʻƟɫʉƟˇ Ǧ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩƌƟ ȴǇ ʉǞƟ Ɓʞʉ ʉȴ ʿǞǩƁǞ
ǩʉ ǞŒɻ ǇƟʿƟɻʉ ƟƌǊƟɻࡱ

ĳǩƟȋƌɻ Œ ߿/߾ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ȝŒˇ࢙Ɓʞʉࡱ

ࠄ߾/ࠃ߾ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ø ̸=  Øࡪ Œȣƌ ࠅࠄࠅ. ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ࡪcȴƟȝŒȣɻࢍ
īǩȋȋǩŒȝɻȴȣࢎ Œȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ ǊŒȝƟɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟ

ࡱ

ࠂ߾

I ,
I - 9



+ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ +ʞʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɠǩƁȅ ʴǦ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾, . . . , ˇǦ−߾ = ʴǦ−߾] ≥ Ț
߿ ࡲ

E[Ĳ|ˇ߾ = ߽, . . . , ࠁˇ = ߽] = ߾
߿ · +߽߾ ߾ = ࠃ

£ŒʉʞɫŒȋ ǊɫƟƟƌˈ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ Œƌƌ ʻƟɫʉƟˇ Ǧ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩƌƟ ȴǇ ʉǞƟ Ɓʞʉ ʉȴ ʿǞǩƁǞ
ǩʉ ǞŒɻ ǇƟʿƟɻʉ ƟƌǊƟɻࡱ

ĳǩƟȋƌɻ Œ ߿/߾ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ȝŒˇ࢙Ɓʞʉࡱ

ࠄ߾/ࠃ߾ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ø ̸=  Øࡪ Œȣƌ ࠅࠄࠅ. ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ࡪcȴƟȝŒȣɻࢍ
īǩȋȋǩŒȝɻȴȣࢎ Œȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ ǊŒȝƟɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟ

ࡱ

ࠂ߾

A

- a t - 8



+ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ +ʞʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɠǩƁȅ ʴǦ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾, . . . , ˇǦ−߾ = ʴǦ−߾] ≥ Ț
߿ ࡲ

£ŒʉʞɫŒȋ ǊɫƟƟƌˈ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ Œƌƌ ʻƟɫʉƟˇ Ǧ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩƌƟ ȴǇ ʉǞƟ Ɓʞʉ ʉȴ ʿǞǩƁǞ
ǩʉ ǞŒɻ ǇƟʿƟɻʉ ƟƌǊƟɻࡱ

ĳǩƟȋƌɻ Œ ߿/߾ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ȝŒˇ࢙Ɓʞʉࡱ

ࠄ߾/ࠃ߾ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ø ̸=  Øࡪ Œȣƌ ࠅࠄࠅ. ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ࡪcȴƟȝŒȣɻࢍ
īǩȋȋǩŒȝɻȴȣࢎ Œȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ ǊŒȝƟɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟ

ࡱ

ࠂ߾



+ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ +ʞʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɠǩƁȅ ʴǦ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾, . . . , ˇǦ−߾ = ʴǦ−߾] ≥ Ț
߿ ࡲ

£ŒʉʞɫŒȋ ǊɫƟƟƌˈ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ Œƌƌ ʻƟɫʉƟˇ Ǧ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩƌƟ ȴǇ ʉǞƟ Ɓʞʉ ʉȴ ʿǞǩƁǞ
ǩʉ ǞŒɻ ǇƟʿƟɻʉ ƟƌǊƟɻࡱ

ĳǩƟȋƌɻ Œ ߿/߾ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ȝŒˇ࢙Ɓʞʉࡱ

ࠄ߾/ࠃ߾ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ø ̸=  Øࡪ Œȣƌ ࠅࠄࠅ. ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ࡪcȴƟȝŒȣɻࢍ
īǩȋȋǩŒȝɻȴȣࢎ Œȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ ǊŒȝƟɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟ

ࡱ ࠂ߾

I

[



+ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ +ʞʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɠǩƁȅ ʴǦ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ E[Ĳ|ˇ߾ = ʴ߾, . . . , ˇǦ−߾ = ʴǦ−߾] ≥ Ț
߿ ࡲ

£ŒʉʞɫŒȋ ǊɫƟƟƌˈ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ Œƌƌ ʻƟɫʉƟˇ Ǧ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩƌƟ ȴǇ ʉǞƟ Ɓʞʉ ʉȴ ʿǞǩƁǞ
ǩʉ ǞŒɻ ǇƟʿƟɻʉ ƟƌǊƟɻࡱ

ĳǩƟȋƌɻ Œ ߿/߾ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ȝŒˇ࢙Ɓʞʉࡱ ࠄ߾/ࠃ߾ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ø ̸=  Øࡪ Œȣƌ ࠅࠄࠅ. ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ࡪcȴƟȝŒȣɻࢍ
īǩȋȋǩŒȝɻȴȣࢎ Œȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ ǊŒȝƟɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟࡱ ⇐ࠂ߾



�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ

üǞƟ ǊǩɫʉǞ ȴǇ Œ ǊɫŒɠǞ ǩɻ ʉǞƟ ȋƟȣǊʉǞ ȴǇ ǩʉɻ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ƁˈƁȋƟࡱ

£ŒʉʞɫŒȋ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȋŒɫǊƟ ƁŒȣ ʉǞƟ ǊǩɫʉǞ ŷƟ Ǉȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț
ƟƌǊƟɻࡲ

DɫƌɁɻ cǩɫʉǞ +ȴȣǽƟƁʉʞɫƟࡩ `ȴɫ Œȣˈ Ȃ ≥ ࡪ߾ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ
Ț = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ) ƟƌǊƟɻ Œȣƌ ǊǩɫʉǞ +Ȃ߿ ࡱ߾

ࠃ߾

3 $
s U



�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ

üǞƟ ǊǩɫʉǞ ȴǇ Œ ǊɫŒɠǞ ǩɻ ʉǞƟ ȋƟȣǊʉǞ ȴǇ ǩʉɻ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ƁˈƁȋƟࡱ

£ŒʉʞɫŒȋ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȋŒɫǊƟ ƁŒȣ ʉǞƟ ǊǩɫʉǞ ŷƟ Ǉȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț
ƟƌǊƟɻࡲ

DɫƌɁɻ cǩɫʉǞ +ȴȣǽƟƁʉʞɫƟࡩ `ȴɫ Œȣˈ Ȃ ≥ ࡪ߾ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ
Ț = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ) ƟƌǊƟɻ Œȣƌ ǊǩɫʉǞ +Ȃ߿ ࡱ߾

ࠃ߾

* X
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�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ

üǞƟ ǊǩɫʉǞ ȴǇ Œ ǊɫŒɠǞ ǩɻ ʉǞƟ ȋƟȣǊʉǞ ȴǇ ǩʉɻ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ƁˈƁȋƟࡱ

£ŒʉʞɫŒȋ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȋŒɫǊƟ ƁŒȣ ʉǞƟ ǊǩɫʉǞ ŷƟ Ǉȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Ț
ƟƌǊƟɻࡲ

DɫƌɁɻ cǩɫʉǞ +ȴȣǽƟƁʉʞɫƟࡩ `ȴɫ Œȣˈ Ȃ ≥ ࡪ߾ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ
Ț = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ) ƟƌǊƟɻ Œȣƌ ǊǩɫʉǞ +Ȃ߿ ࡱ߾

ࠃ߾

- .



æƟȋƟʻŒȣƁƟ ʉȴ ðɠŒȣȣƟɫɻ

� ɻɠŒȣȣƟɫ ǩɻ Œ ɻʞŷǊɫŒɠǞ ʉǞŒʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞ
ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īƟ ɻŒˈ a′ ǩɻ Œ ɻɠŒȣȣƟɫ Ǉȴɫ a ʿǩʉǞ ɻʉɫƟʉƁǞ ʂ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ ʗ, ʴ
Ɗa′(ʗ, ʴ) ≤ ʂ · Ɗa(ʗ, ʴ)ࡱ

DʻƟȣ ʿǞƟȣ a′ ƟˇƁȋʞƌƟɻ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƟƌǊƟࡪ ʂ ≥ ǈǦɥʂǛ(a)− ࡱ߾

DɫƌɁɻ cǩɫʉǞ +ȴȣǽƟƁʉʞɫƟ =⇒ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ǊƟȣƟɫǩƁ ɻɠŒȣȣƟɫ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞ Ȱ(Ƞ߾+߾/Ȃ) ƟƌǊƟɻ Œȣƌ ɻʉɫƟʉƁǞ ≤ −Ȃ߿ ࡱ߾

ࠄ߾

- . -

- -



æƟȋƟʻŒȣƁƟ ʉȴ ðɠŒȣȣƟɫɻ

� ɻɠŒȣȣƟɫ ǩɻ Œ ɻʞŷǊɫŒɠǞ ʉǞŒʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞ
ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īƟ ɻŒˈ a′ ǩɻ Œ ɻɠŒȣȣƟɫ Ǉȴɫ a ʿǩʉǞ ɻʉɫƟʉƁǞ ʂ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ ʗ, ʴ
Ɗa′(ʗ, ʴ) ≤ ʂ · Ɗa(ʗ, ʴ)ࡱ

DʻƟȣ ʿǞƟȣ a′ ƟˇƁȋʞƌƟɻ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƟƌǊƟࡪ ʂ ≥ ǈǦɥʂǛ(a)− ࡱ߾

DɫƌɁɻ cǩɫʉǞ +ȴȣǽƟƁʉʞɫƟ =⇒ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ǊƟȣƟɫǩƁ ɻɠŒȣȣƟɫ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞ Ȱ(Ƞ߾+߾/Ȃ) ƟƌǊƟɻ Œȣƌ ɻʉɫƟʉƁǞ ≤ −Ȃ߿ ࡱ߾

ࠄ߾

i .



æƟȋƟʻŒȣƁƟ ʉȴ ðɠŒȣȣƟɫɻ

� ɻɠŒȣȣƟɫ ǩɻ Œ ɻʞŷǊɫŒɠǞ ʉǞŒʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞ
ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īƟ ɻŒˈ a′ ǩɻ Œ ɻɠŒȣȣƟɫ Ǉȴɫ a ʿǩʉǞ ɻʉɫƟʉƁǞ ʂ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ ʗ, ʴ
Ɗa′(ʗ, ʴ) ≤ ʂ · Ɗa(ʗ, ʴ)ࡱ

DʻƟȣ ʿǞƟȣ a′ ƟˇƁȋʞƌƟɻ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƟƌǊƟࡪ ʂ ≥ ǈǦɥʂǛ(a)− ࡱ߾

DɫƌɁɻ cǩɫʉǞ +ȴȣǽƟƁʉʞɫƟ =⇒ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ǊƟȣƟɫǩƁ ɻɠŒȣȣƟɫ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞ Ȱ(Ƞ߾+߾/Ȃ) ƟƌǊƟɻ Œȣƌ ɻʉɫƟʉƁǞ ≤ −Ȃ߿ ࡱ߾

ࠄ߾

-

+⇒2



æƟȋƟʻŒȣƁƟ ʉȴ ðɠŒȣȣƟɫɻ

� ɻɠŒȣȣƟɫ ǩɻ Œ ɻʞŷǊɫŒɠǞ ʉǞŒʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞ
ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īƟ ɻŒˈ a′ ǩɻ Œ ɻɠŒȣȣƟɫ Ǉȴɫ a ʿǩʉǞ ɻʉɫƟʉƁǞ ʂ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ ʗ, ʴ
Ɗa′(ʗ, ʴ) ≤ ʂ · Ɗa(ʗ, ʴ)ࡱ

DʻƟȣ ʿǞƟȣ a′ ƟˇƁȋʞƌƟɻ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƟƌǊƟࡪ ʂ ≥ ǈǦɥʂǛ(a)− ࡱ߾

DɫƌɁɻ cǩɫʉǞ +ȴȣǽƟƁʉʞɫƟ =⇒ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ǊƟȣƟɫǩƁ ɻɠŒȣȣƟɫ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞ Ȱ(Ƞ߾+߾/Ȃ) ƟƌǊƟɻ Œȣƌ ɻʉɫƟʉƁǞ ≤ −Ȃ߿ ࡱ߾

ࠄ߾

E id .
-



æƟȋƟʻŒȣƁƟ ʉȴ ðɠŒȣȣƟɫɻ

� ɻɠŒȣȣƟɫ ǩɻ Œ ɻʞŷǊɫŒɠǞ ʉǞŒʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞ
ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īƟ ɻŒˈ a′ ǩɻ Œ ɻɠŒȣȣƟɫ Ǉȴɫ a ʿǩʉǞ ɻʉɫƟʉƁǞ ʂ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ ʗ, ʴ
Ɗa′(ʗ, ʴ) ≤ ʂ · Ɗa(ʗ, ʴ)ࡱ

DʻƟȣ ʿǞƟȣ a′ ƟˇƁȋʞƌƟɻ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƟƌǊƟࡪ ʂ ≥ ǈǦɥʂǛ(a)− ࡱ߾

DɫƌɁɻ cǩɫʉǞ +ȴȣǽƟƁʉʞɫƟ =⇒ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ǊƟȣƟɫǩƁ ɻɠŒȣȣƟɫ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞ Ȱ(Ƞ߾+߾/Ȃ) ƟƌǊƟɻ Œȣƌ ɻʉɫƟʉƁǞ ≤ −Ȃ߿ ࡱ߾

ࠄ߾

W
§

-



�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ Ȃ ≥ ࡪࠀ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ʸǦʂǛ Ƞ ȠȰƊƝɵࡪ Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)
ƝƊǈƝɵࡪ ŒȠƊ ǈǦɥʂǛ Ȃ+ ࡰ߾

ðŒȝɠȋƟ Œȣƌ �ȴƌǩǇˈ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ �Ɵʉ a ŷƟ Œȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ
ǊɫŒɠǞࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ɛ = Ƞ߾/Ȃ−ࡱ߾ æƟȝȴʻƟ ȴȣƟ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟʻƟɫˈ ƁˈƁȋƟ ǩȣ a ʿǩʉǞ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡪ
ʉȴ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ǊǩɫʉǞ Ȃ+ ࡱ߾

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ Œȣƌ ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡱ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ E[Ĳ− ĳ] = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)ࡱ

E[Ĳ] =

Ƞ(Ƞ− (߾
߿ · ɛ =

߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ.

E[ĳ] =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ

(
Ƞ
Ǧ

)
· (Ǧ− !(߾

߿ · ɛǦ ≤
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦɛǦ =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦ/Ȃ < Ȃ · Ƞ.

ࠅ߾

= -



�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ Ȃ ≥ ࡪࠀ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ʸǦʂǛ Ƞ ȠȰƊƝɵࡪ Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)
ƝƊǈƝɵࡪ ŒȠƊ ǈǦɥʂǛ Ȃ+ ࡰ߾

ðŒȝɠȋƟ Œȣƌ �ȴƌǩǇˈ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ �Ɵʉ a ŷƟ Œȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ
ǊɫŒɠǞࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ɛ = Ƞ߾/Ȃ−ࡱ߾ æƟȝȴʻƟ ȴȣƟ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟʻƟɫˈ ƁˈƁȋƟ ǩȣ a ʿǩʉǞ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡪ
ʉȴ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ǊǩɫʉǞ Ȃ+ ࡱ߾

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ Œȣƌ ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡱ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ E[Ĳ− ĳ] = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)ࡱ

E[Ĳ] =

Ƞ(Ƞ− (߾
߿ · ɛ =

߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ.

E[ĳ] =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ

(
Ƞ
Ǧ

)
· (Ǧ− !(߾

߿ · ɛǦ ≤
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦɛǦ =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦ/Ȃ < Ȃ · Ƞ.

ࠅ߾

-

I ' I I
-

→



�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ Ȃ ≥ ࡪࠀ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ʸǦʂǛ Ƞ ȠȰƊƝɵࡪ Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)
ƝƊǈƝɵࡪ ŒȠƊ ǈǦɥʂǛ Ȃ+ ࡰ߾

ðŒȝɠȋƟ Œȣƌ �ȴƌǩǇˈ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ �Ɵʉ a ŷƟ Œȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ
ǊɫŒɠǞࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ɛ = Ƞ߾/Ȃ−ࡱ߾ æƟȝȴʻƟ ȴȣƟ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟʻƟɫˈ ƁˈƁȋƟ ǩȣ a ʿǩʉǞ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡪ
ʉȴ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ǊǩɫʉǞ Ȃ+ ࡱ߾

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ Œȣƌ ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡱ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ E[Ĳ− ĳ] = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)ࡱ

E[Ĳ] =

Ƞ(Ƞ− (߾
߿ · ɛ =

߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ.

E[ĳ] =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ

(
Ƞ
Ǧ

)
· (Ǧ− !(߾

߿ · ɛǦ ≤
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦɛǦ =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦ/Ȃ < Ȃ · Ƞ.

ࠅ߾

- - - -



�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ Ȃ ≥ ࡪࠀ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ʸǦʂǛ Ƞ ȠȰƊƝɵࡪ Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)
ƝƊǈƝɵࡪ ŒȠƊ ǈǦɥʂǛ Ȃ+ ࡰ߾

ðŒȝɠȋƟ Œȣƌ �ȴƌǩǇˈ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ �Ɵʉ a ŷƟ Œȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ
ǊɫŒɠǞࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ɛ = Ƞ߾/Ȃ−ࡱ߾ æƟȝȴʻƟ ȴȣƟ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟʻƟɫˈ ƁˈƁȋƟ ǩȣ a ʿǩʉǞ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡪ
ʉȴ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ǊǩɫʉǞ Ȃ+ ࡱ߾

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ Œȣƌ ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡱ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ E[Ĳ− ĳ] = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)ࡱ

E[Ĳ] =

Ƞ(Ƞ− (߾
߿ · ɛ =

߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ.

E[ĳ] =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ

(
Ƞ
Ǧ

)
· (Ǧ− !(߾

߿ · ɛǦ ≤
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦɛǦ =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦ/Ȃ < Ȃ · Ƞ.

ࠅ߾

p . (2)



�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ Ȃ ≥ ࡪࠀ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ʸǦʂǛ Ƞ ȠȰƊƝɵࡪ Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)
ƝƊǈƝɵࡪ ŒȠƊ ǈǦɥʂǛ Ȃ+ ࡰ߾

ðŒȝɠȋƟ Œȣƌ �ȴƌǩǇˈ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ �Ɵʉ a ŷƟ Œȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ
ǊɫŒɠǞࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ɛ = Ƞ߾/Ȃ−ࡱ߾ æƟȝȴʻƟ ȴȣƟ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟʻƟɫˈ ƁˈƁȋƟ ǩȣ a ʿǩʉǞ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡪ
ʉȴ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ǊǩɫʉǞ Ȃ+ ࡱ߾

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ Œȣƌ ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡱ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ E[Ĳ− ĳ] = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)ࡱ

E[Ĳ] = Ƞ(Ƞ− (߾
߿ · ɛ

=
߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ.

E[ĳ] =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ

(
Ƞ
Ǧ

)
· (Ǧ− !(߾

߿ · ɛǦ ≤
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦɛǦ =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦ/Ȃ < Ȃ · Ƞ.

ࠅ߾



�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ Ȃ ≥ ࡪࠀ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ʸǦʂǛ Ƞ ȠȰƊƝɵࡪ Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)
ƝƊǈƝɵࡪ ŒȠƊ ǈǦɥʂǛ Ȃ+ ࡰ߾

ðŒȝɠȋƟ Œȣƌ �ȴƌǩǇˈ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ �Ɵʉ a ŷƟ Œȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ
ǊɫŒɠǞࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ɛ = Ƞ߾/Ȃ−ࡱ߾ æƟȝȴʻƟ ȴȣƟ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟʻƟɫˈ ƁˈƁȋƟ ǩȣ a ʿǩʉǞ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡪ
ʉȴ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ǊǩɫʉǞ Ȃ+ ࡱ߾

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ Œȣƌ ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡱ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ E[Ĳ− ĳ] = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)ࡱ

E[Ĳ] = Ƞ(Ƞ− (߾
߿ · ɛ =

߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ.

E[ĳ] =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ

(
Ƞ
Ǧ

)
· (Ǧ− !(߾

߿ · ɛǦ ≤
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦɛǦ =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦ/Ȃ < Ȃ · Ƞ.

ࠅ߾
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�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ Ȃ ≥ ࡪࠀ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ʸǦʂǛ Ƞ ȠȰƊƝɵࡪ Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)
ƝƊǈƝɵࡪ ŒȠƊ ǈǦɥʂǛ Ȃ+ ࡰ߾

ðŒȝɠȋƟ Œȣƌ �ȴƌǩǇˈ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ �Ɵʉ a ŷƟ Œȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ
ǊɫŒɠǞࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ɛ = Ƞ߾/Ȃ−ࡱ߾ æƟȝȴʻƟ ȴȣƟ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟʻƟɫˈ ƁˈƁȋƟ ǩȣ a ʿǩʉǞ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡪ
ʉȴ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ǊǩɫʉǞ Ȃ+ ࡱ߾

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ Œȣƌ ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡱ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ E[Ĳ− ĳ] = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)ࡱ

E[Ĳ] = Ƞ(Ƞ− (߾
߿ · ɛ =

߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ.

E[ĳ] =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ

(
Ƞ
Ǧ

)
· (Ǧ− !(߾

߿ · ɛǦ ≤
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦɛǦ =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦ/Ȃ < Ȃ · Ƞ.

ࠅ߾



�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ Ȃ ≥ ࡪࠀ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ʸǦʂǛ Ƞ ȠȰƊƝɵࡪ Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)
ƝƊǈƝɵࡪ ŒȠƊ ǈǦɥʂǛ Ȃ+ ࡰ߾

ðŒȝɠȋƟ Œȣƌ �ȴƌǩǇˈ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ �Ɵʉ a ŷƟ Œȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ
ǊɫŒɠǞࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ɛ = Ƞ߾/Ȃ−ࡱ߾ æƟȝȴʻƟ ȴȣƟ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟʻƟɫˈ ƁˈƁȋƟ ǩȣ a ʿǩʉǞ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡪ
ʉȴ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ǊǩɫʉǞ Ȃ+ ࡱ߾

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ Œȣƌ ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡱ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ E[Ĳ− ĳ] = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)ࡱ

E[Ĳ] = Ƞ(Ƞ− (߾
߿ · ɛ =

߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ.

E[ĳ] =
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ

(
Ƞ
Ǧ

)
· (Ǧ− !(߾

߿ · ɛǦ

≤
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦɛǦ =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦ/Ȃ < Ȃ · Ƞ.

ࠅ߾

-
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�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ Ȃ ≥ ࡪࠀ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ʸǦʂǛ Ƞ ȠȰƊƝɵࡪ Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)
ƝƊǈƝɵࡪ ŒȠƊ ǈǦɥʂǛ Ȃ+ ࡰ߾

ðŒȝɠȋƟ Œȣƌ �ȴƌǩǇˈ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ �Ɵʉ a ŷƟ Œȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ
ǊɫŒɠǞࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ɛ = Ƞ߾/Ȃ−ࡱ߾ æƟȝȴʻƟ ȴȣƟ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟʻƟɫˈ ƁˈƁȋƟ ǩȣ a ʿǩʉǞ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡪ
ʉȴ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ǊǩɫʉǞ Ȃ+ ࡱ߾

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ Œȣƌ ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡱ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ E[Ĳ− ĳ] = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)ࡱ

E[Ĳ] = Ƞ(Ƞ− (߾
߿ · ɛ =

߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ.

E[ĳ] =
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ

(
Ƞ
Ǧ

)
· (Ǧ− !(߾

߿ · ɛǦ ≤
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦɛǦ

=
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦ/Ȃ < Ȃ · Ƞ.

ࠅ߾
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�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ Ȃ ≥ ࡪࠀ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ǈɥŒɛǛ ʸǦʂǛ Ƞ ȠȰƊƝɵࡪ Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)
ƝƊǈƝɵࡪ ŒȠƊ ǈǦɥʂǛ Ȃ+ ࡰ߾

ðŒȝɠȋƟ Œȣƌ �ȴƌǩǇˈ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ �Ɵʉ a ŷƟ Œȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ
ǊɫŒɠǞࡪ ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ɛ = Ƞ߾/Ȃ−ࡱ߾ æƟȝȴʻƟ ȴȣƟ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟʻƟɫˈ ƁˈƁȋƟ ǩȣ a ʿǩʉǞ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡪ
ʉȴ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ǊǩɫʉǞ Ȃ+ ࡱ߾

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ Œȣƌ ĳ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃࡱ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ E[Ĳ− ĳ] = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ)ࡱ

E[Ĳ] = Ƞ(Ƞ− (߾
߿ · ɛ =

߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ.

E[ĳ] =
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ

(
Ƞ
Ǧ

)
· (Ǧ− !(߾

߿ · ɛǦ ≤
Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦɛǦ =

Ȃ∑

Ǧ=ࠀ
ȠǦ/Ȃ < Ȃ · Ƞ.

ࠅ߾
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�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

ðȴ ǇŒɫࡩ �ȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ɛ = Ƞ߾/Ȃ−߾ ǞŒɻ ƟˇɠƟƁʉƟƌ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ࢎĲࢍ Œȣƌ ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃ− ߾ ࢎĳࢍ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

E[Ĳ] = ߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ

E[ĳ] < Ȃ · Ƞ.

īǞƟȣ Ȃ ǩɻ ˨ˇƟƌ Œȣƌ Ƞ ǩɻ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ȋŒɫǊƟࡪ Ȃ · Ƞ≪ Ƞ߾+߾/Ȃࡱ üǞʞɻࡪ

E[Ĳ− ĳ] = Ω(E[Ĳ]) = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ),

ɠɫȴʻǩȣǊ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ

ࠆ߾
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�ŒɫǊƟ cǩɫʉǞ cɫŒɠǞɻ ʻǩŒ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ �ƟʉǞȴƌ

ðȴ ǇŒɫࡩ �ȣ DɫƌɁɻ࢙æƟȣˈǩ ɫŒȣƌȴȝ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ɛ = Ƞ߾/Ȃ−߾ ǞŒɻ ƟˇɠƟƁʉƟƌ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟƌǊƟɻ ࢎĲࢍ Œȣƌ ƁˈƁȋƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ≤ Ȃ− ߾ ࢎĳࢍ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

E[Ĳ] = ߾
߿ ·

(
−߾ ߾

Ƞ

)
· Ƞ߾+߾/Ȃ

E[ĳ] < Ȃ · Ƞ.

īǞƟȣ Ȃ ǩɻ ˨ˇƟƌ Œȣƌ Ƞ ǩɻ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ȋŒɫǊƟࡪ Ȃ · Ƞ≪ Ƞ߾+߾/Ȃࡱ üǞʞɻࡪ

E[Ĳ− ĳ] = Ω(E[Ĳ]) = Ω(Ƞ߾+߾/Ȃ),

ɠɫȴʻǩȣǊ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ

ࠆ߾
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�ȴʻŒɻ˔ �ȴƁŒȋ �ƟȝȝŒ
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ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ȴǇ +ȴɫɫƟȋŒʉƟƌ DʻƟȣʉɻ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴŷǽƟƁʉ ʉǞŒʉ Œʻȴǩƌɻ Ƞ ŷŒƌࢩ
ƟʻƟȣʉɻࢪ B߾, . . . , BȠࡱ

DࡱǊࡪࡱ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉǞŒʉ
ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ Œ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ BǦ ǩɻ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ
Ǧ ǩɻ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡱ

xǇ ʉǞƟ BǦ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ Œȣƌ ßɫ[BǦ] < ߾ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ʉǞƟȣࡩ

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
=

Ƞ∏

Ǧ=߾
−߾) BǦ) > ߽.

īǞŒʉ ǩǇ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉɻ ŒɫƟ ȣȴʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

xǇ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ßɫ[BǦ] < ߾ ʉǞƟȣ ŷˈ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
≥ −߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
> ߽.

�ɻ Ƞ ǊƟʉɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʻƟɫˈ ʿƟŒȅ ࢖ ƟŒƁǞ ƟʻƟȣʉ ǞŒɻ ʉȴ
ȴƁƁʞɫ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ < Ƞ/߾ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡱ

߽߿

[ . .



ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ȴǇ +ȴɫɫƟȋŒʉƟƌ DʻƟȣʉɻ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴŷǽƟƁʉ ʉǞŒʉ Œʻȴǩƌɻ Ƞ ŷŒƌࢩ
ƟʻƟȣʉɻࢪ B߾, . . . , BȠࡱ

DࡱǊࡪࡱ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉǞŒʉ
ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ Œ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ BǦ ǩɻ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ
Ǧ ǩɻ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡱ

xǇ ʉǞƟ BǦ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ Œȣƌ ßɫ[BǦ] < ߾ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ʉǞƟȣࡩ

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
=

Ƞ∏

Ǧ=߾
−߾) BǦ) > ߽.

īǞŒʉ ǩǇ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉɻ ŒɫƟ ȣȴʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

xǇ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ßɫ[BǦ] < ߾ ʉǞƟȣ ŷˈ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
≥ −߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
> ߽.

�ɻ Ƞ ǊƟʉɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʻƟɫˈ ʿƟŒȅ ࢖ ƟŒƁǞ ƟʻƟȣʉ ǞŒɻ ʉȴ
ȴƁƁʞɫ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ < Ƞ/߾ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡱ

߽߿

-

= :



ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ȴǇ +ȴɫɫƟȋŒʉƟƌ DʻƟȣʉɻ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴŷǽƟƁʉ ʉǞŒʉ Œʻȴǩƌɻ Ƞ ŷŒƌࢩ
ƟʻƟȣʉɻࢪ B߾, . . . , BȠࡱ

DࡱǊࡪࡱ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉǞŒʉ
ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ Œ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ BǦ ǩɻ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ
Ǧ ǩɻ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡱ

xǇ ʉǞƟ BǦ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ Œȣƌ ßɫ[BǦ] < ߾ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ʉǞƟȣࡩ

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
=

Ƞ∏

Ǧ=߾
−߾) BǦ) > ߽.

īǞŒʉ ǩǇ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉɻ ŒɫƟ ȣȴʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

xǇ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ßɫ[BǦ] < ߾ ʉǞƟȣ ŷˈ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
≥ −߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
> ߽.

�ɻ Ƞ ǊƟʉɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʻƟɫˈ ʿƟŒȅ ࢖ ƟŒƁǞ ƟʻƟȣʉ ǞŒɻ ʉȴ
ȴƁƁʞɫ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ < Ƞ/߾ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡱ

߽߿



ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ȴǇ +ȴɫɫƟȋŒʉƟƌ DʻƟȣʉɻ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴŷǽƟƁʉ ʉǞŒʉ Œʻȴǩƌɻ Ƞ ŷŒƌࢩ
ƟʻƟȣʉɻࢪ B߾, . . . , BȠࡱ

DࡱǊࡪࡱ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉǞŒʉ
ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ Œ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ BǦ ǩɻ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ
Ǧ ǩɻ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡱ

xǇ ʉǞƟ BǦ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ Œȣƌ ßɫ[BǦ] < ߾ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ʉǞƟȣࡩ

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
=

Ƞ∏

Ǧ=߾
−߾) BǦ) > ߽.

īǞŒʉ ǩǇ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉɻ ŒɫƟ ȣȴʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

xǇ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ßɫ[BǦ] < ߾ ʉǞƟȣ ŷˈ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
≥ −߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
> ߽.

�ɻ Ƞ ǊƟʉɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʻƟɫˈ ʿƟŒȅ ࢖ ƟŒƁǞ ƟʻƟȣʉ ǞŒɻ ʉȴ
ȴƁƁʞɫ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ < Ƞ/߾ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡱ

߽߿

press



ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ȴǇ +ȴɫɫƟȋŒʉƟƌ DʻƟȣʉɻ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴŷǽƟƁʉ ʉǞŒʉ Œʻȴǩƌɻ Ƞ ŷŒƌࢩ
ƟʻƟȣʉɻࢪ B߾, . . . , BȠࡱ

DࡱǊࡪࡱ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉǞŒʉ
ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ Œ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ BǦ ǩɻ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ
Ǧ ǩɻ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡱ

xǇ ʉǞƟ BǦ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ Œȣƌ ßɫ[BǦ] < ߾ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ʉǞƟȣࡩ

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
=

Ƞ∏

Ǧ=߾
−߾) BǦ) > ߽.

īǞŒʉ ǩǇ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉɻ ŒɫƟ ȣȴʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

xǇ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ßɫ[BǦ] < ߾ ʉǞƟȣ ŷˈ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
≥ −߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
> ߽.

�ɻ Ƞ ǊƟʉɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʻƟɫˈ ʿƟŒȅ ࢖ ƟŒƁǞ ƟʻƟȣʉ ǞŒɻ ʉȴ
ȴƁƁʞɫ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ < Ƞ/߾ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡱ ߽߿

=



#ȴʞȣƌƟƌ +ȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƟʻƟȣʉɻ B߾, . . . , BȠ ʿǞƟɫƟ BǦ ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ Œȣˈ Ǻ /∈ Γ(Ǧ)
ʉǞƟࢍ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌ ȴǇ Ǧ ǩȣ ʉǞƟ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁˈ ǊɫŒɠǞ

DࡱǊࡪࡱ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣǩȣǊ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ
ƁȋŒʞɻƟɻࡪ Œȣƌ ȋƟʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߿ ∨ ¯ˀࠁ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀࠁ ∨ ˀࠂ ∨ ˀࠃ) ∧ (¬ˀࠁ ∨ ˀࠃ ∨ ˀࠄ) . . .

üǞƟȴɫƟȝ ˔�ȴʻŒɻࢍ �ȴƁŒȋ �ƟȝȝŒࢎ
èʗɛɛȰɵƝ ǅȰɥ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ƝʴƝȠʂɵ B߾, B߿, . . . , BȠࡪ ßɫ[BǦ] ≤ ɛ ǅȰɥ ŒȈȈ Ǧࡪ ŒȠƊ ʂǛŒʂ
ƝŒƀǛ BǦ Ǧɵ ƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ȰȠ Œʂ ȚȰɵʂ Ɗ ȰʂǛƝɥ ƝʴƝȠʂɵ BǺ ࡪࡰƝࡰǦࢅ |Γ(Ǧ)| ≤ Ɗࡪ
ʂǛƝȠ Ǧǅ Ɗɛࠁ ≤ ࡩ߾

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
> −߾) ɛ)Ƞ߿ > ߽.

xȣ ʉǞƟ ʿȴɫɻƟ ƁŒɻƟࡪ Ɗ = Ƞ− ߾ Œȣƌ ʉǞǩɻ ǩɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡱ
#ʞʉ ǩʉ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞƁǞ ɻʉɫȴȣǊƟɫࡱ

߾߿

E ;A r
- j -



#ȴʞȣƌƟƌ +ȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƟʻƟȣʉɻ B߾, . . . , BȠ ʿǞƟɫƟ BǦ ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ Œȣˈ Ǻ /∈ Γ(Ǧ)
ʉǞƟࢍ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌ ȴǇ Ǧ ǩȣ ʉǞƟ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁˈ ǊɫŒɠǞ

DࡱǊࡪࡱ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣǩȣǊ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ
ƁȋŒʞɻƟɻࡪ Œȣƌ ȋƟʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߿ ∨ ¯ˀࠁ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀࠁ ∨ ˀࠂ ∨ ˀࠃ) ∧ (¬ˀࠁ ∨ ˀࠃ ∨ ˀࠄ) . . .

üǞƟȴɫƟȝ ˔�ȴʻŒɻࢍ �ȴƁŒȋ �ƟȝȝŒࢎ
èʗɛɛȰɵƝ ǅȰɥ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ƝʴƝȠʂɵ B߾, B߿, . . . , BȠࡪ ßɫ[BǦ] ≤ ɛ ǅȰɥ ŒȈȈ Ǧࡪ ŒȠƊ ʂǛŒʂ
ƝŒƀǛ BǦ Ǧɵ ƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ȰȠ Œʂ ȚȰɵʂ Ɗ ȰʂǛƝɥ ƝʴƝȠʂɵ BǺ ࡪࡰƝࡰǦࢅ |Γ(Ǧ)| ≤ Ɗࡪ
ʂǛƝȠ Ǧǅ Ɗɛࠁ ≤ ࡩ߾

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
> −߾) ɛ)Ƞ߿ > ߽.

xȣ ʉǞƟ ʿȴɫɻƟ ƁŒɻƟࡪ Ɗ = Ƞ− ߾ Œȣƌ ʉǞǩɻ ǩɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡱ
#ʞʉ ǩʉ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞƁǞ ɻʉɫȴȣǊƟɫࡱ

߾߿

-

i t : # ⇒ ⇐
.
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#ȴʞȣƌƟƌ +ȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƟʻƟȣʉɻ B߾, . . . , BȠ ʿǞƟɫƟ BǦ ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ Œȣˈ Ǻ /∈ Γ(Ǧ)
ʉǞƟࢍ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌ ȴǇ Ǧ ǩȣ ʉǞƟ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁˈ ǊɫŒɠǞ

DࡱǊࡪࡱ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣǩȣǊ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ
ƁȋŒʞɻƟɻࡪ Œȣƌ ȋƟʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀ߿ ∨ ¯ˀࠁ ∨ ˀࠀ) ∧ (ˀࠁ ∨ ˀࠂ ∨ ˀࠃ) ∧ (¬ˀࠁ ∨ ˀࠃ ∨ ˀࠄ) . . .

üǞƟȴɫƟȝ ˔�ȴʻŒɻࢍ �ȴƁŒȋ �ƟȝȝŒࢎ
èʗɛɛȰɵƝ ǅȰɥ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ƝʴƝȠʂɵ B߾, B߿, . . . , BȠࡪ ßɫ[BǦ] ≤ ɛ ǅȰɥ ŒȈȈ Ǧࡪ ŒȠƊ ʂǛŒʂ
ƝŒƀǛ BǦ Ǧɵ ƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ȰȠ Œʂ ȚȰɵʂ Ɗ ȰʂǛƝɥ ƝʴƝȠʂɵ BǺ ࡪࡰƝࡰǦࢅ |Γ(Ǧ)| ≤ Ɗࡪ
ʂǛƝȠ Ǧǅ Ɗɛࠁ ≤ ࡩ߾

ßɫ
[
¬

Ƞ⋃

Ǧ=߾
BǦ

]
> −߾) ɛ)Ƞ߿ > ߽.

xȣ ʉǞƟ ʿȴɫɻƟ ƁŒɻƟࡪ Ɗ = Ƞ− ߾ Œȣƌ ʉǞǩɻ ǩɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡱ
#ʞʉ ǩʉ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞƁǞ ɻʉɫȴȣǊƟɫࡱ ߾߿

I L L

c .Dpt ,
-

d p - - -

-



��� �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡩ Ȃ࢙ð�ü

üǞƟȴɫƟȝ
uǅ ȠȰ ʴŒɥǦŒŶȈƝ ǦȠ Œ Ȃࢗè�ó ǅȰɥȚʗȈŒ ŒɛɛƝŒɥɵ ǦȠ ȚȰɥƝ ʂǛŒȠ Ȃ߿

Ȃࠁ ƀȈŒʗɵƝɵࡪ
ʂǛƝȠ ʂǛƝ ǅȰɥȚʗȈŒ Ǧɵ ɵŒʂǦɵ˧ŒŶȈƝࡰ

�Ɵʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɫŒȣƌȴȝ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ ßɫ[BǦ] ≤

߾
Ȃ߿ = ɛ.

|Γ(Ǧ)| ≤

Ȃ · ȂࠁȂ߿ = Ȃ߿
ࠁ = Ɗ

ðȴ Ɗɛࠁ = ࠁ · ߾
Ȃ߿ ·

Ȃ߿
ࠁ ≤ ࡪ߾ Œȣƌ ʉǞʞɻ ßɫ

[
¬
⋃Ƞ
Ǧ=߾ BǦ

]
> ࡱ߽ xࡱƟࡪࡱ Œ ɫŒȣƌȴȝ

ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ
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üǞƟȴɫƟȝ
uǅ ȠȰ ʴŒɥǦŒŶȈƝ ǦȠ Œ Ȃࢗè�ó ǅȰɥȚʗȈŒ ŒɛɛƝŒɥɵ ǦȠ ȚȰɥƝ ʂǛŒȠ Ȃ߿

Ȃࠁ ƀȈŒʗɵƝɵࡪ
ʂǛƝȠ ʂǛƝ ǅȰɥȚʗȈŒ Ǧɵ ɵŒʂǦɵ˧ŒŶȈƝࡰ

�Ɵʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɫŒȣƌȴȝ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

ßɫ[BǦ] ≤

߾
Ȃ߿ = ɛ.

|Γ(Ǧ)| ≤

Ȃ · ȂࠁȂ߿ = Ȃ߿
ࠁ = Ɗ

ðȴ Ɗɛࠁ = ࠁ · ߾
Ȃ߿ ·

Ȃ߿
ࠁ ≤ ࡪ߾ Œȣƌ ʉǞʞɻ ßɫ

[
¬
⋃Ƞ
Ǧ=߾ BǦ

]
> ࡱ߽ xࡱƟࡪࡱ Œ ɫŒȣƌȴȝ

ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ
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üǞƟȴɫƟȝ
uǅ ȠȰ ʴŒɥǦŒŶȈƝ ǦȠ Œ Ȃࢗè�ó ǅȰɥȚʗȈŒ ŒɛɛƝŒɥɵ ǦȠ ȚȰɥƝ ʂǛŒȠ Ȃ߿

Ȃࠁ ƀȈŒʗɵƝɵࡪ
ʂǛƝȠ ʂǛƝ ǅȰɥȚʗȈŒ Ǧɵ ɵŒʂǦɵ˧ŒŶȈƝࡰ

�Ɵʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɫŒȣƌȴȝ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ ßɫ[BǦ] ≤

߾
Ȃ߿ = ɛ.

|Γ(Ǧ)| ≤

Ȃ · ȂࠁȂ߿ = Ȃ߿
ࠁ = Ɗ

ðȴ Ɗɛࠁ = ࠁ · ߾
Ȃ߿ ·

Ȃ߿
ࠁ ≤ ࡪ߾ Œȣƌ ʉǞʞɻ ßɫ

[
¬
⋃Ƞ
Ǧ=߾ BǦ

]
> ࡱ߽ xࡱƟࡪࡱ Œ ɫŒȣƌȴȝ

ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ
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üǞƟȴɫƟȝ
uǅ ȠȰ ʴŒɥǦŒŶȈƝ ǦȠ Œ Ȃࢗè�ó ǅȰɥȚʗȈŒ ŒɛɛƝŒɥɵ ǦȠ ȚȰɥƝ ʂǛŒȠ Ȃ߿

Ȃࠁ ƀȈŒʗɵƝɵࡪ
ʂǛƝȠ ʂǛƝ ǅȰɥȚʗȈŒ Ǧɵ ɵŒʂǦɵ˧ŒŶȈƝࡰ

�Ɵʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɫŒȣƌȴȝ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ ßɫ[BǦ] ≤ ߾

Ȃ߿ = ɛ.

|Γ(Ǧ)| ≤

Ȃ · ȂࠁȂ߿ = Ȃ߿
ࠁ = Ɗ

ðȴ Ɗɛࠁ = ࠁ · ߾
Ȃ߿ ·

Ȃ߿
ࠁ ≤ ࡪ߾ Œȣƌ ʉǞʞɻ ßɫ

[
¬
⋃Ƞ
Ǧ=߾ BǦ

]
> ࡱ߽ xࡱƟࡪࡱ Œ ɫŒȣƌȴȝ

ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ
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üǞƟȴɫƟȝ
uǅ ȠȰ ʴŒɥǦŒŶȈƝ ǦȠ Œ Ȃࢗè�ó ǅȰɥȚʗȈŒ ŒɛɛƝŒɥɵ ǦȠ ȚȰɥƝ ʂǛŒȠ Ȃ߿

Ȃࠁ ƀȈŒʗɵƝɵࡪ
ʂǛƝȠ ʂǛƝ ǅȰɥȚʗȈŒ Ǧɵ ɵŒʂǦɵ˧ŒŶȈƝࡰ

�Ɵʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɫŒȣƌȴȝ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ ßɫ[BǦ] ≤ ߾

Ȃ߿ = ɛ.

|Γ(Ǧ)| ≤

Ȃ · ȂࠁȂ߿ = Ȃ߿
ࠁ = Ɗ

ðȴ Ɗɛࠁ = ࠁ · ߾
Ȃ߿ ·

Ȃ߿
ࠁ ≤ ࡪ߾ Œȣƌ ʉǞʞɻ ßɫ

[
¬
⋃Ƞ
Ǧ=߾ BǦ

]
> ࡱ߽ xࡱƟࡪࡱ Œ ɫŒȣƌȴȝ

ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

߿߿

£× i ¥ x I ) → (x ,V Xu V xD

pgs
correlate1 withE i

=

-

T (2)i z
- s

s K.y¥= 2¥
-
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üǞƟȴɫƟȝ
uǅ ȠȰ ʴŒɥǦŒŶȈƝ ǦȠ Œ Ȃࢗè�ó ǅȰɥȚʗȈŒ ŒɛɛƝŒɥɵ ǦȠ ȚȰɥƝ ʂǛŒȠ Ȃ߿

Ȃࠁ ƀȈŒʗɵƝɵࡪ
ʂǛƝȠ ʂǛƝ ǅȰɥȚʗȈŒ Ǧɵ ɵŒʂǦɵ˧ŒŶȈƝࡰ

�Ɵʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɫŒȣƌȴȝ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ ßɫ[BǦ] ≤ ߾

Ȃ߿ = ɛ.

|Γ(Ǧ)| ≤ Ȃ · ȂࠁȂ߿ = Ȃ߿
ࠁ = Ɗ

ðȴ Ɗɛࠁ = ࠁ · ߾
Ȃ߿ ·

Ȃ߿
ࠁ ≤ ࡪ߾ Œȣƌ ʉǞʞɻ ßɫ

[
¬
⋃Ƞ
Ǧ=߾ BǦ

]
> ࡱ߽ xࡱƟࡪࡱ Œ ɫŒȣƌȴȝ

ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ
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üǞƟȴɫƟȝ
uǅ ȠȰ ʴŒɥǦŒŶȈƝ ǦȠ Œ Ȃࢗè�ó ǅȰɥȚʗȈŒ ŒɛɛƝŒɥɵ ǦȠ ȚȰɥƝ ʂǛŒȠ Ȃ߿

Ȃࠁ ƀȈŒʗɵƝɵࡪ
ʂǛƝȠ ʂǛƝ ǅȰɥȚʗȈŒ Ǧɵ ɵŒʂǦɵ˧ŒŶȈƝࡰ

�Ɵʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɫŒȣƌȴȝ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ ßɫ[BǦ] ≤ ߾

Ȃ߿ = ɛ.

|Γ(Ǧ)| ≤ Ȃ · ȂࠁȂ߿ = Ȃ߿
ࠁ = Ɗ

ðȴ Ɗɛࠁ = ࠁ · ߾
Ȃ߿ ·

Ȃ߿
ࠁ ≤ ࡪ߾ Œȣƌ ʉǞʞɻ ßɫ

[
¬
⋃Ƞ
Ǧ=߾ BǦ

]
> ࡱ߽ xࡱƟࡪࡱ Œ ɫŒȣƌȴȝ

ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ
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�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ���

xȝɠȴɫʉŒȣʉ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ Œȣ �ȴʻŒɻ˔ �ȴƁŒȋ �ƟȝȝŒ ŷŒɻƟƌ ɠɫȴȴǇ ȴǇ
ʉǞƟ ƟˇǩɻʉƟȣƁƟࡪ ƁŒȣ ʿƟ ƁȴȣʻƟɫʉ ǩʉ ǩȣʉȴ Œȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡲ

�ȴɻƟɫ Œȣƌ üŒɫƌȴɻ ࢂ߽߾߽߿ࢁ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Œ ʻƟɫˈ ȣŒʉʞɫŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƁŒȣ ŷƟ
ʞɻƟƌ ʉȴ ƌȴ ʉǞǩɻࡱ

�Ɵʉ B߾, . . . , BȠ ŷƟ ƟʻƟȣʉɻ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟƌ ŷˈ Œ ɻƟʉ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ğ = {ʴ߾, . . . , ʴȚ}ࡱ �Ɵʉ ʴ(BǦ) ŷƟ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉǞŒʉ BǦ
ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣࡱ

æƟɻŒȝɠȋǩȣǊ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ

ࡱ߾ �ɻɻǩǊȣ ʴ߾, . . . , ʴȚ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒȋʞƟɻࡱ

ࡱ߿ īǞǩȋƟ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ɻȴȝƟ BǦ ʉǞŒʉ ȴƁƁʞɫɻࡪ ɫƟŒɻɻǩǊȣ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒȋʞƟɻ ʉȴ Œȋȋ
ʻŒɫŒŷȋƟɻ ǩȣ ʴ(BǦ)ࡱ

ࡱࠀ oŒȋʉ ʿǞƟȣ Œȣ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ Ǉȴʞȣƌ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ȣȴ BǦ ȴƁƁʞɫɻࡱ

ࠀ߿

E
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�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ���

üǞƟȴɫƟȝ �ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁࢍ �ȴʻŒɻ˔ �ȴƁŒȋ �ƟȝȝŒࢎ
*ȰȠɵǦƊƝɥ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ƝʴƝȠʂɵ B߾, B߿, . . . , BȠ ƊƝʂƝɥȚǦȠƝƊ Ŷˁ Œ ˧ȠǦʂƝ ɵƝʂ Ȱǅ
ɥŒȠƊȰȚ ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ ğࡰ uǅ ǅȰɥ ŒȈȈ Ǧࡪ ßɫ[BǦ] ≤ ɛ ŒȠƊ |Γ(Ǧ)| ≤ Ɗࡪ ŒȠƊ Ǧǅ
Ɲɛ(Ɗ+ (߾ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝȠ ß̿Ϣ̃ΘϒΎͳΜͣ ˧ȠƊɵ ŒȠ ŒɵɵǦǈȠȚƝȠʂ Ȱǅ ʂǛƝ
ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ ǦȠ ğ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂ ȠȰ ƝʴƝȠʂ BǦ Ȱƀƀʗɥɵࡰ ^ʗɥʂǛƝɥࡪ ʂǛƝ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ
ȚŒȂƝɵ ®(ȠƊ ) ǦʂƝɥŒʂǦȰȠɵ ǦȠ ƝˀɛƝƀʂŒʂǦȰȠࡰ

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ Ȃ࢙ð�üࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǞƟɫƟ ȣȴ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
ŒɠɠƟŒɫɻ ǩȣ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ Ȃ߿

Ȃࠂ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ �Ɵʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ
ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ

ßɫ[BǦ] ≤
߾
Ȃ߿ = ɛ Œȣƌ |Γ(Ǧ) ≤ Ȃ · ߿

Ȃ

Ȃࠂ =
Ȃ߿
ࠂ = Ɗ.

oŒʻƟ Ɲɛ(Ɗ+ (߾ ≤ Ɲ
ࠂ +

Ɲ
Ȃ߿ ≤ ߾ Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ Ȃ ≥ ࡪࠀ ɻȴ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫƟȝ ŒɠɠȋǩƟɻࡪ

ǊǩʻǩȣǊ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ʉǞǩɻ ʻŒɫǩŒȣʉ ȴǇ Ȃ࢙ð�üࡱ
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üǞƟȴɫƟȝ �ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁࢍ �ȴʻŒɻ˔ �ȴƁŒȋ �ƟȝȝŒࢎ
*ȰȠɵǦƊƝɥ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ƝʴƝȠʂɵ B߾, B߿, . . . , BȠ ƊƝʂƝɥȚǦȠƝƊ Ŷˁ Œ ˧ȠǦʂƝ ɵƝʂ Ȱǅ
ɥŒȠƊȰȚ ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ ğࡰ uǅ ǅȰɥ ŒȈȈ Ǧࡪ ßɫ[BǦ] ≤ ɛ ŒȠƊ |Γ(Ǧ)| ≤ Ɗࡪ ŒȠƊ Ǧǅ
Ɲɛ(Ɗ+ (߾ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝȠ ß̿Ϣ̃ΘϒΎͳΜͣ ˧ȠƊɵ ŒȠ ŒɵɵǦǈȠȚƝȠʂ Ȱǅ ʂǛƝ
ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ ǦȠ ğ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂ ȠȰ ƝʴƝȠʂ BǦ Ȱƀƀʗɥɵࡰ ^ʗɥʂǛƝɥࡪ ʂǛƝ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ
ȚŒȂƝɵ ®(ȠƊ ) ǦʂƝɥŒʂǦȰȠɵ ǦȠ ƝˀɛƝƀʂŒʂǦȰȠࡰ

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ Ȃ࢙ð�üࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǞƟɫƟ ȣȴ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
ŒɠɠƟŒɫɻ ǩȣ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ Ȃ߿

Ȃࠂ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ �Ɵʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ
ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ

ßɫ[BǦ] ≤
߾
Ȃ߿ = ɛ Œȣƌ |Γ(Ǧ) ≤ Ȃ · ߿

Ȃ

Ȃࠂ =
Ȃ߿
ࠂ = Ɗ.

oŒʻƟ Ɲɛ(Ɗ+ (߾ ≤ Ɲ
ࠂ +

Ɲ
Ȃ߿ ≤ ߾ Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ Ȃ ≥ ࡪࠀ ɻȴ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫƟȝ ŒɠɠȋǩƟɻࡪ

ǊǩʻǩȣǊ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ʉǞǩɻ ʻŒɫǩŒȣʉ ȴǇ Ȃ࢙ð�üࡱ
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üǞƟȴɫƟȝ �ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁࢍ �ȴʻŒɻ˔ �ȴƁŒȋ �ƟȝȝŒࢎ
*ȰȠɵǦƊƝɥ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ƝʴƝȠʂɵ B߾, B߿, . . . , BȠ ƊƝʂƝɥȚǦȠƝƊ Ŷˁ Œ ˧ȠǦʂƝ ɵƝʂ Ȱǅ
ɥŒȠƊȰȚ ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ ğࡰ uǅ ǅȰɥ ŒȈȈ Ǧࡪ ßɫ[BǦ] ≤ ɛ ŒȠƊ |Γ(Ǧ)| ≤ Ɗࡪ ŒȠƊ Ǧǅ
Ɲɛ(Ɗ+ (߾ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝȠ ß̿Ϣ̃ΘϒΎͳΜͣ ˧ȠƊɵ ŒȠ ŒɵɵǦǈȠȚƝȠʂ Ȱǅ ʂǛƝ
ʴŒɥǦŒŶȈƝɵ ǦȠ ğ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂ ȠȰ ƝʴƝȠʂ BǦ Ȱƀƀʗɥɵࡰ ^ʗɥʂǛƝɥࡪ ʂǛƝ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ
ȚŒȂƝɵ ®(ȠƊ ) ǦʂƝɥŒʂǦȰȠɵ ǦȠ ƝˀɛƝƀʂŒʂǦȰȠࡰ

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ Ȃ࢙ð�üࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ Ȃ࢙ð�ü ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǞƟɫƟ ȣȴ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
ŒɠɠƟŒɫɻ ǩȣ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ Ȃ߿

Ȃࠂ ƁȋŒʞɻƟɻࡱ �Ɵʉ BǦ ŷƟ ʉǞƟ ƟʻƟȣʉ ʉǞŒʉ ƁȋŒʞɻƟ Ǧ ǩɻ
ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ

ßɫ[BǦ] ≤
߾
Ȃ߿ = ɛ Œȣƌ |Γ(Ǧ) ≤ Ȃ · ߿

Ȃ

Ȃࠂ =
Ȃ߿
ࠂ = Ɗ.

oŒʻƟ Ɲɛ(Ɗ+ (߾ ≤ Ɲ
ࠂ +

Ɲ
Ȃ߿ ≤ ߾ Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ Ȃ ≥ ࡪࠀ ɻȴ ʉǞƟ ʉǞƟȴɫƟȝ ŒɠɠȋǩƟɻࡪ

ǊǩʻǩȣǊ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ʉǞǩɻ ʻŒɫǩŒȣʉ ȴǇ Ȃ࢙ð�üࡱ
ࠁ߿

-

-



DȣʉɫȴɠǩƁ ßɫȴȴǇ ȴǇ �ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ���

�ȴɻƟɫࢪɻ ƟȣʉɫȴɠǩƁࢩ ɠɫȴȴǇࢪ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ��� ʞɻƟɻ Œ
ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫȋˈ Ɓȴȴȋ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟࡱ

`ȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞƟ ƁŒɻƟ ȴǇ Ȃ࢙ð�ü ʿǞƟɫƟ |Γ(Ǧ)| < Ɗ = Ȃ߿
ࠅ = ࡱࠀ−Ȃ߿

ࡦ xȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȴǇ ɫƟɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻƟɻ Ȃ
ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻࡱ ðȴ Ǉȴɫ ó ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ǩʉ ʞɻƟɻ óȂ ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ɫʞȣ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ʉȴȴ ȋȴȣǊࡪ
ʉǞƟȣ ʿƟ ȴŷʉŒǩȣ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ŷǩʉɻ ǩȣʉȴ Œ ɻʉɫǩȣǊ ȴǇ
< óȂ ŷǩʉɻࡪ ʿǞǩƁǞ ɻǞȴʞȋƌȣࢪʉ ŷƟ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɻǩȣƁƟࢍ ʉǞƟˈ ŒɫƟ
ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻ Œȣƌ ǩȣƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟࡱࢎ

xȣƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷǩȋǩʉˈ `ŒƁʉࡩ `ȴɫ Œȣˈ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ ȝŒɠɠǩȣǊ ǩȣɠʞʉɻ ǩȣ
{߽, ʂ{߾ ʉȴ ƌǩɻʉǩȣƁʉࡪ ɠȴɻɻǩŷȋˈ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ȋƟȣǊʉǞ ŷǩȣŒɫˈ ȴʞʉɠʞʉ
ɻʉɫǩȣǊɻࡪ ǩǇ ɵ ǩɻ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ʂ࢙ŷǩʉ ŷǩȣŒɫˈ ɻʉɫȴȣǊࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ
Œȣˈ ǩȣʉƟǊƟɫ ƀࡪ ßɫ[ȈƝȠǈʂǛ[ǅ(ɵ)] ≤ ʂ− ƀ] ≤ ߾

߾−ƀ߿ ࡱ

ࠂ߿

[
- -

-



DȣʉɫȴɠǩƁ ßɫȴȴǇ ȴǇ �ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ���

�ȴɻƟɫࢪɻ ƟȣʉɫȴɠǩƁࢩ ɠɫȴȴǇࢪ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ��� ʞɻƟɻ Œ
ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫȋˈ Ɓȴȴȋ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟࡱ

`ȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞƟ ƁŒɻƟ ȴǇ Ȃ࢙ð�ü ʿǞƟɫƟ |Γ(Ǧ)| < Ɗ = Ȃ߿
ࠅ = ࡱࠀ−Ȃ߿

ࡦ xȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȴǇ ɫƟɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻƟɻ Ȃ
ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻࡱ ðȴ Ǉȴɫ ó ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ǩʉ ʞɻƟɻ óȂ ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ɫʞȣ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ʉȴȴ ȋȴȣǊࡪ
ʉǞƟȣ ʿƟ ȴŷʉŒǩȣ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ŷǩʉɻ ǩȣʉȴ Œ ɻʉɫǩȣǊ ȴǇ
< óȂ ŷǩʉɻࡪ ʿǞǩƁǞ ɻǞȴʞȋƌȣࢪʉ ŷƟ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɻǩȣƁƟࢍ ʉǞƟˈ ŒɫƟ
ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻ Œȣƌ ǩȣƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟࡱࢎ

xȣƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷǩȋǩʉˈ `ŒƁʉࡩ `ȴɫ Œȣˈ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ ȝŒɠɠǩȣǊ ǩȣɠʞʉɻ ǩȣ
{߽, ʂ{߾ ʉȴ ƌǩɻʉǩȣƁʉࡪ ɠȴɻɻǩŷȋˈ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ȋƟȣǊʉǞ ŷǩȣŒɫˈ ȴʞʉɠʞʉ
ɻʉɫǩȣǊɻࡪ ǩǇ ɵ ǩɻ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ʂ࢙ŷǩʉ ŷǩȣŒɫˈ ɻʉɫȴȣǊࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ
Œȣˈ ǩȣʉƟǊƟɫ ƀࡪ ßɫ[ȈƝȠǈʂǛ[ǅ(ɵ)] ≤ ʂ− ƀ] ≤ ߾

߾−ƀ߿ ࡱ ࠂ߿

L t t 2 tY t . .2T"
I sat-c)H

i f

i[
- ¥÷:&.



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊ #ǩʉɻ īǞǩȋƟ ðȴȋʻǩȣǊ Ȃ࢙ð�ü

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ț ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʞɻǩȣǊ Ț ŷǩʉɻࡱ
ࡦ xʉƟɫŒʉƟ ʉǞɫȴʞǊǞ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟɻࡪ ɫƟƁȴɫƌǩȣǊ ࢪ߾ࢩ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ʉǞŒʉ ǩɻ
ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡪ Œȣƌ ɫƟƁȴɫƌǩȣǊ ࢪ߽ࢩ ʿǞƟȣ ˈȴʞ ɫƟŒƁǞ Œȣ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ
ƁȋŒʞɻƟ Ǧࡱ

ࡦ æʞȣ �Χ̤˺Ή+ΧϘϘ̺̤ϫࢍǩࡱࢎ üǞƟȣ ȝȴʻƟ ȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ȣƟˇʉ ƁȋŒʞɻƟࡱ
ࡦ �ǇʉƟɫ ƁȴȝɠȋƟʉǩȴȣ ȴǇ Œȋȋ ƁȋŒʞɻƟɻࡪ ɫƟƁȴɫƌ ʉǞƟ ˨ȣŒȋ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ Ț
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʞɻǩȣǊ Ț ŷǩʉɻࡱ

�Χ̤˺Ή+ΧϘϘ̺̤ϫࢍǩࡩࢎ
ࡦ æƟɻŒȝɠȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒȋʞƟɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ ƁȋŒʞɻƟ Ǧࡪ ʞɻǩȣǊ Ȃ
ŷǩʉɻ ŷʞʉࢍ ƌȴȣࢪʉ ɫƟƁȴɫƌ ʉǞƟȝࡱࢎ࡭

ࡦ īǞǩȋƟ ɻȴȝƟ ƁȋŒʞɻƟ Ǻ ∈ Γ(Ǧ)∪ {Ǧ} ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡪ ɠǩƁȅ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɻʞƁǞ
Ǻࡪ Œȣƌ ɫƟƁȴɫƌ ࢪ߽ࢩ ŒȋȴȣǊ ʿǩʉǞ Ǻ ʞɻǩȣǊ Ȃ− ࠀ ŷǩʉɻࡱ üǞƟȣ ɫʞȣ
�Χ̤˺Ή+ΧϘϘ̺̤ϫࢍǽࡱࢎ

ࡦ æƟƁȴɫƌ ࢪ߾ࢩ ʞɠȴȣ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȴȣࡱ ࠃ߿

=

g -

10,1248):K- 3

-



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿

0



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿

-

-



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿

-
I



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿

-



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿

I
1 -



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿

- 0



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿

-

-



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ xȋȋʞɻʉɫŒʉǩȴȣ

ࠄ߿

€ 0 0 8 0



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊ #ǩʉɻ īǞǩȋƟ ðȴȋʻǩȣǊ Ȃ࢙ð�ü

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ xǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɫʞȣɻ Ǉȴɫ ó ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǩʉ ʞɻƟɻ Ț+ óȂ ɫŒȣƌȴȝ
ŷǩʉɻࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ɫʞȣɻ Ǉȴɫ ó ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ǩʉ ɫƟƁȴɫƌɻ Œ ʉɫŒȣɻƁɫǩɠʉ
ȴǇ Ț+ Ƞ+ ó(Ȃ− (߾ ŷǩʉɻࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩࠀ üǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻ ʞɻƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟƁȴʻƟɫƟƌ
ʞȣǩɧʞƟȋˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻƁɫǩɠʉࡱ

īƟ ƁŒȣ ʿȴɫȅ ŷŒƁȅʿŒɫƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ˨ȣŒȋ ɻʉŒʉƟࡪ ɫƟƁȴʻƟɫǩȣǊ ʉǞƟ ɻʉŒʉƟ ȴǇ
ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ Œȣƌ ǞƟȣƁƟ Œȋȋ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻࡱ +ɫǩʉǩƁŒȋȋ ࡪ̍
ʿǞƟȣ Œ ƁȋŒʞɻƟ ǩɻ ɫƟɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ƟˇŒƁʉȋˈ Ǟȴʿ ǩʉɻ ŷǩʉɻ ʿƟɫƟ
ŷƟƟȣ ɻƟʉ ŷƟǇȴɫƟ ɫƟɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʉǞƟɫƟࢍ ǩɻ ǽʞɻʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ʞȣɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟࡱࢎ

ðȴ ʿƟ ǞŒʻƟ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ # = Ț+ óȂ ŷǩʉɻ ʉȴ #′ = Ț+ Ƞ+ ó(Ȃ− (߾ ŷǩʉɻࡱ
ðƟʉʉǩȣǊࡪ ó = Ƞ+ ƀ ʿƟ ǞŒʻƟ # = Ț+ óȂ Œȣƌ #′ = Ț+ óȂ− ƀࡱ üǞʞɻࡪ ŷˈ
ȴʞɫ ǩȣƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷǩȋǩʉˈ ƁȋŒǩȝࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȝʞɻʉ ʉƟɫȝǩȣŒʉƟ ǩȣ Ƞ+ ƀ
ɻʉƟɠɻ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ࡱ߾−ƀ߿/߾

ࠅ߿

-



+ȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊ #ǩʉɻ īǞǩȋƟ ðȴȋʻǩȣǊ Ȃ࢙ð�ü

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ xǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɫʞȣɻ Ǉȴɫ ó ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǩʉ ʞɻƟɻ Ț+ óȂ ɫŒȣƌȴȝ
ŷǩʉɻࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ɫʞȣɻ Ǉȴɫ ó ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ǩʉ ɫƟƁȴɫƌɻ Œ ʉɫŒȣɻƁɫǩɠʉ
ȴǇ Ț+ Ƞ+ ó(Ȃ− (߾ ŷǩʉɻࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩࠀ üǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻ ʞɻƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟƁȴʻƟɫƟƌ
ʞȣǩɧʞƟȋˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻƁɫǩɠʉࡱ

īƟ ƁŒȣ ʿȴɫȅ ŷŒƁȅʿŒɫƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ˨ȣŒȋ ɻʉŒʉƟࡪ ɫƟƁȴʻƟɫǩȣǊ ʉǞƟ ɻʉŒʉƟ ȴǇ
ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ Œȣƌ ǞƟȣƁƟ Œȋȋ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ŷǩʉɻࡱ +ɫǩʉǩƁŒȋȋ ࡪ̍
ʿǞƟȣ Œ ƁȋŒʞɻƟ ǩɻ ɫƟɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ƟˇŒƁʉȋˈ Ǟȴʿ ǩʉɻ ŷǩʉɻ ʿƟɫƟ
ŷƟƟȣ ɻƟʉ ŷƟǇȴɫƟ ɫƟɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʉǞƟɫƟࢍ ǩɻ ǽʞɻʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ʞȣɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ
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