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ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠁ ǩɻ ƌʞƟ ðʞȣƌŒˈ ࠀࡷࠂ Œʉ ࡱɠȝࠅ
ࡦ DˇŒȝ ǩɻ Œʉ ɠȝ߿ ȴȣ �Œˈ ࡱʉǞࠃ ´ɠƟȣ ȣȴʉƟࡪ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ȝǩƌʉƟɫȝࡱ
ࡦ DˇŒȝ ɫƟʻǩƟʿ ǊʞǩƌƟ Œȣƌ ɠɫŒƁʉǩƁƟ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ ɠȴɻʉƟƌ
ʞȣƌƟɫ ʉǞƟ ɻƁǞƟƌʞȋƟ ʉŒŷ ȴȣ ʉǞƟ ƁȴʞɫɻƟ ɠŒǊƟࡱ

ࡦ x ʿǩȋȋ Ǟȴȋƌ ʞɻʞŒȋ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ʉȴƌŒˈ Œȣƌ ƟˇŒȝ ɫƟʻǩƟʿ ȴǇ˨ƁƟ
Ǟȴʞɫɻ ʉǞǩɻ üǞʞɫɻƌŒˈ Œȣƌ ȣƟˇʉ üʞƟɻƌŒˈ ƌʞɫǩȣǊ ʉǞƟ ɫƟǊʞȋŒɫ
ƁȋŒɻɻ ʉǩȝƟ ɠȝࠂࠁࡩ߿߾࢙Œȝ߽ࠀࡩ߾߾

ࡦ æƟǊʞȋŒɫ ðæüxࢪɻ ŒɫƟ ɻʞɻɠƟȣƌƟƌ ʉǞǩɻ ɻƟȝƟɻʉƟɫࡱ #ʞʉ x Œȝ
ǞȴȋƌǩȣǊ Œȣ ȴɠʉǩȴȣŒȋ ðæüx Ǉȴɫ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻ Œȣƌ ʿȴʞȋƌ ɫƟŒȋȋˈ
ŒɠɠɫƟƁǩŒʉƟ ˈȴʞɫ ǇƟƟƌŷŒƁȅࡱ

ࡦ ­êêÜϓϟϟÐûÂϙïÈ�ããϙ��ïϟÜ�ßêÉ�ßãϟ
�Ðïßã��ú�Â[ïßú�āϟïÈ�ϟࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ üǞƟࢍ ɻŒȝƟࢎ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ
ʞȣƌƟɫ ࢎˇƁȴȣʻƟࢍ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

ࡦ +ȴȣʻƟˇ ɻƟʉɻ Œȣƌ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ´ȣȋǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࡪ ɫƟǊɫƟʉࡪ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩǇࢍ ʉǩȝƟࡱࢎ

ࡦ +ȴʞɫɻƟ ɻʞȝȝŒɫˈࡷʿɫŒɠ࢙ʞɠ

߿

0 ¥ 0591
€



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ üǞƟࢍ ɻŒȝƟࢎ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ
ʞȣƌƟɫ ࢎˇƁȴȣʻƟࢍ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

ࡦ +ȴȣʻƟˇ ɻƟʉɻ Œȣƌ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ´ȣȋǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࡪ ɫƟǊɫƟʉࡪ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩǇࢍ ʉǩȝƟࡱࢎ

ࡦ +ȴʞɫɻƟ ɻʞȝȝŒɫˈࡷʿɫŒɠ࢙ʞɠ

߿



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

xȣ ɫƟŒȋǩʉˈ ȝŒȣˈ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ŒɫƟ ȴȣȋǩȣƟࡱ

ࡦ īƟŷɻǩʉƟɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ Œƌɻ ȴɫ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʞɻƟɫɻࡪ ǊǩʻƟȣ
Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇƟƟƌŷŒƁȅ Ǉɫȴȝ ʉǞƟɻƟ ʞɻƟɫɻࡱ

ࡦ ðɠŒȝ ˨ȋʉƟɫɻ ŒɫƟ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉŒȋȋˈ ʞɠƌŒʉƟƌ Œȣƌ ŒƌŒɠʉ Œɻ ʉǞƟˈ ɻƟƟ
ȝȴɫƟ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ɻɠŒȝ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

ࡦ `ŒƁƟ ɫƟƁȴǊȣǩʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȴʉǞƟɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȋƟŒɫȣ Ǉɫȴȝ
ȝǩɻʉŒȅƟɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ɻȴȝƟ ǊȋȴŷŒȋ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǧ=߾ ℓ(θ⃗,⃗ˀǦ)ࡪ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ

ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ⃗ˀ߾,⃗ˀ߿, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩȅƟࢍ ǩȣ
ɻʉɫƟŒȝǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟࡩ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ
ƁȴȣɻǩƌƟɫƟƌ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴɫƌƟɫ Ǉȴɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ɫƟŒɻȴȣɻࡱ

ࠀ



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

xȣ ɫƟŒȋǩʉˈ ȝŒȣˈ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ŒɫƟ ȴȣȋǩȣƟࡱ

ࡦ īƟŷɻǩʉƟɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ Œƌɻ ȴɫ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʞɻƟɫɻࡪ ǊǩʻƟȣ
Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇƟƟƌŷŒƁȅ Ǉɫȴȝ ʉǞƟɻƟ ʞɻƟɫɻࡱ

ࡦ ðɠŒȝ ˨ȋʉƟɫɻ ŒɫƟ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉŒȋȋˈ ʞɠƌŒʉƟƌ Œȣƌ ŒƌŒɠʉ Œɻ ʉǞƟˈ ɻƟƟ
ȝȴɫƟ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ɻɠŒȝ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

ࡦ `ŒƁƟ ɫƟƁȴǊȣǩʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȴʉǞƟɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȋƟŒɫȣ Ǉɫȴȝ
ȝǩɻʉŒȅƟɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ɻȴȝƟ ǊȋȴŷŒȋ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǧ=߾ ℓ(θ⃗,⃗ˀǦ)ࡪ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ

ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ⃗ˀ߾,⃗ˀ߿, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩȅƟࢍ ǩȣ
ɻʉɫƟŒȝǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟࡩ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ
ƁȴȣɻǩƌƟɫƟƌ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴɫƌƟɫ Ǉȴɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ɫƟŒɻȴȣɻࡱ

ࠀ



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

xȣ ɫƟŒȋǩʉˈ ȝŒȣˈ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ŒɫƟ ȴȣȋǩȣƟࡱ

ࡦ īƟŷɻǩʉƟɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ Œƌɻ ȴɫ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʞɻƟɫɻࡪ ǊǩʻƟȣ
Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇƟƟƌŷŒƁȅ Ǉɫȴȝ ʉǞƟɻƟ ʞɻƟɫɻࡱ

ࡦ ðɠŒȝ ˨ȋʉƟɫɻ ŒɫƟ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉŒȋȋˈ ʞɠƌŒʉƟƌ Œȣƌ ŒƌŒɠʉ Œɻ ʉǞƟˈ ɻƟƟ
ȝȴɫƟ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ɻɠŒȝ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

ࡦ `ŒƁƟ ɫƟƁȴǊȣǩʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȴʉǞƟɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȋƟŒɫȣ Ǉɫȴȝ
ȝǩɻʉŒȅƟɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ɻȴȝƟ ǊȋȴŷŒȋ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǧ=߾ ℓ(θ⃗,⃗ˀǦ)ࡪ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ

ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ⃗ˀ߾,⃗ˀ߿, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩȅƟࢍ ǩȣ
ɻʉɫƟŒȝǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟࡩ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ
ƁȴȣɻǩƌƟɫƟƌ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴɫƌƟɫ Ǉȴɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ɫƟŒɻȴȣɻࡱ

ࠀ
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ΧΗΉͮΗ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͘ΧϘΓ˺Ή ϡ̺ϫϺϑ

´ȣȋǩȣƟ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ xȣ ɠȋŒƁƟ ȴǇ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ ʿƟ ɻƟƟ Œ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Œʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡩ

ǅ߾, . . . , ǅʂ : RƊ → R

ࡦ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ˨ɫɻʉ ɠǩƁȅ ࢎˈɠȋŒࢍ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ θ⃗(Ǧ)ࡱ
ࡦ üǞƟȣ ŒɫƟ ʉȴȋƌ ǅǦ Œȣƌ ǩȣƁʞɫ Ɓȴɻʉ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ �ǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉȴʉŒȋ Ɓȴɻʉ∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

£ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ Ǟȴʿ ǅ߾, . . . , ǅʂ ŒɫƟ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ƟŒƁǞ ȴʉǞƟɫ࡭

ࠁ
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ΧΗΉͮΗ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͘ΧϘΓ˺Ή ϡ̺ϫϺϑ

´ȣȋǩȣƟ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ xȣ ɠȋŒƁƟ ȴǇ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ ʿƟ ɻƟƟ Œ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Œʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡩ

ǅ߾, . . . , ǅʂ : RƊ → R

ࡦ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ˨ɫɻʉ ɠǩƁȅ ࢎˈɠȋŒࢍ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ θ⃗(Ǧ)ࡱ
ࡦ üǞƟȣ ŒɫƟ ʉȴȋƌ ǅǦ Œȣƌ ǩȣƁʞɫ Ɓȴɻʉ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ �ǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉȴʉŒȋ Ɓȴɻʉ∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

£ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ Ǟȴʿ ǅ߾, . . . , ǅʂ ŒɫƟ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ƟŒƁǞ ȴʉǞƟɫ࡭

ࠁ
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ΧΗΉͮΗ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ̺Р˺ΓϑΉ̺

ċx ƌƟɻǩǊȣ ʻǩŒ ȴȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

ࡦ ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ θ⃗(Ǧ)ࡩ ɻȴȝƟ ƟȣƁȴƌǩȣǊ ȴǇ ʉǞƟ ȋŒˈȴʞʉ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ
ࡦ `ʞȣƁʉǩȴȣɻ ǅ߾, . . . , ǅʂࡩ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) = ߾ ǩǇ ʞɻƟɫ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ƁȋǩƁȅ Œƌƌࢩ ʉȴ
ƁŒɫʉࢪ Œȣƌ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) = ߽ ǩǇ ʉǞƟˈ ƌȴ ƁȋǩƁȅࡱ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠʞɫƁǞŒɻƟɻࡱ xࡱƟࡪࡱ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ∑ʂ
Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))

ࠂ

- -



ΧΗΉͮΗ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ̺Р˺ΓϑΉ̺

oȴȝƟ ɠɫǩƁǩȣǊ ʉȴȴȋɻࡱ

ࡦ ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ θ⃗(Ǧ)ࡩ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ȝȴƌƟȋ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ
ࡦ `ʞȣƁʉǩȴȣɻ ǅ߾, . . . , ǅʂࡩ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) = (⟨⃗ˀǦ, θ⃗(Ǧ)⟩ − ɛɥǦƀƝǦ)߿ ɫƟʻƟŒȋƟƌ
ʿǞƟȣ ǛȰȚƝǦ ǩɻ ȋǩɻʉƟƌ ȴɫ ɻȴȋƌࡱ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉȴʉŒȋ ɻɧʞŒɫƟƌ Ɵɫɫȴɫ
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ɻŒȝƟࢍ Œɻ
ƁȋŒɻɻǩƁ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱࢎ

ࠃ

÷



Ϙ̺͞Ϙ̺ϫ

xȣ ȣȴɫȝŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʿƟ ɻƟƟȅ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ.

xȣ ȴȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ Œɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡱ
ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤ ȝǩȣ

θ⃗

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗) + ϵ =

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗Ȱǅǅ) + ϵ

ϵ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉࡱ

ࡦ üǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ȝƟʉɫǩƁ ǩɻ Œ ŷǩʉ ࡱࢪʞȣǇŒǩɫࢩ īǞˈࡲ
ࡦ +ȴȝɠŒɫǩȣǊ ȴȣȋǩȣƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ ŷƟɻʉ ˨ˇƟƌ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ
ǞǩȣƌɻǩǊǞʉࡱ ϵ ƁŒȣ ŷƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ࡭

ࠄ

offline

⇐No't)t e



Ϙ̺͞Ϙ̺ϫ

xȣ ȣȴɫȝŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʿƟ ɻƟƟȅ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ.

xȣ ȴȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ Œɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡱ
ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤ ȝǩȣ

θ⃗

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗) + ϵ =

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗Ȱǅǅ) + ϵ

ϵ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉࡱ

ࡦ üǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ȝƟʉɫǩƁ ǩɻ Œ ŷǩʉ ࡱࢪʞȣǇŒǩɫࢩ īǞˈࡲ
ࡦ +ȴȝɠŒɫǩȣǊ ȴȣȋǩȣƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ ŷƟɻʉ ˨ˇƟƌ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ
ǞǩȣƌɻǩǊǞʉࡱ ϵ ƁŒȣ ŷƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ࡭

ࠄ
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Ϙ̺͞Ϙ̺ϫ

xȣ ȣȴɫȝŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʿƟ ɻƟƟȅ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ.

xȣ ȴȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ Œɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡱ
ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤ ȝǩȣ

θ⃗

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗) + ϵ =

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗Ȱǅǅ) + ϵ

ϵ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉࡱ

ࡦ üǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ȝƟʉɫǩƁ ǩɻ Œ ŷǩʉ ࡱࢪʞȣǇŒǩɫࢩ īǞˈࡲ

ࡦ +ȴȝɠŒɫǩȣǊ ȴȣȋǩȣƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ ŷƟɻʉ ˨ˇƟƌ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ
ǞǩȣƌɻǩǊǞʉࡱ ϵ ƁŒȣ ŷƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ࡭

ࠄ
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Ϙ̺͞Ϙ̺ϫ

xȣ ȣȴɫȝŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʿƟ ɻƟƟȅ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ.

xȣ ȴȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ Œɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡱ
ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤ ȝǩȣ

θ⃗

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗) + ϵ =

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗Ȱǅǅ) + ϵ

ϵ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉࡱ

ࡦ üǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ȝƟʉɫǩƁ ǩɻ Œ ŷǩʉ ࡱࢪʞȣǇŒǩɫࢩ īǞˈࡲ
ࡦ +ȴȝɠŒɫǩȣǊ ȴȣȋǩȣƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ ŷƟɻʉ ˨ˇƟƌ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ
ǞǩȣƌɻǩǊǞʉࡱ ϵ ƁŒȣ ŷƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ࡭

ࠄ

- s .



ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ ̤̺̤ͩ΄

īǞŒʉ ǩǇ Ǉȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ, ǅǦ(θ) = |ˀ− |߽߽߽߾ ȴɫ ǅǦ(θ) = |ˀ+ |߽߽߽߾ ǩȣ
Œȣ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩȣǊ ɠŒʉʉƟɫȣࡲ

oȴʿ ɻȝŒȋȋ ƁŒȣ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉ ϵ ŷƟࡲ
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗Ȱǅǅ) + ϵࡱ

īǞŒʉ ǩǇ Ǉȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ, ǅǦ(θ) = |ˀ− |߽߽߽߾ ȴɫ ǅǦ(θ) = |ˀ+ |߽߽߽߾ ǩȣ
ȣȴ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫ ɠŒʉʉƟɫȣࡲ oȴʿ ƁŒȣ Œȣˈ ȴȣȋǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ǞȴɠƟ ʉȴ ŒƁǞǩƟʻƟ ɻȝŒȋȋ ɫƟǊɫƟʉࡲ

ࠅ

f . . -Ff
f ,(D)= 10-'0001 , Eco) :10+10001... .

O O
D D

I i , l a
t 0

m i n { f i l e ) : 1000t - 100ft
O i s i

O's 1000 O ? -1000 03=1000...
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ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ ̤̺̤ͩ΄

īǞŒʉ ǩǇ Ǉȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ, ǅǦ(θ) = |ˀ− |߽߽߽߾ ȴɫ ǅǦ(θ) = |ˀ+ |߽߽߽߾ ǩȣ
Œȣ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩȣǊ ɠŒʉʉƟɫȣࡲ

oȴʿ ɻȝŒȋȋ ƁŒȣ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉ ϵ ŷƟࡲ
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗Ȱǅǅ) + ϵࡱ

īǞŒʉ ǩǇ Ǉȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ, ǅǦ(θ) = |ˀ− |߽߽߽߾ ȴɫ ǅǦ(θ) = |ˀ+ |߽߽߽߾ ǩȣ
ȣȴ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫ ɠŒʉʉƟɫȣࡲ oȴʿ ƁŒȣ Œȣˈ ȴȣȋǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ǞȴɠƟ ʉȴ ŒƁǞǩƟʻƟ ɻȝŒȋȋ ɫƟǊɫƟʉࡲ

ࠅ

Choose 0" before seeing f i
0' ' calaitelising post FCO,) floc).... Q ,fo"")

-

- -
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ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ

ࡦ ǅ߾, . . . , ǅʂ ŒɫƟ Œȋȋ ƁȴȣʻƟˇࡱ
ࡦ DŒƁǞ ǅǦ ǩɻ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǦ(θ⃗)∥߿ ≤ a Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ
ࡦ ∥θ⃗(߾) − θ⃗Ȱǅǅ∥߿ ≤ ß ʿǞƟɫƟ θ(߾) ǩɻ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ʻƟƁʉȴɫ ƁǞȴɻƟȣࡱ

´ȣȋǩȣƟ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßȋŒˈ θ⃗(Ǧ) Œȣƌ ǩȣƁʞɫ Ɓȴɻʉ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǦ(θ⃗(Ǧ))

ࠆ



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ

ࡦ ǅ߾, . . . , ǅʂ ŒɫƟ Œȋȋ ƁȴȣʻƟˇࡱ
ࡦ DŒƁǞ ǅǦ ǩɻ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǦ(θ⃗)∥߿ ≤ a Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ
ࡦ ∥θ⃗(߾) − θ⃗Ȱǅǅ∥߿ ≤ ß ʿǞƟɫƟ θ(߾) ǩɻ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ʻƟƁʉȴɫ ƁǞȴɻƟȣࡱ

´ȣȋǩȣƟ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßȋŒˈ θ⃗(Ǧ) Œȣƌ ǩȣƁʞɫ Ɓȴɻʉ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǦ(θ⃗(Ǧ))

ࠆ

Pick s o n initialO'
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ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰǅǅࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰǅǅ)

]
≤ ßa

√
ʂ

�ʻƟɫŒǊƟ ɫƟǊɫƟʉ ǊȴƟɻ ʉȴ ߽ Œȣƌ ʂ→ ࡱ∞ £ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ ǅ߾, . . . , ǅʂ࡭

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ∇ǅǦ(θ(Ǧ))(θ(Ǧ) − θȰǅǅ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰǅǅ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰǅǅ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

+ȴȣʻƟˇǩʉˈ =⇒ ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ

ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰǅǅ) ≤
∥θ(Ǧ) − θȰǅǅ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰǅǅ∥߿߿

η߿ +
ηa߿
߿ .

߽߾

÷



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰǅǅࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰǅǅ)

]
≤ ßa

√
ʂ

�ʻƟɫŒǊƟ ɫƟǊɫƟʉ ǊȴƟɻ ʉȴ ߽ Œȣƌ ʂ→ ࡱ∞

£ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ ǅ߾, . . . , ǅʂ࡭

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ∇ǅǦ(θ(Ǧ))(θ(Ǧ) − θȰǅǅ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰǅǅ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰǅǅ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

+ȴȣʻƟˇǩʉˈ =⇒ ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ

ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰǅǅ) ≤
∥θ(Ǧ) − θȰǅǅ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰǅǅ∥߿߿

η߿ +
ηa߿
߿ .

߽߾

s 126kt* ÷ , . .

Upperband o n
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ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰǅǅࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰǅǅ)

]
≤ ßa

√
ʂ

�ʻƟɫŒǊƟ ɫƟǊɫƟʉ ǊȴƟɻ ʉȴ ߽ Œȣƌ ʂ→ ࡱ∞ £ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ ǅ߾, . . . , ǅʂ࡭

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ∇ǅǦ(θ(Ǧ))(θ(Ǧ) − θȰǅǅ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰǅǅ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰǅǅ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

+ȴȣʻƟˇǩʉˈ =⇒ ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ

ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰǅǅ) ≤
∥θ(Ǧ) − θȰǅǅ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰǅǅ∥߿߿

η߿ +
ηa߿
߿ .

߽߾



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰǅǅࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰǅǅ)

]
≤ ßa

√
ʂ

�ʻƟɫŒǊƟ ɫƟǊɫƟʉ ǊȴƟɻ ʉȴ ߽ Œȣƌ ʂ→ ࡱ∞ £ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ ǅ߾, . . . , ǅʂ࡭

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ∇ǅǦ(θ(Ǧ))(θ(Ǧ) − θȰǅǅ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰǅǅ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰǅǅ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

+ȴȣʻƟˇǩʉˈ =⇒ ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ

ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰǅǅ) ≤
∥θ(Ǧ) − θȰǅǅ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰǅǅ∥߿߿

η߿ +
ηa߿
߿ .

߽߾

-



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰǅǅࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰǅǅ)

]
≤ ßa

√
ʂ

�ʻƟɫŒǊƟ ɫƟǊɫƟʉ ǊȴƟɻ ʉȴ ߽ Œȣƌ ʂ→ ࡱ∞ £ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ ǅ߾, . . . , ǅʂ࡭

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ∇ǅǦ(θ(Ǧ))(θ(Ǧ) − θȰǅǅ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰǅǅ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰǅǅ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

+ȴȣʻƟˇǩʉˈ =⇒ ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ

ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰǅǅ) ≤
∥θ(Ǧ) − θȰǅǅ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰǅǅ∥߿߿

η߿ +
ηa߿
߿ .

߽߾

- - = .



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰǅǅࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰǅǅ)

]
≤ ßa

√
ʂ

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰǅǅ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰǅǅ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰǅǅ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿

=⇒
[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰǅǅ)

]
≤

ʂ∑

Ǧ=߾

∥θ(Ǧ) − θȰǅǅ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰǅǅ∥߿߿
η߿ +

ʂ · ηa߿
߿ .

߾߾



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰǅǅࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰǅǅ)

]
≤ ßa

√
ʂ

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰǅǅ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰǅǅ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰǅǅ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ =⇒
[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰǅǅ)

]
≤

ʂ∑

Ǧ=߾

∥θ(Ǧ) − θȰǅǅ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰǅǅ∥߿߿
η߿ +

ʂ · ηa߿
߿ .

߾߾

- -

÷
- - -
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȴǇ˩ǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ȝƟʉǞȴƌࡪ ɻƟƟȅǩȣǊ θ̂ ʿǩʉǞ

ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ = ǅ(θ⃗∗) + ϵ.

ࡦ üǞƟ ȝȴɻʉ ɠȴɠʞȋŒɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ȝƟʉǞȴƌ ǩȣ ȝȴƌƟɫȣ ȝŒƁǞǩȣƟ
ȋƟŒɫȣǩȣǊࡱ

ࡦ DŒɻǩȋˈ ŒȣŒȋˈ˔Ɵƌ Œɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟ ȴǇ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ࡭

߿߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȴǇ˩ǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ȝƟʉǞȴƌࡪ ɻƟƟȅǩȣǊ θ̂ ʿǩʉǞ

ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ = ǅ(θ⃗∗) + ϵ.

ࡦ üǞƟ ȝȴɻʉ ɠȴɠʞȋŒɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ȝƟʉǞȴƌ ǩȣ ȝȴƌƟɫȣ ȝŒƁǞǩȣƟ
ȋƟŒɫȣǩȣǊࡱ

ࡦ DŒɻǩȋˈ ŒȣŒȋˈ˔Ɵƌ Œɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟ ȴǇ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ࡭

߿߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(θ⃗,⃗ˀǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ

ࠀ߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(θ⃗,⃗ˀǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ

ࠀ߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(θ⃗,⃗ˀǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ

ࠀ߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(θ⃗,⃗ˀǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ

ࠀ߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(θ⃗,⃗ˀǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
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∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(θ⃗,⃗ˀǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ
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∑ʂ
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ)) ʻɻࡱ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ))

£ȴʉƟ ʉǞŒʉࡩ E[∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))] =
߾
Ƞ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

�ȣŒȋˈɻǩɻ ƟˇʉƟȣƌɻ ʉȴ Œȣˈ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ʉŒȅƟɻ ʉǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ɻʉƟɠ
ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ŷŒʉƁǞࢍ c5ࡪ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɧʞŒȣʉǩ˔Ɵƌࡪ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ
ȣȴǩɻƟࡪ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒȋȋˈ ɠɫǩʻŒʉƟࡪ ƟʉƁࢎࡱ ࠁ߾



ϫ̺ϡϫ Χ͘ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īǞŒʉ ƌȴƟɻ ǅ߾(θ) + ǅ߿(θ) + ǅࠀ(θ) ȋȴȴȅ ȋǩȅƟࡲ
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ϫ̺ϡϫ Χ͘ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īǞŒʉ ƌȴƟɻ ǅ߾(θ) + ǅ߿(θ) + ǅࠀ(θ) ȋȴȴȅ ȋǩȅƟࡲ
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ϫ̺ϡϫ Χ͘ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īǞŒʉ ƌȴƟɻ ǅ߾(θ) + ǅ߿(θ) + ǅࠀ(θ) ȋȴȴȅ ȋǩȅƟࡲ
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ðc5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ ðc5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ
ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß

ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ E[ǅ(θ̂)] ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗) ≤ ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾[ǅ(θ(Ǧ))− ǅ(θ∗)]

ðʉƟɠ ࡩ߿ E[ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗)] ≤ Ƞ
ʂ · E

[∑ʂ
Ǧ=߾[ǅǺǦ(θ(Ǧ))− ǅǺǦ(θ∗)]

]
.

ðʉƟɠ ࡩࠀ E[ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗)] ≤ Ƞ
ʂ · E

[∑ʂ
Ǧ=߾[ǅǺǦ(θ(Ǧ))− ǅǺǦ(θȰǅǅ)]

]
.

ðʉƟɠ ࡩࠁ E[ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗)] ≤ Ƞ
ʂ · ß · aȠ ·

√
ʂ

︸ ︷︷ ︸
´c5 ŷȴʞȣƌ

= ßa√
ʂ .
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ðc5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ ðc5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ
ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß
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ðʉƟɠ ࡩ߾ ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗) ≤ ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾[ǅ(θ(Ǧ))− ǅ(θ∗)]

ðʉƟɠ ࡩ߿ E[ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗)] ≤ Ƞ
ʂ · E

[∑ʂ
Ǧ=߾[ǅǺǦ(θ(Ǧ))− ǅǺǦ(θ∗)]

]
.

ðʉƟɠ ࡩࠀ E[ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗)] ≤ Ƞ
ʂ · E

[∑ʂ
Ǧ=߾[ǅǺǦ(θ(Ǧ))− ǅǺǦ(θȰǅǅ)]

]
.

ðʉƟɠ ࡩࠁ E[ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗)] ≤ Ƞ
ʂ · ß · aȠ ·

√
ʂ

︸ ︷︷ ︸
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ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ȝŒȅƟɻ ȝȴɫƟ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ʉǞŒȣ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

DŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ȝʞƁǞ ƁǞƟŒɠƟɫ ˈŷࢍ Œ ǇŒƁʉȴɫ ȴǇ Ƞࡱࢎ

∇⃗
Ƞ∑

Ǻ=߾
ǅǺ(θ⃗) ʻɻࡱ ∇⃗ǅǺ(θ⃗)
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ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

īǞƟȣ ǅ(θ⃗) =
∑Ƞ

Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗) Œȣƌ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ a
Ƞ ࡩ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ðc5ࡩ �ǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿a߿
ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

E[ǅ(θ̂)] ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

īǞƟȣ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ āࡩ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5ࡩ �ǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿ā߿
ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ = ∥∇⃗ǅ߾(θ⃗) + . . .+ ∇⃗ǅȠ(θ⃗)∥߿ ≤
∑Ƞ

Ǻ=߾ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ Ƞ · aȠ ≤ aࡱ

īǞƟȣ ʿȴʞȋƌ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ ŷƟ ʉǩǊǞʉࡲ
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īǞƟȣ ʿȴʞȋƌ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ ŷƟ ʉǩǊǞʉࡲ

ࠅ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ Γ̺ϫͩΧ̭ϡ

æŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œɻ Œ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ɫƟɻȴʞɫƁƟ Ǉȴɫ ȝŒɻɻǩʻƟ ƌŒʉŒɻƟʉɻࡱ

ࡦ `ȴƁʞɻ ȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ƟŒɻˈ ȴȣ ɻȝŒȋȋ ƌŒʉŒɻƟʉɻ ŷʞʉ ǞŒɫƌ Œʉ
ȝŒɻɻǩʻƟ ɻƁŒȋƟ ࢖ ɻƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡪ ȋȴŒƌ ŷŒȋŒȣƁǩȣǊࡪ ƌǩɻʉǩȣƁʉ
ƟȋƟȝƟȣʉɻ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ࡪࢎ�ǩȣoŒɻǞࢍ ƁǞƟƁȅǩȣǊ ɻƟʉ ȝƟȝŷƟɫɻǞǩɠ ȋȴȴȝ#ࢍ
`ǩȋʉƟɫɻࡪࢎ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ǩʉƟȝɻ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ȝǩȣ࢙ȴʞȣʉ+ࢍ ɻȅƟʉƁǞࡪࢎ ȣƟŒɫ
ȣƟǩǊǞŷȴɫ ɻƟŒɫƁǞ ˈȋȴƁŒȋǩʉࢍ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊࡱࢎ

ࡦ �ʞɻʉ ʉǞƟ ʉǩɠ ȴǇ ʉǞƟ ǩƁƟŷƟɫǊ ȴȣ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ
ɻʉɫƟŒȝǩȣǊࡷɻȅƟʉƁǞǩȣǊࡷǞŒɻǞǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡱ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ɠɫȴƁƟɻɻ ƁȴʻƟɫƟƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡷɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻ ʉȴȴȋɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʻƟɫˈ
ʞɻƟǇʞȋ ŷƟˈȴȣƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟɻǩǊȣࡩ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ
ǞǩǊǞƟɫ ȝȴȝƟȣʉ ŷȴʞȣƌɻࡪ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡪ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ
ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡪ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ
ȝƟƌǩŒȣ Œɻ Œ ɫȴŷʞɻʉ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡱ

ࠆ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ Γ̺ϫͩΧ̭ϡ

æŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œɻ Œ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ɫƟɻȴʞɫƁƟ Ǉȴɫ ȝŒɻɻǩʻƟ ƌŒʉŒɻƟʉɻࡱ

ࡦ `ȴƁʞɻ ȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ƟŒɻˈ ȴȣ ɻȝŒȋȋ ƌŒʉŒɻƟʉɻ ŷʞʉ ǞŒɫƌ Œʉ
ȝŒɻɻǩʻƟ ɻƁŒȋƟ ࢖ ɻƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡪ ȋȴŒƌ ŷŒȋŒȣƁǩȣǊࡪ ƌǩɻʉǩȣƁʉ
ƟȋƟȝƟȣʉɻ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ࡪࢎ�ǩȣoŒɻǞࢍ ƁǞƟƁȅǩȣǊ ɻƟʉ ȝƟȝŷƟɫɻǞǩɠ ȋȴȴȝ#ࢍ
`ǩȋʉƟɫɻࡪࢎ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ǩʉƟȝɻ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ȝǩȣ࢙ȴʞȣʉ+ࢍ ɻȅƟʉƁǞࡪࢎ ȣƟŒɫ
ȣƟǩǊǞŷȴɫ ɻƟŒɫƁǞ ˈȋȴƁŒȋǩʉࢍ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊࡱࢎ

ࡦ �ʞɻʉ ʉǞƟ ʉǩɠ ȴǇ ʉǞƟ ǩƁƟŷƟɫǊ ȴȣ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ
ɻʉɫƟŒȝǩȣǊࡷɻȅƟʉƁǞǩȣǊࡷǞŒɻǞǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡱ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ɠɫȴƁƟɻɻ ƁȴʻƟɫƟƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡷɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻ ʉȴȴȋɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʻƟɫˈ
ʞɻƟǇʞȋ ŷƟˈȴȣƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟɻǩǊȣࡩ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ
ǞǩǊǞƟɫ ȝȴȝƟȣʉ ŷȴʞȣƌɻࡪ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡪ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ
ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡪ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ
ȝƟƌǩŒȣ Œɻ Œ ɫȴŷʞɻʉ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡱ

ࠆ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ Γ̺ϫͩΧ̭ϡ

æŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œɻ Œ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ɫƟɻȴʞɫƁƟ Ǉȴɫ ȝŒɻɻǩʻƟ ƌŒʉŒɻƟʉɻࡱ

ࡦ `ȴƁʞɻ ȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ƟŒɻˈ ȴȣ ɻȝŒȋȋ ƌŒʉŒɻƟʉɻ ŷʞʉ ǞŒɫƌ Œʉ
ȝŒɻɻǩʻƟ ɻƁŒȋƟ ࢖ ɻƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡪ ȋȴŒƌ ŷŒȋŒȣƁǩȣǊࡪ ƌǩɻʉǩȣƁʉ
ƟȋƟȝƟȣʉɻ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ࡪࢎ�ǩȣoŒɻǞࢍ ƁǞƟƁȅǩȣǊ ɻƟʉ ȝƟȝŷƟɫɻǞǩɠ ȋȴȴȝ#ࢍ
`ǩȋʉƟɫɻࡪࢎ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ǩʉƟȝɻ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ȝǩȣ࢙ȴʞȣʉ+ࢍ ɻȅƟʉƁǞࡪࢎ ȣƟŒɫ
ȣƟǩǊǞŷȴɫ ɻƟŒɫƁǞ ˈȋȴƁŒȋǩʉࢍ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊࡱࢎ

ࡦ �ʞɻʉ ʉǞƟ ʉǩɠ ȴǇ ʉǞƟ ǩƁƟŷƟɫǊ ȴȣ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ
ɻʉɫƟŒȝǩȣǊࡷɻȅƟʉƁǞǩȣǊࡷǞŒɻǞǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡱ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ɠɫȴƁƟɻɻ ƁȴʻƟɫƟƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡷɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻ ʉȴȴȋɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʻƟɫˈ
ʞɻƟǇʞȋ ŷƟˈȴȣƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟɻǩǊȣࡩ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ
ǞǩǊǞƟɫ ȝȴȝƟȣʉ ŷȴʞȣƌɻࡪ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡪ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ
ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡪ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ
ȝƟƌǩŒȣ Œɻ Œ ɫȴŷʞɻʉ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡱ

ࠆ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ Γ̺ϫͩΧ̭ϡ

æŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œɻ Œ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ɫƟɻȴʞɫƁƟ Ǉȴɫ ȝŒɻɻǩʻƟ ƌŒʉŒɻƟʉɻࡱ

ࡦ `ȴƁʞɻ ȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ƟŒɻˈ ȴȣ ɻȝŒȋȋ ƌŒʉŒɻƟʉɻ ŷʞʉ ǞŒɫƌ Œʉ
ȝŒɻɻǩʻƟ ɻƁŒȋƟ ࢖ ɻƟʉ ɻǩ˔Ɵ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡪ ȋȴŒƌ ŷŒȋŒȣƁǩȣǊࡪ ƌǩɻʉǩȣƁʉ
ƟȋƟȝƟȣʉɻ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ࡪࢎ�ǩȣoŒɻǞࢍ ƁǞƟƁȅǩȣǊ ɻƟʉ ȝƟȝŷƟɫɻǞǩɠ ȋȴȴȝ#ࢍ
`ǩȋʉƟɫɻࡪࢎ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ǩʉƟȝɻ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ȝǩȣ࢙ȴʞȣʉ+ࢍ ɻȅƟʉƁǞࡪࢎ ȣƟŒɫ
ȣƟǩǊǞŷȴɫ ɻƟŒɫƁǞ ˈȋȴƁŒȋǩʉࢍ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊࡱࢎ

ࡦ �ʞɻʉ ʉǞƟ ʉǩɠ ȴǇ ʉǞƟ ǩƁƟŷƟɫǊ ȴȣ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ
ɻʉɫƟŒȝǩȣǊࡷɻȅƟʉƁǞǩȣǊࡷǞŒɻǞǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡱ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ɠɫȴƁƟɻɻ ƁȴʻƟɫƟƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡷɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻ ʉȴȴȋɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʻƟɫˈ
ʞɻƟǇʞȋ ŷƟˈȴȣƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟɻǩǊȣࡩ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ
ǞǩǊǞƟɫ ȝȴȝƟȣʉ ŷȴʞȣƌɻࡪ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡪ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ
ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡪ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ
ȝƟƌǩŒȣ Œɻ Œ ɫȴŷʞɻʉ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡱ

ࠆ߾



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

�ƟʉǞȴƌɻ Ǉȴɫ ʿȴɫȅǩȣǊ ʿǩʉǞ ࢎƁȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊࢍ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒ

ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ Œȣƌ ʉǞƟ ��
ȋƟȝȝŒࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ ŒȠˁ ƌ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʉȴ ®(ȋȴǊȠ/ϵ߿)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǞǩȋƟ ɠɫƟɻƟɫʻǩȣǊ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ʉǞƟ ʿƟǩɫƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Œȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ
ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ß+ࡷ�ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡷðĨ5ࡱ

ࡦ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩƁƟɻ Œȣƌ Ɵȣʉǩʉˈ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ �ðࡪ� ʿȴɫƌ߿ʻƟƁࡪ 5ƟƟɠīŒȋȅࡱࢎ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫˈ ࢖ ȣȴȣȋǩȣƟŒɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ Œȣƌ
ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ Ǉȴɫ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ƌƟʉƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ɠɫȴƁƟɻɻ ƁȴʻƟɫƟƌ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʉȴȴȋɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ŷɫȴŒƌȋˈ
ʞɻƟǇʞȋ ǩȣ �� Œȣƌ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣƁƟࡩ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ
ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡪ ȣȴɫȝ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣɻࡱ

߽߿



̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

�ƟʉǞȴƌɻ Ǉȴɫ ʿȴɫȅǩȣǊ ʿǩʉǞ ࢎƁȴȝɠɫƟɻɻǩȣǊࢍ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒ

ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ Œȣƌ ʉǞƟ ��
ȋƟȝȝŒࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ Ǉɫȴȝ ŒȠˁ ƌ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʉȴ ®(ȋȴǊȠ/ϵ߿)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǞǩȋƟ ɠɫƟɻƟɫʻǩȣǊ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ʉǞƟ ʿƟǩɫƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Œȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ
ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ß+ࡷ�ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡷðĨ5ࡱ
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ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ Ǉȴɫ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ƌƟʉƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ɠɫȴƁƟɻɻ ƁȴʻƟɫƟƌ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʉȴȴȋɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ŷɫȴŒƌȋˈ
ʞɻƟǇʞȋ ǩȣ �� Œȣƌ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣƁƟࡩ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ
ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡪ ȣȴɫȝ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣɻࡱ

߽߿
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`ȴʞȣƌŒʉǩȴȣɻ ȴǇ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œɻ ȋȴɻɻ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩȣ ࡱ��
`ȴʞȣƌŒʉǩȴȣŒȋ ƁȴȣƁƟɠʉɻ ȋǩȅƟ ƁȴȣʻƟˇǩʉ ࡪ̍ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉɻࡪ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ȣƟɻɻࡪ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡷǊɫŒƌǩƟȣʉࡱ

ࡦ oȴʿ ʉȴ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩȣ Œ ɻǩȝɠȋƟ ɻƟʉʉǩȣǊ ˇƁȴȣʻƟࢍ
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱࢎ

ࡦ ðǩȝɠȋƟ ƟˇʉƟȣɻǩȴȣ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ȴʻƟɫ Œ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱࡱ

ࡦ ´ȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ
ࡦ �ȴʉɻ ʉǞŒʉ ʿƟ ƌǩƌȣࢪʉ ƁȴʻƟɫࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ɻƟƁȴȣƌ ȴɫƌƟɫ ȝƟʉǞȴƌɻ
Ɵʿʉȴȣ£࢙ɧʞŒɻǩࢍ ȝƟʉǞȴƌɻࡪࢎ ɠɫŒƁʉǩƁŒȋ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡱ cŒʻƟ
ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁŒȋ ʉȴȴȋɻ ʉȴ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ ʉǞƟɻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ
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`ȴʞȣƌŒʉǩȴȣɻ ȴǇ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œɻ ȋȴɻɻ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩȣ ࡱ��
`ȴʞȣƌŒʉǩȴȣŒȋ ƁȴȣƁƟɠʉɻ ȋǩȅƟ ƁȴȣʻƟˇǩʉ ࡪ̍ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉɻࡪ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ȣƟɻɻࡪ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡷǊɫŒƌǩƟȣʉࡱ

ࡦ oȴʿ ʉȴ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩȣ Œ ɻǩȝɠȋƟ ɻƟʉʉǩȣǊ ˇƁȴȣʻƟࢍ
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱࢎ

ࡦ ðǩȝɠȋƟ ƟˇʉƟȣɻǩȴȣ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ȴʻƟɫ Œ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱࡱ

ࡦ ´ȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ
ࡦ �ȴʉɻ ʉǞŒʉ ʿƟ ƌǩƌȣࢪʉ ƁȴʻƟɫࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ɻƟƁȴȣƌ ȴɫƌƟɫ ȝƟʉǞȴƌɻ
Ɵʿʉȴȣ£࢙ɧʞŒɻǩࢍ ȝƟʉǞȴƌɻࡪࢎ ɠɫŒƁʉǩƁŒȋ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡱ cŒʻƟ
ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁŒȋ ʉȴȴȋɻ ʉȴ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ ʉǞƟɻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ
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̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

`ȴʞȣƌŒʉǩȴȣɻ ȴǇ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œɻ ȋȴɻɻ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩȣ ࡱ��
`ȴʞȣƌŒʉǩȴȣŒȋ ƁȴȣƁƟɠʉɻ ȋǩȅƟ ƁȴȣʻƟˇǩʉ ࡪ̍ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉɻࡪ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ȣƟɻɻࡪ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡷǊɫŒƌǩƟȣʉࡱ

ࡦ oȴʿ ʉȴ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩȣ Œ ɻǩȝɠȋƟ ɻƟʉʉǩȣǊ ˇƁȴȣʻƟࢍ
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱࢎ

ࡦ ðǩȝɠȋƟ ƟˇʉƟȣɻǩȴȣ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ȴʻƟɫ Œ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱࡱ

ࡦ ´ȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ
ࡦ �ȴʉɻ ʉǞŒʉ ʿƟ ƌǩƌȣࢪʉ ƁȴʻƟɫࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ɻƟƁȴȣƌ ȴɫƌƟɫ ȝƟʉǞȴƌɻ
Ɵʿʉȴȣ£࢙ɧʞŒɻǩࢍ ȝƟʉǞȴƌɻࡪࢎ ɠɫŒƁʉǩƁŒȋ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡱ cŒʻƟ
ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁŒȋ ʉȴȴȋɻ ʉȴ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ ʉǞƟɻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ
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̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

`ȴʞȣƌŒʉǩȴȣɻ ȴǇ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œɻ ȋȴɻɻ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩȣ ࡱ��
`ȴʞȣƌŒʉǩȴȣŒȋ ƁȴȣƁƟɠʉɻ ȋǩȅƟ ƁȴȣʻƟˇǩʉ ࡪ̍ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉɻࡪ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ȣƟɻɻࡪ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡷǊɫŒƌǩƟȣʉࡱ

ࡦ oȴʿ ʉȴ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩȣ Œ ɻǩȝɠȋƟ ɻƟʉʉǩȣǊ ˇƁȴȣʻƟࢍ
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱࢎ

ࡦ ðǩȝɠȋƟ ƟˇʉƟȣɻǩȴȣ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ȴʻƟɫ Œ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱࡱ

ࡦ ´ȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ �ȴʉɻ ʉǞŒʉ ʿƟ ƌǩƌȣࢪʉ ƁȴʻƟɫࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ɻƟƁȴȣƌ ȴɫƌƟɫ ȝƟʉǞȴƌɻ
Ɵʿʉȴȣ£࢙ɧʞŒɻǩࢍ ȝƟʉǞȴƌɻࡪࢎ ɠɫŒƁʉǩƁŒȋ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡱ cŒʻƟ
ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁŒȋ ʉȴȴȋɻ ʉȴ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ ʉǞƟɻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ
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̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

`ȴʞȣƌŒʉǩȴȣɻ ȴǇ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œɻ ȋȴɻɻ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩȣ ࡱ��
`ȴʞȣƌŒʉǩȴȣŒȋ ƁȴȣƁƟɠʉɻ ȋǩȅƟ ƁȴȣʻƟˇǩʉ ࡪ̍ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉɻࡪ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ȣƟɻɻࡪ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡷǊɫŒƌǩƟȣʉࡱ

ࡦ oȴʿ ʉȴ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩȣ Œ ɻǩȝɠȋƟ ɻƟʉʉǩȣǊ ˇƁȴȣʻƟࢍ
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱࢎ

ࡦ ðǩȝɠȋƟ ƟˇʉƟȣɻǩȴȣ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ
ȴʻƟɫ Œ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱࡱ

ࡦ ´ȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ
ࡦ �ȴʉɻ ʉǞŒʉ ʿƟ ƌǩƌȣࢪʉ ƁȴʻƟɫࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ɻƟƁȴȣƌ ȴɫƌƟɫ ȝƟʉǞȴƌɻ
Ɵʿʉȴȣ£࢙ɧʞŒɻǩࢍ ȝƟʉǞȴƌɻࡪࢎ ɠɫŒƁʉǩƁŒȋ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡱ cŒʻƟ
ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁŒȋ ʉȴȴȋɻ ʉȴ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ ʉǞƟɻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ
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üǞŒȣȅɻ Ǉȴɫ Œ ǊɫƟŒʉ ɻƟȝƟɻʉƟɫ࡭
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