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ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

ࡦ īǞƟȣ ƌŒʉŒ ȋǩƟɻ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡪ ʿƟ ƁŒȣ
ɠƟɫǇƟƁʉȋˈ ƟȝŷƟƌ ǩȣʉȴ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʞɻǩȣǊ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ɻɠŒȣ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡱ

ࡦ īǞƟȣ ƌŒʉŒ ȋǩƟɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ V ࡪ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣ ʉǞŒʉ
ɻɠŒƁƟ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊ ȴȣʉȴ ʉǞŒʉ ɻɠŒƁƟࡱ

ĲĨĨó = ŒɫǊȝǩȣ
# ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V

∥Ĳ− .^߿∥#

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ `ǩȣƌǩȣǊ V ʻǩŒ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡱ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʉȴ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ Ĳࡲ

ࡦ ß+� Œȣƌ ǩʉɻ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ʉȴ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡱ
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ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

ࡦ īǞƟȣ ƌŒʉŒ ȋǩƟɻ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡪ ʿƟ ƁŒȣ
ɠƟɫǇƟƁʉȋˈ ƟȝŷƟƌ ǩȣʉȴ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʞɻǩȣǊ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ɻɠŒȣ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡱ

ࡦ īǞƟȣ ƌŒʉŒ ȋǩƟɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ V ࡪ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣ ʉǞŒʉ
ɻɠŒƁƟ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊ ȴȣʉȴ ʉǞŒʉ ɻɠŒƁƟࡱ

ĲĨĨó = ŒɫǊȝǩȣ
# ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V

∥Ĳ− .^߿∥#

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ `ǩȣƌǩȣǊ V ʻǩŒ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡱ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʉȴ
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̜˺ϡ̤ͮ ϡ̺ϫ Ϻϑ

ðƟʉ ċɠࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œȣˈ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ �Ɵʉ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡱ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ
ࡦ ĨĨó ∈ RƊ×Ɗ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ ȴȣʉȴ V ࡱ
ࡦ Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó)ࡱ cǩʻƟɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ߿

i÷÷,
d

' L I



̜˺ϡ̤ͮ ϡ̺ϫ Ϻϑ
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⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ߿
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�ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ Ĳ ≈ ĲĨĨóࡱ

ࡦ ĲĨĨó ǩɻ Œ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ȝŒʉɫǩˇ ࢖ Œȋȋ ǩʉɻ ɫȴʿɻ ǇŒȋȋ ǩȣ V ࡱ
ࡦ Ĳࢪɻ ɫȴʿɻ ŒɫƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡱ
ࡦ Ĳࢪɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ŒɫƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĲĨࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺
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ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
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Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ∥߿߿ − ∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿
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ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺
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Ǧ=߾
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȴȣȋˈ ɫƟƌʞƁƟɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ȋƟȣǊʉǞɻ Œȣƌ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īŒȣʉ ʉȴ
ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ƁȴȝɠŒɫƟ ʉȴ �� ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡲ

ࠂ



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȴȣȋˈ ɫƟƌʞƁƟɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ȋƟȣǊʉǞɻ Œȣƌ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īŒȣʉ ʉȴ
ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ƁȴȝɠŒɫƟ ʉȴ �� ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡲ ࠂ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

=
Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿

=
Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

=
Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋ ̍ࡱ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

=



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋ ̍ࡱ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ
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q

I ±



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋ ̍ࡱ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

11×442=11×011:
④ Ntxillisllwtxilli

v , . . .Vic unitvectors = vTXTX✓
-



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋ ̍ࡱ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋ ̍ࡱ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

:



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋ ̍ࡱ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

- "Nidhi
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ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋ ̍ࡱ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

{ =

[



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦

=

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.

ࠅ

ftp.t.xpy



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ

ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦

=

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.

ࠅ



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦

=

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.

ࠅ



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦

=

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦

= ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.

ࠅ
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

üˈɠǩƁŒȋȋˈ ȴɫƌƟɫ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ ƌƟƁɫƟŒɻǩȣǊ ȴɫƌƟɫࡩ
λ߾ ≥ λ߿ ≥ . . . ≥ λƊࡱ

ࠆ

- - -



̤ΧϺϘ˺Ηϫ࢙ͮ͘ϡ̤̺ͩϘ ϑϘͮΗ̤ͮϑ˺Ή

+ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ßɫǩȣƁǩɠŒȋࡩ `ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ࡪ� ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ
ǊǩʻƟȣ ʻǩŒ ʉǞƟ ǊɫƟƟƌˈ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ

⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿

⃗ɹó�⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹó�⃗ʴ.

. . .

⃗ɹƊ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ɗ

⃗ɹó�⃗ʴ.

ࡦ ⃗ɹóǺ �⃗ʴǺ = λǺ · ⃗ɹóǺ ⃗ɹ Ǻ = λǺࡪ ʉǞƟ ǺʂǛ ȋŒɫǊƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

ࡦ üǞƟ ˨ɫɻʉ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊࢍ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ Ȃ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩȣ Ĳ
ʉǞŒʉ ʿƟ ʞɻƟ Ǉȴɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

߽߾

1



̤ΧϺϘ˺Ηϫ࢙ͮ͘ϡ̤̺ͩϘ ϑϘͮΗ̤ͮϑ˺Ή

+ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ßɫǩȣƁǩɠŒȋࡩ `ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ࡪ� ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ
ǊǩʻƟȣ ʻǩŒ ʉǞƟ ǊɫƟƟƌˈ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ

⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿

⃗ɹó�⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹó�⃗ʴ.

. . .

⃗ɹƊ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ɗ

⃗ɹó�⃗ʴ.

ࡦ ⃗ɹóǺ �⃗ʴǺ = λǺ · ⃗ɹóǺ ⃗ɹ Ǻ = λǺࡪ ʉǞƟ ǺʂǛ ȋŒɫǊƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

ࡦ üǞƟ ˨ɫɻʉ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊࢍ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ Ȃ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩȣ Ĳ
ʉǞŒʉ ʿƟ ʞɻƟ Ǉȴɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

߽߾

-
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̤ΧϺϘ˺Ηϫ࢙ͮ͘ϡ̤̺ͩϘ ϑϘͮΗ̤ͮϑ˺Ή

+ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ßɫǩȣƁǩɠŒȋࡩ `ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ࡪ� ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ
ǊǩʻƟȣ ʻǩŒ ʉǞƟ ǊɫƟƟƌˈ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ

⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿

⃗ɹó�⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹó�⃗ʴ.

. . .

⃗ɹƊ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ɗ

⃗ɹó�⃗ʴ.

ࡦ ⃗ɹóǺ �⃗ʴǺ = λǺ · ⃗ɹóǺ ⃗ɹ Ǻ = λǺࡪ ʉǞƟ ǺʂǛ ȋŒɫǊƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ
ࡦ üǞƟ ˨ɫɻʉ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊࢍ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ Ȃ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩȣ Ĳ
ʉǞŒʉ ʿƟ ʞɻƟ Ǉȴɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ ߽߾

singular value decomption(SUD)

XTX
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

߾߾

my IX-XVIH? How tof ind V ?
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ ĨȂ ǩɻ ʉǞƟ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^,

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

+Œȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ
ʞɻǩȣǊ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߿߾

-
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ ĨȂ ǩɻ ʉǞƟ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^,

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

+Œȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ
ʞɻǩȣǊ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߿߾



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ ĨȂ ǩɻ ʉǞƟ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^,

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

+Œȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ
ʞɻǩȣǊ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߿߾



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ ĨȂ ǩɻ ʉǞƟ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^,

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ +Œȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ
ʞɻǩȣǊ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߿߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^

= ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂĨóȂ∥߿^

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾

Vk:[i...Uk
)

-



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂĨóȂ∥߿^

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾

-
m i x .



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂ∥߿^

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂ∥߿^

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾
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ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ʉɫ(ĲóĲ)− ʉɫ(ĨóȂĲóĲĨȂ)

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾
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ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ʉɫ(ĲóĲ)− ʉɫ(ĨóȂĲóĲĨȂ)

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾
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ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ʉɫ(ĲóĲ)− ʉɫ(ĨóȂĲóĲĨȂ)

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)

=
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾
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ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ʉɫ(ĲóĲ)− ʉɫ(ĨóȂĲóĲĨȂ)

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾

- ,



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

+ȋŒǩȝࡩ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ Ĳ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ Ȃ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ =
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾

- I



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

+ȋŒǩȝࡩ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ Ĳ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ Ȃ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ =
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾

O o



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

+ȋŒǩȝࡩ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ Ĳ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ Ȃ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ =
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾

spectrum:
a l l eigervales

I



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

+ȋŒǩȝࡩ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ Ĳ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ Ȃ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ =
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾

DO



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

+ȋŒǩȝࡩ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ Ĳ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ Ȃ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ =
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾

0



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲ ŒɫƟ ŒȋʿŒˈɻ ɠȴɻǩʉǩʻƟࡱ
oǩȣʉࡩ ċɻƟ ʉǞŒʉ λǺ = ⃗ɹóǺ ĲóĲ⃗ʴǺࡱ

ࠃ߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

ࡦ �Œȣˈ ࢎȝȴɻʉࢍ ƌŒʉŒɻƟʉɻ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ ʻǩŒ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ
ȴȣʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ `ǩȣƌ ʉǞǩɻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʻǩŒ Œ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

ȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ

∥ĲĨ∥߿^.

ࡦ cɫƟƟƌˈ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡱ
ࡦ +ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ʉǞƟ ʉȴɠ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ
ࡦ Dɫɫȴɫ ȴǇ ŷƟɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟƌ ŷˈ ʉǞƟ
ʉŒǩȋ ȴǇ ĲóĲࢪɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝࡱ

ࠄ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+

+ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+

+ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+

+ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ = ĨóȂĨΛĨóĨȂ

= ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ = ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ = ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠆ߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠆ߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠆ߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠆ߾


