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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߽߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠁ߾

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

�ȴʻƟ ´ȣȋǩȣƟࡩ

ࡦ +ǞƟƁȅ ȴʞʉ ßǩŒ˔˔Œ ɠȴɻʉ Ǉȴɫ ƌƟʉŒǩȋɻ Œŷȴʞʉ ȝȴʻǩȣǊ ȴȣȋǩȣƟࡱ
ࡦ �ƟƁʉʞɫƟɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ɻʉɫƟŒȝƟƌ Œȣƌ ɫƟƁȴɫƌƟƌࡱ `ƟƟȋ ǇɫƟƟ ʉȴ Œɻȅ
ɧʞƟɻʉǩȴȣɻ ʞɻǩȣǊ Œʞƌǩȴ ȴɫ ŷˈ ʉˈɠǩȣǊ ǩȣʉȴ ƁǞŒʉࡱ �ʞʉƟ ʿǞƟȣ ȣȴʉ
ʉŒȋȅǩȣǊࡱ

ࡦ `ƟƟȋ ǇɫƟƟ ʉȴ ʉʞɫȣ ȴȣ ʻǩƌƟȴࡪ ŒȋʉǞȴʞǊǞ ǩʉ ʿǩȋȋ ŷƟ ŒʞʉȴȝŒʉǩƁŒȋȋˈ
ȴǇǇ Œʉ ʉǞƟ ŷƟǊǩȣȣǩȣǊ ȴǇ ƟŒƁǞ ȋƟƁʉʞɫƟࡱ

ࡦ ´Ǉ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ȴʻƟɫ Ŀȴȴȝࡪ ŒǇʉƟɫ ƁȋŒɻɻ ȴȣ üʞƟɻƌŒˈɻࡱ
�°§§�ß�Éê }ÐÐÈ Â°É¿ϙ

ࡦ �ƟɻɻŒǊƟ ȝƟ ǩǇ ˈȴʞ ʿŒȣʉ ʉȴ ŒʉʉƟȣƌ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ŷʞʉ ƁŒȣࢪʉࡱ
ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉ ɫʞȋƟɻ ʿǩȋȋ ɫƟȝŒǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡩ ˈȴʞ ƁŒȣ ɻʞŷȝǩʉ ǩȣ
Ǌɫȴʞɠɻ ȴǇ ʞɠ ʉȴ ʉǞɫƟƟࡪ ŷʞʉ ƌȴ ȣȴʉ ǞŒʻƟ ʉȴࡱ

߾



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

�ǩƌʉƟɫȝࡩ

ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ǊɫŒƌƟɻ ŒɫƟ ɠȴɻʉƟƌ ǩȣ �ȴȴƌȋƟࡱ �ʻƟɫŒǊƟ ʿŒɻ Œ ࡱࠄࠀ/߽ࠀ
ࡦ DȝŒǩȋ ȝƟ ǩǇ ˈȴʞࢪƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɻƟƟ ˈȴʞɫ ǊɫŒƌƟƌ ȝǩƌʉƟɫȝࡱ
ࡦ x ʿȴȣࢪʉ ɫƟȋƟŒɻƟ Œȣ ŒȣɻʿƟɫ ȅƟ ࡪ̍ ŷʞʉ ˈȴʞ ƁŒȣ Œɻȅ Œŷȴʞʉ
ȝǩƌʉƟɫȝ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ ǩȣ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ȴɫ ȴȣ ßǩŒ˔˔Œࡱ

ࡦ xǇ ˈȴʞ ʿƟɫƟ ȣȴʉ ǞŒɠɠˈ ʿǩʉǞ ˈȴʞɫ ɠƟɫǇȴɫȝŒȣƁƟ xࢪȝ ǞŒɠɠˈ ʉȴ
ʉŒȋȅ Œŷȴʞʉ ǩʉࡪ Œȣƌ ɻƟƟ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œȣˈ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉɻ ʿƟ ƁŒȣ
ȝŒȅƟ ʉȴ ǊƟʉ ʉǞǩȣǊɻ ȴȣ ʉɫŒƁȅࡱ

߿



Ή˺ϡϫ ̤Ή˺ϡϡࡩ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

ðƟʉ ċɠࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ȋǩƟ ǩȣ ɻȴȝƟ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

∥Ĩó⃗ˀǦ − Ĩó⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

�ƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = Ĩó⃗ˀǦࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ Œ ɠƟɫǇƟƁʉ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉɫȴȝ V ǩȣʉȴ RȂࡱ

ࠀ

-



Ή˺ϡϫ ̤Ή˺ϡϡࡩ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

ðƟʉ ċɠࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ȋǩƟ ǩȣ ɻȴȝƟ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

∥Ĩó⃗ˀǦ − Ĩó⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

�ƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = Ĩó⃗ˀǦࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ Œ ɠƟɫǇƟƁʉ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉɫȴȝ V ǩȣʉȴ RȂࡱ

ࠀ

µ÷
÷f. ii.app8

-
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Ή˺ϡϫ ̤Ή˺ϡϡࡩ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

ðƟʉ ċɠࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ȋǩƟ ǩȣ ɻȴȝƟ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

∥Ĩó⃗ˀǦ − Ĩó⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

�ƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = Ĩó⃗ˀǦࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ Œ ɠƟɫǇƟƁʉ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉɫȴȝ V ǩȣʉȴ RȂࡱ
ࠀ

-



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�Œǩȣ `ȴƁʞɻ ȴǇ üȴƌŒˈࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ Ĩó⃗ˀǦ ∈ RȂ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǌȴȴƌ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ˀǦ ∈ RƊࡱ

üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Œȣƌ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌ Ĩࡲ
ࡦ oȴʿ Ǌȴȴƌ ǩɻ ʉǞƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ

ࠁ

-



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�Œǩȣ `ȴƁʞɻ ȴǇ üȴƌŒˈࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ Ĩó⃗ˀǦ ∈ RȂ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǌȴȴƌ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ˀǦ ∈ RƊࡱ

üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Œȣƌ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌ Ĩࡲ
ࡦ oȴʿ Ǌȴȴƌ ǩɻ ʉǞƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ

ࠁ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�Œǩȣ `ȴƁʞɻ ȴǇ üȴƌŒˈࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ Ĩó⃗ˀǦ ∈ RȂ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǌȴȴƌ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ˀǦ ∈ RƊࡱ

üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Œȣƌ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ
ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌ Ĩࡲ
ࡦ oȴʿ Ǌȴȴƌ ǩɻ ʉǞƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ

ࠁ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�Œǩȣ `ȴƁʞɻ ȴǇ üȴƌŒˈࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ Ĩó⃗ˀǦ ∈ RȂ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǌȴȴƌ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ˀǦ ∈ RƊࡱ üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Œȣƌ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌ Ĩࡲ
ࡦ oȴʿ Ǌȴȴƌ ǩɻ ʉǞƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ

ࠁ

-



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�Œǩȣ `ȴƁʞɻ ȴǇ üȴƌŒˈࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ Ĩó⃗ˀǦ ∈ RȂ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǌȴȴƌ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ˀǦ ∈ RƊࡱ üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Œȣƌ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ
ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌ Ĩࡲ
ࡦ oȴʿ Ǌȴȴƌ ǩɻ ʉǞƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ ࠁ

O
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡪ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ Œȣˈ ⃗ˀǦ Œɻࡩ
⃗ˀǦ = Ĩ⃗ƀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + ƀǦ,߿ · ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ.

ࡦ ðȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ɻɠŒȣ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ Œȣƌ ʉǞʞɻ ɫŒȣȅ(Ĳ) ≤ Ȃࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ

n[;÷
¥§
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡪ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ Œȣˈ ⃗ˀǦ Œɻࡩ
⃗ˀǦ = Ĩ⃗ƀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + ƀǦ,߿ · ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ.

ࡦ ðȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ɻɠŒȣ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ Œȣƌ ʉǞʞɻ ɫŒȣȅ(Ĳ) ≤ Ȃࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ

§...§t i l - 1
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡪ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ Œȣˈ ⃗ˀǦ Œɻࡩ
⃗ˀǦ = Ĩ⃗ƀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + ƀǦ,߿ · ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ.

ࡦ ðȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ɻɠŒȣ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ Œȣƌ ʉǞʞɻ ɫŒȣȅ(Ĳ) ≤ Ȃࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ



+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ⃗ˀǦ ɫȴʿࢍ ȴǇ Ĳࢎ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ
⃗ˀǦ = Ĩ⃗ƀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂࡱ

ࡦ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ (Ƞ+ Ɗ) · Ȃ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫɻ ʻɻࡱ Ƞ · Ɗࡱ

ࡦ üǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ =⇒ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣࢍ RƊࡪࢎ V ࡩ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊ ࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈
RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠃ

[ ,



+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ⃗ˀǦ ɫȴʿࢍ ȴǇ Ĳࢎ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ
⃗ˀǦ = Ĩ⃗ƀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂࡱ

ࡦ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ (Ƞ+ Ɗ) · Ȃ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫɻ ʻɻࡱ Ƞ · Ɗࡱ

ࡦ üǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ =⇒ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣࢍ RƊࡪࢎ V ࡩ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊ ࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈
RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠃ
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+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ⃗ˀǦ ɫȴʿࢍ ȴǇ Ĳࢎ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ
⃗ˀǦ = Ĩ⃗ƀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂࡱ

ࡦ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ (Ƞ+ Ɗ) · Ȃ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫɻ ʻɻࡱ Ƞ · Ɗࡱ

ࡦ üǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ =⇒ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣࢍ RƊࡪࢎ V ࡩ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊ ࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈
RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠃ

: : : : : I
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+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ⃗ˀǦ ɫȴʿࢍ ȴǇ Ĳࢎ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ
⃗ˀǦ = Ĩ⃗ƀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂࡱ

ࡦ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ (Ƞ+ Ɗ) · Ȃ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫɻ ʻɻࡱ Ƞ · Ɗࡱ
ࡦ üǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ =⇒ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣࢍ RƊࡪࢎ V ࡩ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊ ࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈
RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠃ

X :a r t



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+ oǩȣʉࡩ ċɻƟ ʉǞŒʉ ĨóĨ = xࡱ

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+ oǩȣʉࡩ ċɻƟ ʉǞŒʉ ĨóĨ = xࡱ

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

µ is



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+ oǩȣʉࡩ ċɻƟ ʉǞŒʉ ĨóĨ = xࡱ

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ

ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

QI (because✓ i s orthonormal)
- -



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+ oǩȣʉࡩ ċɻƟ ʉǞŒʉ ĨóĨ = xࡱ

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ

=⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+ oǩȣʉࡩ ċɻƟ ʉǞŒʉ ĨóĨ = xࡱ

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

X v ranka )s K

^ a nk(V)

rankle):K

P I
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+ oǩȣʉࡩ ċɻƟ ʉǞŒʉ ĨóĨ = xࡱ

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

columnso fv :
orthonormalcolumnso fc :ind.

x = Bu t Eivtxi
•

- p

- - - . . .
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = +Ĩó.

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ

= a r t
[
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = ĲĨĨó.

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ



ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗ Ж̺ͮЙ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = ĲĨĨó.

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ

n.LY#ivisvvt%fdg



ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗ Ж̺ͮЙ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = ĲĨĨó.

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = ĲĨĨó.

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = ĲĨĨó.

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ ĲĨĨó

£ȴʉƟࡩ ĲĨĨó ǞŒɻ ɫŒȣȅ Ȃࡱ xʉ ǩɻ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ĳࡱ
ĲĨĨü = ŒɫǊȝǩȣ

# ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V
∥Ĳ− ^߿∥# =

∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − #Ǧ,Ǻ)߿.

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠆ

-
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ ĲĨĨó

£ȴʉƟࡩ ĲĨĨó ǞŒɻ ɫŒȣȅ Ȃࡱ xʉ ǩɻ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ĳࡱ

ĲĨĨü = ŒɫǊȝǩȣ
# ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V

∥Ĳ− ^߿∥# =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − #Ǧ,Ǻ)߿.

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠆ

I f you q
For any y e Rd

t h y'-Vc angry;) " j e l l i f y
wty;vvvc - # y
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ ĲĨĨó

£ȴʉƟࡩ ĲĨĨó ǞŒɻ ɫŒȣȅ Ȃࡱ xʉ ǩɻ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ĳࡱ
ĲĨĨü = ŒɫǊȝǩȣ

# ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V
∥Ĳ− ^߿∥# =

∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − #Ǧ,Ǻ)߿.

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠆ

H-Bftp.?llxi-b&
-

b is w tx i

n n .dFrobeniu s
a r m
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ðȴ `Œɫࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ ĲĨĨó.
üǞǩɻ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩȣ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ Ĩࡱࢎ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ (ĲĨĨó)Ǧ, (ĲĨĨó)Ǻ ŷƟ ʉǞƟ ǦʂǛ Œȣƌ ǺʂǛ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ
∥(ĲĨĨó)Ǧ − (ĲĨĨó)Ǻ∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]Ĩó∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]∥߿.

ࡦ +Œȣ ʞɻƟ ĲĨ ∈ RȠ×Ȃ Œɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

�Ɵˈ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ Ǟȴʿ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V Œȣƌ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊȋˈ Ĩࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߽߾

O-projinto subspace
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ðȴ `Œɫࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ ĲĨĨó.
üǞǩɻ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩȣ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ Ĩࡱࢎ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ (ĲĨĨó)Ǧ, (ĲĨĨó)Ǻ ŷƟ ʉǞƟ ǦʂǛ Œȣƌ ǺʂǛ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ
∥(ĲĨĨó)Ǧ − (ĲĨĨó)Ǻ∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]Ĩó∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]∥߿.

ࡦ +Œȣ ʞɻƟ ĲĨ ∈ RȠ×Ȃ Œɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

�Ɵˈ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ Ǟȴʿ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V Œȣƌ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊȋˈ Ĩࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߽߾
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= - -
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ðȴ `Œɫࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ ĲĨĨó.
üǞǩɻ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩȣ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ Ĩࡱࢎ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ (ĲĨĨó)Ǧ, (ĲĨĨó)Ǻ ŷƟ ʉǞƟ ǦʂǛ Œȣƌ ǺʂǛ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ
∥(ĲĨĨó)Ǧ − (ĲĨĨó)Ǻ∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]Ĩó∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]∥߿.

ࡦ +Œȣ ʞɻƟ ĲĨ ∈ RȠ×Ȃ Œɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

�Ɵˈ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ Ǟȴʿ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V Œȣƌ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊȋˈ Ĩࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߽߾

-

R d → #
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ðȴ `Œɫࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ ĲĨĨó.
üǞǩɻ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩȣ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ Ĩࡱࢎ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ (ĲĨĨó)Ǧ, (ĲĨĨó)Ǻ ŷƟ ʉǞƟ ǦʂǛ Œȣƌ ǺʂǛ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ
∥(ĲĨĨó)Ǧ − (ĲĨĨó)Ǻ∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]Ĩó∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]∥߿.

ࡦ +Œȣ ʞɻƟ ĲĨ ∈ RȠ×Ȃ Œɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

�Ɵˈ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ Ǟȴʿ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V Œȣƌ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊȋˈ Ĩࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߽߾



ϑϘΧϑ̺Ϙϫ̺ͮϡ Χ͘ ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗ Γ˺ϫϘ̤̺ͮϡ

äʞǩƁȅ DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ĨĨó ǩɻ ǩƌƟȝɠȴʉƟȣʉࡱ xࡱƟࡪࡱ
(ĨĨó)(ĨĨó)⃗ˁ = (ĨĨó)⃗ˁ Ǉȴɫ Œȣˈ ⃗ˁ ∈ RƊࡱ

īǞˈ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ȝŒȅƟ ɻƟȣɻƟ ǩȣʉʞǩʉǩʻƟȋˈࡲ

�Ɵɻɻ äʞǩƁȅ DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ßˈʉǞŒǊȴɫƟŒȣࢍ üǞƟȴɫƟȝࢎ ðǞȴʿ ʉǞŒʉࡩ

∥⃗ˁ∥߿߿ = ∥(ĨĨó)⃗ˁ∥߿߿ + ∥⃗ˁ− (ĨĨó)⃗ˁ∥߿߿.

߾߾
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˺ ϡϫ̺ϑ ࡩ΄̤˺̜ ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ üǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɫƟƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ Œ
ŷŒɻǩɻ ȴǇ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

߿߾



˺ ϡϫ̺ϑ ࡩ΄̤˺̜ ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ üǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɫƟƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ Œ
ŷŒɻǩɻ ȴǇ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

߿߾



˺ ϡϫ̺ϑ ࡩ΄̤˺̜ ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ üǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɫƟƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ Œ
ŷŒɻǩɻ ȴǇ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

߿߾

[Tiepin.M-ANTHE × ×wT

I T
H T l
TT
L l
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̭Ϻ˺Ή Ж̺ͮЙ Χ͘ ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

ࠀ߾



̭Ϻ˺Ή Ж̺ͮЙ Χ͘ ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

ࠀ߾

X expert



̭Ϻ˺Ή Ж̺ͮЙ Χ͘ ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

ࠀ߾



̭Ϻ˺Ή Ж̺ͮЙ Χ͘ ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

ࠀ߾

n



̭Ϻ˺Ή Ж̺ͮЙ Χ͘ ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

ࠀ߾

- .



̭Ϻ˺Ή Ж̺ͮЙ Χ͘ ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

ࠀ߾

c c -



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠁ߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠁ߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠁ߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ∥߿߿ − ∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠁ߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ∥߿߿ − ∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠁ߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠁ߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

=
Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿

=
Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺
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ࠂ߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

ࡦ �Œȣˈ ƌŒʉŒɻƟʉɻ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ +Œȣ ʉŒȅƟ ŒƌʻŒȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞǩɻ ʉȴ ƌȴ ƌŒʉŒ࢙ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȋǩȣƟŒɫ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ɫŒȣȅ࢙ȋȴʿࢍ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ 5ʞŒȋ ʻǩƟʿࡩ ŷȴʉǞ ɫȴʿɻ ƌŒʉŒࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ Œȣƌ Ɓȴȋʞȝȣɻ ࢎǇƟŒʉʞɫƟɻࢍ
ŒɫƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Œ ɻȝŒȋȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߾ `ǩȣƌ ʉǞǩɻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ŷˈ ˨ȣƌǩȣǊ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ
ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ cƟʉ ŷƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ʉǞǩɻ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʻǩŒ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ ĨĨóࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ʞɻƟƌ Œɻ ȋǩȣƟŒɫ
ȝŒɠɠǩȣǊ Ǉɫȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʉȴ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࠃ߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

ࡦ �Œȣˈ ƌŒʉŒɻƟʉɻ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ +Œȣ ʉŒȅƟ ŒƌʻŒȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞǩɻ ʉȴ ƌȴ ƌŒʉŒ࢙ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȋǩȣƟŒɫ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ɫŒȣȅ࢙ȋȴʿࢍ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ 5ʞŒȋ ʻǩƟʿࡩ ŷȴʉǞ ɫȴʿɻ ƌŒʉŒࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ Œȣƌ Ɓȴȋʞȝȣɻ ࢎǇƟŒʉʞɫƟɻࢍ
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ࡦ ðʉƟɠ ࡩ߿ cƟʉ ŷƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ʉǞǩɻ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʻǩŒ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ ĨĨóࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ʞɻƟƌ Œɻ ȋǩȣƟŒɫ
ȝŒɠɠǩȣǊ Ǉɫȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʉȴ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
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