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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߽߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ߿߾

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ǩɻ ƌʞƟ ʉǞǩɻ ʞɠƁȴȝǩȣǊ ðʞȣƌŒˈ ࠅࡷࠀ Œʉ ࡱɠȝࠅ
ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ǩɻ ȣƟˇʉ üǞʞɫɻƌŒ ࡪ̍ ࡱ߿߾ࡷࠀ ðƟƟ ʿƟŷɠŒǊƟ Ǉȴɫ ɻʉʞƌˈ
ǊʞǩƌƟࡷɠɫŒƁʉǩƁƟ ɧʞƟɻʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ x ʿǩȋȋ Ǟȴȋƌ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ŒǇʉƟɫ ƁȋŒɻɻ ʉȴƌŒˈࡱ
ࡦ £Ɵˇʉ ʿƟƟȅ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ Œʉ ʉǞƟ ʞɻʞŒȋ ʉǩȝƟ ŒǇʉƟɫ ƁȋŒɻɻ
üʞƟɻƌŒˈ Œȣƌ Œȋɻȴ ŷƟǇȴɫƟ ƁȋŒɻɻ Œʉ ࡱŒȝ߽߽ࡩ߽߾

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ `ǩȣǩɻǞƟƌ ċɠ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ

ࡦ +ȴȝɠȋƟʉƟƌ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ȋƟȝȝŒࡱ
ࡦ ðǞȴʿƟƌ ʉʿȴ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡩ ǇŒɻʉƟɫ
ɻʞɠɠȴɫʉ ʻƟƁʉȴɫ ȝŒƁǞǩȣƟɻ Œȣƌ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ƌǩɻƁʞɻɻǩȴȣ ȴǇ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫ ̍ࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ oǩǊǞ5࢙ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ cƟȴȝƟʉɫˈ

ࡦ #ǩ˔ŒɫɫƟ ɠǞƟȝȴȝƟȣŒ ǩȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ �� ȋƟȝȝŒ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ `ǩȣǩɻǞƟƌ ċɠ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ

ࡦ +ȴȝɠȋƟʉƟƌ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ȋƟȝȝŒࡱ
ࡦ ðǞȴʿƟƌ ʉʿȴ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡩ ǇŒɻʉƟɫ
ɻʞɠɠȴɫʉ ʻƟƁʉȴɫ ȝŒƁǞǩȣƟɻ Œȣƌ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ƌǩɻƁʞɻɻǩȴȣ ȴǇ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫ ̍ࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ oǩǊǞ5࢙ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ cƟȴȝƟʉɫˈ

ࡦ #ǩ˔ŒɫɫƟ ɠǞƟȝȴȝƟȣŒ ǩȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ �� ȋƟȝȝŒ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

߿



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ȝʞʉʞŒȋȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ �ȣɻʿƟɫࡩ Ɗࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ
ʉǞŒʉ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵࡲ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.
�ȣɻʿƟɫࡩ ࡱ(Ɗ߿ϵ)Θ߿

xȣ ǇŒƁʉࡪ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ
ȣƟŒɫȋˈ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ࡭

ࠀ

¥ .



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ȝʞʉʞŒȋȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ �ȣɻʿƟɫࡩ Ɗࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ
ʉǞŒʉ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵࡲ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.
�ȣɻʿƟɫࡩ ࡱ(Ɗ߿ϵ)Θ߿

xȣ ǇŒƁʉࡪ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ
ȣƟŒɫȋˈ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ࡭

ࠀ

-
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ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ȝʞʉʞŒȋȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ �ȣɻʿƟɫࡩ Ɗࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ
ʉǞŒʉ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵࡲ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.
�ȣɻʿƟɫࡩ ࡱ(Ɗ߿ϵ)Θ߿

xȣ ǇŒƁʉࡪ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ
ȣƟŒɫȋˈ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ࡭

ࠀ



+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱࢎ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ
ʉȴ /߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿

DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ

E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽
ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿
ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾

Ɲϵ߿
ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ(ʂ

߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ

ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠁ



+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱࢎ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ
ʉȴ /߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿

DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ

E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽
ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿
ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾

Ɲϵ߿
ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ(ʂ

߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ

ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠁ

t o



+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱࢎ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ
ʉȴ /߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿

DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ

E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽
ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿
ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾

Ɲϵ߿
ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ(ʂ

߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ

ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠁ
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+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱࢎ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ
ʉȴ /߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿ DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ
ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ

E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽
ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿
ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾

Ɲϵ߿
ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ(ʂ

߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ

ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠁ



+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱࢎ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ
ʉȴ /߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿ DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ
ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿
ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾

Ɲϵ߿
ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ(ʂ

߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ

ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠁ



+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱࢎ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ
ʉȴ /߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿ DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ
ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽
ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ(ʂ
߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ

ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠁ
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+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱࢎ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ
ʉȴ /߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿ DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ
ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽
ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿
ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾

Ɲϵ߿
ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ(ʂ

߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ

ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠁ
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̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿

= ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ࢖ ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠂ

Ewithgoolprobability

P r(all (f)pairs are newlyorth.)>3g
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̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿

= ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ࢖ ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠂ



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ

≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ࢖ ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠂ

I t l - L E



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ࢖ ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠂ
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̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ࢖ ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠂ

-



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ࢖ ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠂ



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ࢖ ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠂ



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ࢖ ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ
ࠂ

2 1



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

5ǩɻʉŒȣƁƟɻ Ǉȴɫ �£xðü 5ǩǊǩʉɻࡩ
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�ȣȴʉǞƟɫ xȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ɫŒȣƌȴȝ ƌŒʉŒ ƁŒȣ ŷƟ Œ ʻƟɫˈ ŷŒƌ
ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ ŒƁʉʞŒȋ ǩȣɠʞʉ ƌŒʉŒࡱ

ࠃ



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

5ǩɻʉŒȣƁƟɻ Ǉȴɫ �£xðü 5ǩǊǩʉɻࡩ
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�ȣȴʉǞƟɫ xȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ɫŒȣƌȴȝ ƌŒʉŒ ƁŒȣ ŷƟ Œ ʻƟɫˈ ŷŒƌ
ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ ŒƁʉʞŒȋ ǩȣɠʞʉ ƌŒʉŒࡱ ࠃ



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

xȝɠȋǩƟɻࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵ/ࡪࢎࠅ
ʉǞƟȣ Π⃗ˀ߾

∥Π⃗ˀ߿∥߾
, . . . , Π⃗ˀȠ

∥Π⃗ˀȠ∥߿
ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ

Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱࢎ

ࡦ ðǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ðĨ� ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ �ȋǊƟŷɫŒ ǩɻ Œ ŷǩʉ ȝƟɻɻˈ ŷʞʉ Œ Ǌȴȴƌ
ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠŒɫʉǩŒȋȋˈ ʿȴɫȅ ʉǞɫȴʞǊǞࡱ

ࠄ



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

xȝɠȋǩƟɻࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵ/ࡪࢎࠅ
ʉǞƟȣ Π⃗ˀ߾

∥Π⃗ˀ߿∥߾
, . . . , Π⃗ˀȠ

∥Π⃗ˀȠ∥߿
ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ

Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱࢎ

ࡦ ðǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ðĨ� ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ �ȋǊƟŷɫŒ ǩɻ Œ ŷǩʉ ȝƟɻɻˈ ŷʞʉ Œ Ǌȴȴƌ
ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠŒɫʉǩŒȋȋˈ ʿȴɫȅ ʉǞɫȴʞǊǞࡱ

ࠄ

H E ±÷÷.
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

xȝɠȋǩƟɻࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵ/ࡪࢎࠅ
ʉǞƟȣ Π⃗ˀ߾

∥Π⃗ˀ߿∥߾
, . . . , Π⃗ˀȠ

∥Π⃗ˀȠ∥߿
ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ

Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱࢎ

ࡦ ðǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ðĨ� ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ �ȋǊƟŷɫŒ ǩɻ Œ ŷǩʉ ȝƟɻɻˈ ŷʞʉ Œ Ǌȴȴƌ
ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠŒɫʉǩŒȋȋˈ ʿȴɫȅ ʉǞɫȴʞǊǞࡱ

ࠄ

-



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝǩǊǞʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿
ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ

üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࠅ

ninddimensions



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝǩǊǞʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿

ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ

üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࠅ

✓ lets m e produce n r e a rorthogonalwees.
i n n dimensions

→ I can'thave mo r ethan 2dm
i n m dimension

A
must



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝǩǊǞʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿
ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ

üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࠅ

-

→



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝǩǊǞʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿
ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࠅ

2dm m s 1%1,5

n s 2dm, 210¥ < n



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝǩǊǞʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿
ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࠅ

- I



̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

�Ɵʉ BƊ ŷƟ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋ ǩȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ BƊ = {ˀ ∈ RƊ : ∥ˀ∥߿ ≤ ࡱ{߾

īǞŒʉ ɠƟɫƁƟȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ǩʉɻ
ɻʞɫǇŒƁƟࡲ

�ȣɻʿƟɫࡩ Œȋȋ ŷʞʉ Œ −߾) ϵ)Ɗ ≤ Ɲ−ϵƊ ǇɫŒƁʉǩȴȣࡱ DˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ
ɻȝŒȋȋ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ɗ࡭

ĨȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ɫŒƌǩʞɻ ß ŷŒȋȋ ǩɻ π
Ɗ
߿

(Ɗ/߿)! · ßƊࡱ

ࠆ



̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

�Ɵʉ BƊ ŷƟ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋ ǩȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ BƊ = {ˀ ∈ RƊ : ∥ˀ∥߿ ≤ ࡱ{߾

īǞŒʉ ɠƟɫƁƟȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ǩʉɻ
ɻʞɫǇŒƁƟࡲ

�ȣɻʿƟɫࡩ Œȋȋ ŷʞʉ Œ −߾) ϵ)Ɗ ≤ Ɲ−ϵƊ ǇɫŒƁʉǩȴȣࡱ DˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ
ɻȝŒȋȋ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ɗ࡭

ĨȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ɫŒƌǩʞɻ ß ŷŒȋȋ ǩɻ π
Ɗ
߿

(Ɗ/߿)! · ßƊࡱ

ࠆ

M



̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

�Ɵʉ BƊ ŷƟ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋ ǩȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ BƊ = {ˀ ∈ RƊ : ∥ˀ∥߿ ≤ ࡱ{߾

īǞŒʉ ɠƟɫƁƟȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ǩʉɻ
ɻʞɫǇŒƁƟࡲ

�ȣɻʿƟɫࡩ Œȋȋ ŷʞʉ Œ −߾) ϵ)Ɗ ≤ Ɲ−ϵƊ ǇɫŒƁʉǩȴȣࡱ DˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ
ɻȝŒȋȋ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ɗ࡭

ĨȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ɫŒƌǩʞɻ ß ŷŒȋȋ ǩɻ π
Ɗ
߿

(Ɗ/߿)! · ßƊࡱ
ࠆ

adios Ibo,
K¥1

- volumeradius a -e )ball
" "just shut



̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

�Ɵʉ BƊ ŷƟ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋ ǩȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ BƊ = {ˀ ∈ RƊ : ∥ˀ∥߿ ≤ ࡱ{߾

īǞŒʉ ɠƟɫƁƟȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ǩʉɻ
ɻʞɫǇŒƁƟࡲ �ȣɻʿƟɫࡩ Œȋȋ ŷʞʉ Œ −߾) ϵ)Ɗ ≤ Ɲ−ϵƊ ǇɫŒƁʉǩȴȣࡱ DˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ
ɻȝŒȋȋ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ɗ࡭

ĨȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ɫŒƌǩʞɻ ß ŷŒȋȋ ǩɻ π
Ɗ
߿

(Ɗ/߿)! · ßƊࡱ
ࠆ

HM



̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

�ȋȋ ŷʞʉ Œȣ Ɲ−ϵƊ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ Œ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋࢪɻ ʻȴȋʞȝƟ ǩɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ ǩʉɻ
ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ∥ˀ∥߿ ≤ ࡪ߾ ȣƟŒɫȋˈ Œȋȋ ʿǩȋȋ
ǞŒʻƟ ∥ˀ∥߿ ≥ −߾ ϵࡱ

ࡦ xɻȴɠƟɫǩȝƟʉɫǩƁ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ ʉǞƟ ŷŒȋȋ ǞŒɻ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻʞɫǇŒƁƟ
ŒɫƟŒࡷʻȴȋʞȝƟ ɫŒʉǩȴ ȴǇ Œȣˈ ɻǞŒɠƟࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟ ɠȴǩȣʉɻ Ǉɫȴȝ Œȣˈ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻǞŒɠƟࡪ
ȣƟŒɫȋˈ Œȋȋ ʿǩȋȋ ǇŒȋȋ ȣƟŒɫ ǩʉɻ ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

ࡦ �ȋȋࢩ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ȴʞʉȋǩƟɫɻࢪࡱ

߽߾



̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

�ȋȋ ŷʞʉ Œȣ Ɲ−ϵƊ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ Œ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋࢪɻ ʻȴȋʞȝƟ ǩɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ ǩʉɻ
ɻʞɫǇŒƁƟࡱ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ∥ˀ∥߿ ≤ ࡪ߾ ȣƟŒɫȋˈ Œȋȋ ʿǩȋȋ
ǞŒʻƟ ∥ˀ∥߿ ≥ −߾ ϵࡱ

ࡦ xɻȴɠƟɫǩȝƟʉɫǩƁ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ ʉǞƟ ŷŒȋȋ ǞŒɻ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻʞɫǇŒƁƟ
ŒɫƟŒࡷʻȴȋʞȝƟ ɫŒʉǩȴ ȴǇ Œȣˈ ɻǞŒɠƟࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟ ɠȴǩȣʉɻ Ǉɫȴȝ Œȣˈ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻǞŒɠƟࡪ
ȣƟŒɫȋˈ Œȋȋ ʿǩȋȋ ǇŒȋȋ ȣƟŒɫ ǩʉɻ ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

ࡦ �ȋȋࢩ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ȴʞʉȋǩƟɫɻࢪࡱ

߽߾



̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

�ȋȋ ŷʞʉ Œȣ Ɲ−ϵƊ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ Œ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋࢪɻ ʻȴȋʞȝƟ ǩɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ ǩʉɻ
ɻʞɫǇŒƁƟࡱ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ∥ˀ∥߿ ≤ ࡪ߾ ȣƟŒɫȋˈ Œȋȋ ʿǩȋȋ
ǞŒʻƟ ∥ˀ∥߿ ≥ −߾ ϵࡱ

ࡦ xɻȴɠƟɫǩȝƟʉɫǩƁ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ ʉǞƟ ŷŒȋȋ ǞŒɻ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻʞɫǇŒƁƟ
ŒɫƟŒࡷʻȴȋʞȝƟ ɫŒʉǩȴ ȴǇ Œȣˈ ɻǞŒɠƟࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟ ɠȴǩȣʉɻ Ǉɫȴȝ Œȣˈ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻǞŒɠƟࡪ
ȣƟŒɫȋˈ Œȋȋ ʿǩȋȋ ǇŒȋȋ ȣƟŒɫ ǩʉɻ ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

ࡦ �ȋȋࢩ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ȴʞʉȋǩƟɫɻࢪࡱ
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

�ȋȋ ŷʞʉ Œȣ Ɲ−ϵƊ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ Œ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋࢪɻ ʻȴȋʞȝƟ ǩɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ ǩʉɻ
ɻʞɫǇŒƁƟࡱ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ∥ˀ∥߿ ≤ ࡪ߾ ȣƟŒɫȋˈ Œȋȋ ʿǩȋȋ
ǞŒʻƟ ∥ˀ∥߿ ≥ −߾ ϵࡱ

ࡦ xɻȴɠƟɫǩȝƟʉɫǩƁ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ ʉǞƟ ŷŒȋȋ ǞŒɻ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻʞɫǇŒƁƟ
ŒɫƟŒࡷʻȴȋʞȝƟ ɫŒʉǩȴ ȴǇ Œȣˈ ɻǞŒɠƟࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟ ɠȴǩȣʉɻ Ǉɫȴȝ Œȣˈ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻǞŒɠƟࡪ
ȣƟŒɫȋˈ Œȋȋ ʿǩȋȋ ǇŒȋȋ ȣƟŒɫ ǩʉɻ ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

ࡦ �ȋȋࢩ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ȴʞʉȋǩƟɫɻࢪࡱ
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

�ȋȋ ŷʞʉ Œȣ Ɲ−ϵƊ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ Œ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋࢪɻ ʻȴȋʞȝƟ ǩɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ ǩʉɻ
ɻʞɫǇŒƁƟࡱ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ∥ˀ∥߿ ≤ ࡪ߾ ȣƟŒɫȋˈ Œȋȋ ʿǩȋȋ
ǞŒʻƟ ∥ˀ∥߿ ≥ −߾ ϵࡱ

ࡦ xɻȴɠƟɫǩȝƟʉɫǩƁ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ ʉǞƟ ŷŒȋȋ ǞŒɻ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻʞɫǇŒƁƟ
ŒɫƟŒࡷʻȴȋʞȝƟ ɫŒʉǩȴ ȴǇ Œȣˈ ɻǞŒɠƟࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟ ɠȴǩȣʉɻ Ǉɫȴȝ Œȣˈ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻǞŒɠƟࡪ
ȣƟŒɫȋˈ Œȋȋ ʿǩȋȋ ǇŒȋȋ ȣƟŒɫ ǩʉɻ ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

ࡦ �ȋȋࢩ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ȴʞʉȋǩƟɫɻࢪࡱ ߽߾



̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

īǞŒʉ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞŷƟɻ ŒɫƟ ʻǩɻǩŷȋƟ ȴȣ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁʞŷƟࡲ

ࠀ߽߾ − ࠀࠅ
ࠀ߽߾ =

−߽߽߽߾ ߿߾ࠂ
߽߽߽߾ = .ࠅࠅࠁ.

߾߾
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

īǞŒʉ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞŷƟɻ ŒɫƟ ʻǩɻǩŷȋƟ ȴȣ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁʞŷƟࡲ

ࠀ߽߾ − ࠀࠅ
ࠀ߽߾ =

−߽߽߽߾ ߿߾ࠂ
߽߽߽߾ = .ࠅࠅࠁ.
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

īǞŒʉ ɠƟɫƁƟȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ǩʉɻ
ƟɧʞŒʉȴɫࡲ

�ȣɻʿƟɫࡩ Œȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣࡱ

`ȴɫȝŒȋȋˈࡩ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ ɻƟʉ è = {ˀ ∈ BƊ : |ˀ(߾)| ≤ ϵ}ࡱ

#ˈ ɻˈȝȝƟʉɫ ࡪ̍ Œȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ
Œȣˈ ƟɧʞŒʉȴɫ࡭ è = {ˀ ∈ BƊ : |⟨ˀ, ʂ⟩| ≤ ϵ}

߿߾
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

īǞŒʉ ɠƟɫƁƟȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ǩʉɻ
ƟɧʞŒʉȴɫࡲ �ȣɻʿƟɫࡩ Œȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣࡱ

`ȴɫȝŒȋȋˈࡩ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ ɻƟʉ è = {ˀ ∈ BƊ : |ˀ(߾)| ≤ ϵ}ࡱ

#ˈ ɻˈȝȝƟʉɫ ࡪ̍ Œȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ
Œȣˈ ƟɧʞŒʉȴɫ࡭ è = {ˀ ∈ BƊ : |⟨ˀ, ʂ⟩| ≤ ϵ}
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

īǞŒʉ ɠƟɫƁƟȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ǩʉɻ
ƟɧʞŒʉȴɫࡲ �ȣɻʿƟɫࡩ Œȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣࡱ

`ȴɫȝŒȋȋˈࡩ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ ɻƟʉ è = {ˀ ∈ BƊ : |ˀ(߾)| ≤ ϵ}ࡱ

#ˈ ɻˈȝȝƟʉɫ ࡪ̍ Œȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ
Œȣˈ ƟɧʞŒʉȴɫ࡭ è = {ˀ ∈ BƊ : |⟨ˀ, ʂ⟩| ≤ ϵ} ߿߾
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ �ȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ŷŒȋȋ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ
ϵ ȴǇ Œȣˈ ƟɧʞŒʉȴɫࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ �ȋȋ ŷʞʉ Œ Θ(−ϵƊ)߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ ǩʉɻ ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

oȴʿ ǩɻ ʉǞǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟࡲ

oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȋȴȴȅɻ ȣȴʉǞǩȣǊ ȋǩȅƟ ʉǞǩɻ
ɠǩƁʉʞɫƟ࡭

ࠀ߾



̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ �ȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ŷŒȋȋ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ
ϵ ȴǇ Œȣˈ ƟɧʞŒʉȴɫࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ �ȋȋ ŷʞʉ Œ Θ(−ϵƊ)߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ ǩʉɻ ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

oȴʿ ǩɻ ʉǞǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟࡲ

oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȋȴȴȅɻ ȣȴʉǞǩȣǊ ȋǩȅƟ ʉǞǩɻ
ɠǩƁʉʞɫƟ࡭
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ �ȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ŷŒȋȋ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ
ϵ ȴǇ Œȣˈ ƟɧʞŒʉȴɫࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ �ȋȋ ŷʞʉ Œ Θ(−ϵƊ)߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ ǩʉɻ ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

oȴʿ ǩɻ ʉǞǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟࡲ

oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȋȴȴȅɻ ȣȴʉǞǩȣǊ ȋǩȅƟ ʉǞǩɻ
ɠǩƁʉʞɫƟ࡭
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ �ȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ŷŒȋȋ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ
ϵ ȴǇ Œȣˈ ƟɧʞŒʉȴɫࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ �ȋȋ ŷʞʉ Œ Θ(−ϵƊ)߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ ǩʉɻ ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

oȴʿ ǩɻ ʉǞǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟࡲ

oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȋȴȴȅɻ ȣȴʉǞǩȣǊ ȋǩȅƟ ʉǞǩɻ
ɠǩƁʉʞɫƟ࡭
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ �ȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ŷŒȋȋ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ
ϵ ȴǇ Œȣˈ ƟɧʞŒʉȴɫࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ �ȋȋ ŷʞʉ Œ Θ(−ϵƊ)߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ ȴǇ ǩʉɻ ɻʞɫǇŒƁƟࡱ

oȴʿ ǩɻ ʉǞǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟࡲ

oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȋȴȴȅɻ ȣȴʉǞǩȣǊ ȋǩȅƟ ʉǞǩɻ
ɠǩƁʉʞɫƟ࡭
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̜ͮЬ˺ϘϘ̺ ϡͩ˺ϑ̺ Χ͘ Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̜˺ΉΉϡ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ �ȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ŷŒȋȋ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ
ϵ ȴǇ Œȣˈ ƟɧʞŒʉȴɫࡱ
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Ɗ/߿(߿) = .(Ɗ߿ϵ−)Θ߿

ࠁ߾



̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ Χ͘ ЖΧΉϺΓ̺ ˺ϫ ̺ϖϺ˺ϫΧϘ

+ȋŒǩȝࡩ �ȋȋ ŷʞʉ Œ (Ɗ߿ϵ−)Θ߿ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ Œ ŷŒȋȋ ǇŒȋȋɻ ʿǩʉǞǩȣ ϵ

ȴǇ ǩʉɻ ƟɧʞŒʉȴɫࡱ xࡱƟࡪࡱ ǩȣ è = {ˀ ∈ BƊ : |ˀ(߾)| ≤ ϵ}ࡱ

ßɫȴȴǇ ðȅƟʉƁǞࡩ

ࡦ �Ɵʉ ˀ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣ N (߽, (߾ ƟȣʉɫǩƟɻ Œȣƌ ȋƟʉ ¯ˀ = ˀ
∥ˀ∥߿ ࡱ ¯ˀ

ǩɻ ɻƟȋƟƁʉƟƌ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ ʉǞƟ ŷŒȋȋࡱ

ࡦ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ßɫ[|¯ˀ(߾)| > ϵ] ≤ ࡱ(Ɗ߿ϵ−)Θ߿ īǞˈࡲ

ࡦ ¯ˀ(߾) = ˀ(߾)
∥ˀ∥߿ ࡱ E[∥ˀ∥

߿
[߿ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ E[ˀ(Ǧ)߿] = Ɗࡱ ßɫ[∥ˀ∥߿߿ ≤ Ɗ/߿] ≤ Θ(Ɗ)−߿

ࡦ +ȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ ∥ˀ∥߿߿ ≥ Ɗ/ࡪ߿ ɻǩȣƁƟ ˀ(߾) ǩɻ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡪ

ßɫ[|¯ˀ(߾)| > ϵ] = ßɫ[|ˀ(߾)| > ϵ · ∥ˀ∥߿]

≤ Øɥ[|ˀ(߾)| > ϵ ·
√
Ɗ/߿] = Θ(−(ϵ߿

√
Ɗ/߿(߿) = .(Ɗ߿ϵ−)Θ߿

ࠁ߾



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

�Ɵʉ CƊ ŷƟ ʉǞƟ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƁʞŷƟࡩ CƊ = {ˀ ∈ RƊ : |ˀ(Ǧ)| ≤ ߾ ∀ Ǧ}ࡱ

xȣ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟ ƁʞŷƟ ǩɻ ȣȴʉ ʉǞŒʉ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ŷŒȋȋࡱ

#ʞʉ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ CƊ ǩɻ Ɗ߿ ʿǞǩȋƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǩɻ π
Ɗ
߿

(Ɗ/߿)! =
߾

ƊΘ(Ɗ) ࡱ �
ǞʞǊƟ ǊŒɠ࡭ ðȴ ɻȴȝƟʉǞǩȣǊ ǩɻ ʻƟɫˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Œŷȴʞʉ ʉǞƟɻƟ ɻǞŒɠƟɻࡱࡱࡱ

ࠂ߾



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

�Ɵʉ CƊ ŷƟ ʉǞƟ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƁʞŷƟࡩ CƊ = {ˀ ∈ RƊ : |ˀ(Ǧ)| ≤ ߾ ∀ Ǧ}ࡱ

xȣ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟ ƁʞŷƟ ǩɻ ȣȴʉ ʉǞŒʉ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ŷŒȋȋࡱ

#ʞʉ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ CƊ ǩɻ Ɗ߿ ʿǞǩȋƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǩɻ π
Ɗ
߿

(Ɗ/߿)! =
߾

ƊΘ(Ɗ) ࡱ �
ǞʞǊƟ ǊŒɠ࡭ ðȴ ɻȴȝƟʉǞǩȣǊ ǩɻ ʻƟɫˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Œŷȴʞʉ ʉǞƟɻƟ ɻǞŒɠƟɻࡱࡱࡱ

ࠂ߾

i n :



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

�Ɵʉ CƊ ŷƟ ʉǞƟ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƁʞŷƟࡩ CƊ = {ˀ ∈ RƊ : |ˀ(Ǧ)| ≤ ߾ ∀ Ǧ}ࡱ

xȣ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟ ƁʞŷƟ ǩɻ ȣȴʉ ʉǞŒʉ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ŷŒȋȋࡱ

#ʞʉ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ CƊ ǩɻ Ɗ߿ ʿǞǩȋƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǩɻ π
Ɗ
߿

(Ɗ/߿)! =
߾

ƊΘ(Ɗ) ࡱ �
ǞʞǊƟ ǊŒɠ࡭

ðȴ ɻȴȝƟʉǞǩȣǊ ǩɻ ʻƟɫˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Œŷȴʞʉ ʉǞƟɻƟ ɻǞŒɠƟɻࡱࡱࡱ

ࠂ߾

2

2

-



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

�Ɵʉ CƊ ŷƟ ʉǞƟ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƁʞŷƟࡩ CƊ = {ˀ ∈ RƊ : |ˀ(Ǧ)| ≤ ߾ ∀ Ǧ}ࡱ

xȣ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟ ƁʞŷƟ ǩɻ ȣȴʉ ʉǞŒʉ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ŷŒȋȋࡱ

#ʞʉ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ CƊ ǩɻ Ɗ߿ ʿǞǩȋƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ BƊ ǩɻ π
Ɗ
߿

(Ɗ/߿)! =
߾

ƊΘ(Ɗ) ࡱ �
ǞʞǊƟ ǊŒɠ࡭ ðȴ ɻȴȝƟʉǞǩȣǊ ǩɻ ʻƟɫˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Œŷȴʞʉ ʉǞƟɻƟ ɻǞŒɠƟɻࡱࡱࡱ

ࠂ߾



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

+ȴɫȣƟɫɻ ȴǇ ƁʞŷƟ ŒɫƟ
√
Ɗ ʉǩȝƟɻ ǇʞɫʉǞƟɫ ŒʿŒˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȴɫǩǊǩȣ

ʉǞŒȣ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ ʉǞƟ ŷŒȋȋࡱ

ࠃ߾

k¥2
Td i distance from corner t o
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Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

+ȴɫȣƟɫɻ ȴǇ ƁʞŷƟ ŒɫƟ
√
Ɗ ʉǩȝƟɻ ǇʞɫʉǞƟɫ ŒʿŒˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȴɫǩǊǩȣ

ʉǞŒȣ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ ʉǞƟ ŷŒȋȋࡱ
ࠃ߾

\



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

+ȴɫȣƟɫɻ ȴǇ ƁʞŷƟ ŒɫƟ
√
Ɗ ʉǩȝƟɻ ǇʞɫʉǞƟɫ ŒʿŒˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȴɫǩǊǩȣ

ʉǞŒȣ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ ʉǞƟ ŷŒȋȋࡱ
ࠃ߾



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

5ŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ŷŒȋȋ BƊ ʿǩȋȋ ŷƟǞŒʻƟ ʻƟɫˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉȋˈ ʉǞŒȣ
ƌŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƁʞŷƟ CƊࡱ

ࡦ ˀ ∼ BƊ ǞŒɻ ∥ˀ∥߿߿ ≤ ࡱ߾
ࡦ ˀ ∼ CƊ ǞŒɻ E[∥ˀ∥߿߿] = ࡪ?

Œȣƌ ßɫ[∥ˀ∥߿߿ ≤ Ɗ/ࠃ] ≤ ࡱΘ(Ɗ)−߿
ࡦ �ȋȝȴɻʉ Œȋȋ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁʞŷƟ ǇŒȋȋɻ ǩȣ ǩʉɻ ƁȴɫȣƟɫɻࡪ Œȣƌ
ʉǞƟɻƟ ƁȴɫȣƟɫɻ ȋǩƟ ǇŒɫ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋࡱ

ࠄ߾



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

5ŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ŷŒȋȋ BƊ ʿǩȋȋ ŷƟǞŒʻƟ ʻƟɫˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉȋˈ ʉǞŒȣ
ƌŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƁʞŷƟ CƊࡱ

ࡦ ˀ ∼ BƊ ǞŒɻ ∥ˀ∥߿߿ ≤ ࡱ߾
ࡦ ˀ ∼ CƊ ǞŒɻ E[∥ˀ∥߿߿] = ࡪ?

Œȣƌ ßɫ[∥ˀ∥߿߿ ≤ Ɗ/ࠃ] ≤ ࡱΘ(Ɗ)−߿
ࡦ �ȋȝȴɻʉ Œȋȋ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁʞŷƟ ǇŒȋȋɻ ǩȣ ǩʉɻ ƁȴɫȣƟɫɻࡪ Œȣƌ
ʉǞƟɻƟ ƁȴɫȣƟɫɻ ȋǩƟ ǇŒɫ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋࡱ

ࠄ߾

ii.T j :



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

5ŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ŷŒȋȋ BƊ ʿǩȋȋ ŷƟǞŒʻƟ ʻƟɫˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉȋˈ ʉǞŒȣ
ƌŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƁʞŷƟ CƊࡱ

ࡦ ˀ ∼ BƊ ǞŒɻ ∥ˀ∥߿߿ ≤ ࡱ߾
ࡦ ˀ ∼ CƊ ǞŒɻ E[∥ˀ∥߿߿] = Ɗ/ࡪࠀ

Œȣƌ ßɫ[∥ˀ∥߿߿ ≤ Ɗ/ࠃ] ≤ ࡱΘ(Ɗ)−߿
ࡦ �ȋȝȴɻʉ Œȋȋ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁʞŷƟ ǇŒȋȋɻ ǩȣ ǩʉɻ ƁȴɫȣƟɫɻࡪ Œȣƌ
ʉǞƟɻƟ ƁȴɫȣƟɫɻ ȋǩƟ ǇŒɫ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋࡱ

ࠄ߾

I Elkxllis:{Elicits;§'s:}



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

5ŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ŷŒȋȋ BƊ ʿǩȋȋ ŷƟǞŒʻƟ ʻƟɫˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉȋˈ ʉǞŒȣ
ƌŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƁʞŷƟ CƊࡱ

ࡦ ˀ ∼ BƊ ǞŒɻ ∥ˀ∥߿߿ ≤ ࡱ߾
ࡦ ˀ ∼ CƊ ǞŒɻ E[∥ˀ∥߿߿] = Ɗ/ࡪࠀ Œȣƌ ßɫ[∥ˀ∥߿߿ ≤ Ɗ/ࠃ] ≤ ࡱΘ(Ɗ)−߿

ࡦ �ȋȝȴɻʉ Œȋȋ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁʞŷƟ ǇŒȋȋɻ ǩȣ ǩʉɻ ƁȴɫȣƟɫɻࡪ Œȣƌ
ʉǞƟɻƟ ƁȴɫȣƟɫɻ ȋǩƟ ǇŒɫ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋࡱ

ࠄ߾



Γ̺ΗϡͮΧΗ˺Ή̭࢙ͮͩͮͩ͞ ̤Ϻ̜̺ϡ

5ŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ŷŒȋȋ BƊ ʿǩȋȋ ŷƟǞŒʻƟ ʻƟɫˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉȋˈ ʉǞŒȣ
ƌŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƁʞŷƟ CƊࡱ

ࡦ ˀ ∼ BƊ ǞŒɻ ∥ˀ∥߿߿ ≤ ࡱ߾
ࡦ ˀ ∼ CƊ ǞŒɻ E[∥ˀ∥߿߿] = Ɗ/ࡪࠀ Œȣƌ ßɫ[∥ˀ∥߿߿ ≤ Ɗ/ࠃ] ≤ ࡱΘ(Ɗ)−߿
ࡦ �ȋȝȴɻʉ Œȋȋ ʉǞƟ ʻȴȋʞȝƟ ȴǇ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁʞŷƟ ǇŒȋȋɻ ǩȣ ǩʉɻ ƁȴɫȣƟɫɻࡪ Œȣƌ
ʉǞƟɻƟ ƁȴɫȣƟɫɻ ȋǩƟ ǇŒɫ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋࡱ

ࠄ߾

%



ϫ˺΄˺Й˺Сϡ

ࡦ oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ŷƟǞŒʻƟɻ ʻƟɫˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉȋˈ Ǉɫȴȝ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ �� �ƟȝȝŒࢎ ɫƟƌʞƁƟɻ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ
ȋȴʿƟɫ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉǞŒʉ ǩɻ ɻʉǩȋȋ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ʉȴ ƁŒɠʉʞɫƟ
ʉǞǩɻ ŷƟǞŒʻǩȴɫ ȴȣ Œ ɻʞŷɻƟʉ ȴǇ Ƞ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ŷƟ ƁŒɫƟǇʞȋ ʿǞƟȣ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǩȣʉʞǩʉǩȴȣ Ǉȴɫ
ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ŷƟ ƁŒɫƟǇʞȋ ʿǞƟȣ ȝȴƌƟȋǩȣǊ ƌŒʉŒ Œɻ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻ
ǩȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ

ࠅ߾


