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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱ߽߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠅ

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ īƟ ʞɠȋȴŒƌƟƌ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ȋŒɻʉ ȣǩǊǞʉࡱ xʉ ʿǩȋȋ ŷƟ ƌʞƟ �ȴȣƌŒˈ
ࠅ߿ࡷࠆ Œʉ ࡱɠȝࠅ

ࡦ ðʉŒɫʉ ƟŒɫȋ ̍ࡱ cǩʻƟ ˈȴʞɫɻƟȋǇ ʉǩȝƟ ʉȴ ȝʞȋȋ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝɻࡱ
ࡦ ðȴȝƟ ɫƟȝǩȣƌƟɫɻ Ǉɫȴȝ ˈȴʞɫ ǇɫǩƟȣƌȋˈ ࠁ߾ࠂ ǊɫŒƌǩȣǊ ɻʉŒǇǇࡩ
ࡦ ĳȴʞ ȣƟƟƌ ʉȴ ȝŒɫȅ ˈȴʞɫ Ǌɫȴʞɠ࢙ȝŒʉƟɻ Œɻ ɠŒɫʉ ȴǇ ʉǞƟ ɻʞŷȝǩɻɻǩȴȣ
ǩȣ cɫŒƌƟɻƁȴɠƟࡱ �ʞɻʉ ǞŒʻǩȣǊ ʉǞƟǩɫ ȣŒȝƟ ȴȣ ʿɫǩʉʉƟȣ ȴȣ ʉǞƟ Ǉɫȴȣʉ
ɠŒǊƟ ǩɻ ȣȴʉ ƟȣȴʞǊǞࡱ

ࡦ üŒǊ ʉǞƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣ ȴǇ ƟŒƁǞ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ɻʞŷɧʞƟɻʉǩȴȣࡪ ȣȴʉ ǽʞɻʉ ʉǞƟ
˨ɫɻʉ ɠŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ Ǉʞȋȋ ɧʞƟɻʉǩȴȣࡱ

ࡦ xǇ ˈȴʞ ʿɫǩʉƟ ǩȣ ɠƟȣƁǩȋ ɠȋƟŒɻƟ ŷƟ ɻʞɫƟ ʉȴ ʿɫǩʉƟ ƌŒɫȅȋ ̍ࡱ xʉ ƁŒȣ ŷƟ
ʻƟɫˈ ǞŒɫƌ ʉȴ ɫƟŒƌ ȴȣƁƟ ɻƁŒȣȣƟƌࡱ

ࡦ äʞǩ˔ ࠁ ǩɻ ƌʞƟ �ȴȣƌŒˈ Œʉ ࡱɠȝࠅ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ #ȴȴɻʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻʞƁƁƟɻɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ƌǩɻʉǩȣƁʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ
ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȝƟƌǩŒȣ ʉɫǩƁȅࡱ

ࡦ ðȅƟʉƁǞƟƌ ʉǞƟ ǩƌƟŒ ȴǇ ɠɫŒƁʉǩƁŒȋ ƌǩɻʉǩȣƁʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ
�ȴǊ�ȴǊ Œȣƌ oˈɠƟɫ�ȴǊ�ȴǊࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ȴȣ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞࡱ �ǩȣoŒɻǞǩȣǊ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞƟ
�ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉʿȴ ɻƟʉɻࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ �ǩȣoŒɻǞ Œȣƌ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࡱࢎ�ðoࢍ
ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ȴǇ �ðo ʉȴ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ #ȴȴɻʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻʞƁƁƟɻɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ƌǩɻʉǩȣƁʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ
ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȝƟƌǩŒȣ ʉɫǩƁȅࡱ

ࡦ ðȅƟʉƁǞƟƌ ʉǞƟ ǩƌƟŒ ȴǇ ɠɫŒƁʉǩƁŒȋ ƌǩɻʉǩȣƁʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ
�ȴǊ�ȴǊ Œȣƌ oˈɠƟɫ�ȴǊ�ȴǊࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ȴȣ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞࡱ �ǩȣoŒɻǞǩȣǊ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞƟ
�ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉʿȴ ɻƟʉɻࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ �ǩȣoŒɻǞ Œȣƌ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࡱࢎ�ðoࢍ
ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ȴǇ �ðo ʉȴ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞࡱ

߿



˺̤̤˺Ϙ̭ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

�ŒƁƁŒɫƌ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ �(�,#) = |�∩#|
|�∪#| =

# ɻǞŒɫƟƌ ƟȋƟȝƟȣʉɻ
# ʉȴʉŒȋ ƟȋƟȝƟȣʉɻ .

üʿȴ +ȴȝȝȴȣ ċɻƟ +ŒɻƟɻࡩ

ࡦ £ƟŒɫ £ƟǩǊǞŷȴɫ ðƟŒɫƁǞࡩ oŒʻƟ Œ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ȴǇ Ƞ ɻƟʉɻࡷŷǩʉ ɻʉɫǩȣǊɻ
Œȣƌ ǊǩʻƟȣ Œ ɻƟʉ ࡪ� ʿŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ ǩǇ ǩʉ ǞŒɻ ǞǩǊǞ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ʉȴ
ŒȣˈʉǞǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟࡱ £ŒǩʻƟȋˈ Ω(Ƞ) ʉǩȝƟࡱ

ࡦ �ȋȋ࢙ɠŒǩɫɻ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ðƟŒɫƁǞࡩ oŒʻƟ Ƞ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟʉɻࡷŷǩʉ ɻʉɫǩȣǊɻࡱ
īŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉ ̍ࡱ £ŒǩʻƟȋˈ Ω(Ƞ߿) ʉǩȝƟࡱ

ࠀ
- .



ΓͮΗͩ˺ϡͩͮΗ͞ ͘ΧϘ ˺̤̤˺Ϙ̭ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

�ǦȠmŒɵǛ(�) = ȝǩȣŒ∈� Ǟ(Œ) ʿǞƟɫƟ Ǟ : Ă→ [߽, [߾ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

`ȴɫ ʉʿȴ ɻƟʉɻ � Œȣƌ ࡪ# ʿǞŒʉ ǩɻ ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#))ࡲ

+ȋŒǩȝࡩ �ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#) ȴȣȋˈ ǩǇ Œȣ ǩʉƟȝ ǩȣ � ∩ # ǞŒɻ
ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ǞŒɻǞ ʻŒȋʞƟ ǩȣ ŷȴʉǞ ɻƟʉɻࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = ?

|� ∩ #|
ʉȴʉŒȋ # ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ

=
|� ∩ #|
|� ∪ #| = �(�,#).

ࠁ

E l - -



ΓͮΗͩ˺ϡͩͮΗ͞ ͘ΧϘ ˺̤̤˺Ϙ̭ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

�ǦȠmŒɵǛ(�) = ȝǩȣŒ∈� Ǟ(Œ) ʿǞƟɫƟ Ǟ : Ă→ [߽, [߾ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

`ȴɫ ʉʿȴ ɻƟʉɻ � Œȣƌ ࡪ# ʿǞŒʉ ǩɻ ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#))ࡲ

+ȋŒǩȝࡩ �ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#) ȴȣȋˈ ǩǇ Œȣ ǩʉƟȝ ǩȣ � ∩ # ǞŒɻ
ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ǞŒɻǞ ʻŒȋʞƟ ǩȣ ŷȴʉǞ ɻƟʉɻࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = ?

|� ∩ #|
ʉȴʉŒȋ # ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ

=
|� ∩ #|
|� ∪ #| = �(�,#).

ࠁ

a . - -

+ -
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ΓͮΗͩ˺ϡͩͮΗ͞ ͘ΧϘ ˺̤̤˺Ϙ̭ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

�ǦȠmŒɵǛ(�) = ȝǩȣŒ∈� Ǟ(Œ) ʿǞƟɫƟ Ǟ : Ă→ [߽, [߾ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

`ȴɫ ʉʿȴ ɻƟʉɻ � Œȣƌ ࡪ# ʿǞŒʉ ǩɻ ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#))ࡲ

+ȋŒǩȝࡩ �ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#) ȴȣȋˈ ǩǇ Œȣ ǩʉƟȝ ǩȣ � ∩ # ǞŒɻ
ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ǞŒɻǞ ʻŒȋʞƟ ǩȣ ŷȴʉǞ ɻƟʉɻࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = ?

|� ∩ #|
ʉȴʉŒȋ # ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ

=
|� ∩ #|
|� ∪ #| = �(�,#).

ࠁ

- .



ΓͮΗͩ˺ϡͩͮΗ͞ ͘ΧϘ ˺̤̤˺Ϙ̭ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

�ǦȠmŒɵǛ(�) = ȝǩȣŒ∈� Ǟ(Œ) ʿǞƟɫƟ Ǟ : Ă→ [߽, [߾ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

`ȴɫ ʉʿȴ ɻƟʉɻ � Œȣƌ ࡪ# ʿǞŒʉ ǩɻ ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#))ࡲ

+ȋŒǩȝࡩ �ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#) ȴȣȋˈ ǩǇ Œȣ ǩʉƟȝ ǩȣ � ∩ # ǞŒɻ
ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ǞŒɻǞ ʻŒȋʞƟ ǩȣ ŷȴʉǞ ɻƟʉɻࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = |� ∩ #|
ʉȴʉŒȋ # ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ

=
|� ∩ #|
|� ∪ #| = �(�,#).

ࠁ



ΓͮΗͩ˺ϡͩͮΗ͞ ͘ΧϘ ˺̤̤˺Ϙ̭ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

�ǦȠmŒɵǛ(�) = ȝǩȣŒ∈� Ǟ(Œ) ʿǞƟɫƟ Ǟ : Ă→ [߽, [߾ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

`ȴɫ ʉʿȴ ɻƟʉɻ � Œȣƌ ࡪ# ʿǞŒʉ ǩɻ ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#))ࡲ

+ȋŒǩȝࡩ �ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#) ȴȣȋˈ ǩǇ Œȣ ǩʉƟȝ ǩȣ � ∩ # ǞŒɻ
ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ǞŒɻǞ ʻŒȋʞƟ ǩȣ ŷȴʉǞ ɻƟʉɻࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = |� ∩ #|
ʉȴʉŒȋ # ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ

=
|� ∩ #|
|� ∪ #|

= �(�,#).

ࠁ



ΓͮΗͩ˺ϡͩͮΗ͞ ͘ΧϘ ˺̤̤˺Ϙ̭ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

�ǦȠmŒɵǛ(�) = ȝǩȣŒ∈� Ǟ(Œ) ʿǞƟɫƟ Ǟ : Ă→ [߽, [߾ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

`ȴɫ ʉʿȴ ɻƟʉɻ � Œȣƌ ࡪ# ʿǞŒʉ ǩɻ ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#))ࡲ

+ȋŒǩȝࡩ �ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#) ȴȣȋˈ ǩǇ Œȣ ǩʉƟȝ ǩȣ � ∩ # ǞŒɻ
ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ǞŒɻǞ ʻŒȋʞƟ ǩȣ ŷȴʉǞ ɻƟʉɻࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = |� ∩ #|
ʉȴʉŒȋ # ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ

=
|� ∩ #|
|� ∪ #| = �(�,#).

ࠁ
P i m p

-



ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

ċɠɻǞȴʉࡩ �ǩȣoŒɻǞ ɫƟƌʞƁƟɻ ƟɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ʉȴ
ƁǞƟƁȅǩȣǊ ƟɧʞŒȋǩʉˈ ȴǇ Œ ɵǦȠǈȈƝ ȠʗȚŶƝɥࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = �(�,#).

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࡱࢎ�ðoࢍ
ࡦ � ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ǞǩǊǞƟɫ ʿǞƟȣ ʉʿȴ
ǩȣɠʞʉɻ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫ ƁŒȣࢍ ƌƟɻǩǊȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁɻࢎࡱ

ࠂ



ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

ċɠɻǞȴʉࡩ �ǩȣoŒɻǞ ɫƟƌʞƁƟɻ ƟɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ʉȴ
ƁǞƟƁȅǩȣǊ ƟɧʞŒȋǩʉˈ ȴǇ Œ ɵǦȠǈȈƝ ȠʗȚŶƝɥࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = �(�,#).

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࡱࢎ�ðoࢍ

ࡦ � ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ǞǩǊǞƟɫ ʿǞƟȣ ʉʿȴ
ǩȣɠʞʉɻ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫ ƁŒȣࢍ ƌƟɻǩǊȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁɻࢎࡱ

ࠂ



ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

ċɠɻǞȴʉࡩ �ǩȣoŒɻǞ ɫƟƌʞƁƟɻ ƟɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ʉȴ
ƁǞƟƁȅǩȣǊ ƟɧʞŒȋǩʉˈ ȴǇ Œ ɵǦȠǈȈƝ ȠʗȚŶƝɥࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = �(�,#).

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࡱࢎ�ðoࢍ
ࡦ � ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ǞǩǊǞƟɫ ʿǞƟȣ ʉʿȴ
ǩȣɠʞʉɻ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫ ƁŒȣࢍ ƌƟɻǩǊȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁɻࢎࡱ

ࠂ



ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

ċɠɻǞȴʉࡩ �ǩȣoŒɻǞ ɫƟƌʞƁƟɻ ƟɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ʉȴ
ƁǞƟƁȅǩȣǊ ƟɧʞŒȋǩʉˈ ȴǇ Œ ɵǦȠǈȈƝ ȠʗȚŶƝɥࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = �(�,#).

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࡱࢎ�ðoࢍ
ࡦ � ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ǞǩǊǞƟɫ ʿǞƟȣ ʉʿȴ
ǩȣɠʞʉɻ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫ ƁŒȣࢍ ƌƟɻǩǊȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁɻࢎࡱ

ࠂ



ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

ċɠɻǞȴʉࡩ �ǩȣoŒɻǞ ɫƟƌʞƁƟɻ ƟɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ʉȴ
ƁǞƟƁȅǩȣǊ ƟɧʞŒȋǩʉˈ ȴǇ Œ ɵǦȠǈȈƝ ȠʗȚŶƝɥࡱ

ßɫ(�ǦȠmŒɵǛ(�) = �ǦȠmŒɵǛ(#)) = �(�,#).

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࡱࢎ�ðoࢍ
ࡦ � ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ǞǩǊǞƟɫ ʿǞƟȣ ʉʿȴ
ǩȣɠʞʉɻ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫ ƁŒȣࢍ ƌƟɻǩǊȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁɻࢎࡱ

ࠂ

-

-



Ήϡͩ ͘ΧϘ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС ϡ̺˺Ϙ̤ͩ

oȴʿ ƌȴƟɻ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࢎ�ðoࢍ ǞƟȋɠ ʿǩʉǞ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ
ɻƟŒɫƁǞࡲ

ࡦ £ƟŒɫ £ƟǩǊǞŷȴɫ ðƟŒɫƁǞࡩ cǩʻƟȣ ǩʉƟȝ ˀࡪ ƁȴȝɠʞʉƟ Ǟ(ˀ)ࡱ ´ȣȋˈ
ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ɻǩȝǩȋŒɫ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ʉǞƟ Ǟ(ˀ) ŷʞƁȅƟʉ ȴǇ ʉǞƟ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟࡱ

ࡦ �ȋȋ࢙ɠŒǩɫɻ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ðƟŒɫƁǞࡩ ðƁŒȣ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ŷʞƁȅƟʉɻ ȴǇ ʉǞƟ
ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œȣƌ ȋȴȴȅ Ǉȴɫ ɻǩȝǩȋŒɫ ɠŒǩɫɻ ʿǩʉǞǩȣ ƟŒƁǞ ŷʞƁȅƟʉࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ʞɻƟ Ǟ(ˀ) = Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ)) ʿǞƟɫƟ Ǌ : [߽, [߾ → [Ƞ] ǩɻ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ īǞˈࡲ

ࠃ



Ήϡͩ ͘ΧϘ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС ϡ̺˺Ϙ̤ͩ

oȴʿ ƌȴƟɻ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࢎ�ðoࢍ ǞƟȋɠ ʿǩʉǞ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ
ɻƟŒɫƁǞࡲ

ࡦ £ƟŒɫ £ƟǩǊǞŷȴɫ ðƟŒɫƁǞࡩ cǩʻƟȣ ǩʉƟȝ ˀࡪ ƁȴȝɠʞʉƟ Ǟ(ˀ)ࡱ ´ȣȋˈ
ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ɻǩȝǩȋŒɫ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ʉǞƟ Ǟ(ˀ) ŷʞƁȅƟʉ ȴǇ ʉǞƟ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟࡱ

ࡦ �ȋȋ࢙ɠŒǩɫɻ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ðƟŒɫƁǞࡩ ðƁŒȣ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ŷʞƁȅƟʉɻ ȴǇ ʉǞƟ
ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œȣƌ ȋȴȴȅ Ǉȴɫ ɻǩȝǩȋŒɫ ɠŒǩɫɻ ʿǩʉǞǩȣ ƟŒƁǞ ŷʞƁȅƟʉࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ʞɻƟ Ǟ(ˀ) = Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ)) ʿǞƟɫƟ Ǌ : [߽, [߾ → [Ƞ] ǩɻ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ īǞˈࡲ

ࠃ

← o f



Ήϡͩ ͘ΧϘ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС ϡ̺˺Ϙ̤ͩ

oȴʿ ƌȴƟɻ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࢎ�ðoࢍ ǞƟȋɠ ʿǩʉǞ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ
ɻƟŒɫƁǞࡲ

ࡦ £ƟŒɫ £ƟǩǊǞŷȴɫ ðƟŒɫƁǞࡩ cǩʻƟȣ ǩʉƟȝ ˀࡪ ƁȴȝɠʞʉƟ Ǟ(ˀ)ࡱ ´ȣȋˈ
ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ɻǩȝǩȋŒɫ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ʉǞƟ Ǟ(ˀ) ŷʞƁȅƟʉ ȴǇ ʉǞƟ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟࡱ

ࡦ �ȋȋ࢙ɠŒǩɫɻ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ðƟŒɫƁǞࡩ ðƁŒȣ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ŷʞƁȅƟʉɻ ȴǇ ʉǞƟ
ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œȣƌ ȋȴȴȅ Ǉȴɫ ɻǩȝǩȋŒɫ ɠŒǩɫɻ ʿǩʉǞǩȣ ƟŒƁǞ ŷʞƁȅƟʉࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ʞɻƟ Ǟ(ˀ) = Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ)) ʿǞƟɫƟ Ǌ : [߽, [߾ → [Ƞ] ǩɻ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ īǞˈࡲ

ࠃ

§



Ήϡͩ ͘ΧϘ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС ϡ̺˺Ϙ̤ͩ

oȴʿ ƌȴƟɻ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞǩȣǊ ࢎ�ðoࢍ ǞƟȋɠ ʿǩʉǞ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ
ɻƟŒɫƁǞࡲ

ࡦ £ƟŒɫ £ƟǩǊǞŷȴɫ ðƟŒɫƁǞࡩ cǩʻƟȣ ǩʉƟȝ ˀࡪ ƁȴȝɠʞʉƟ Ǟ(ˀ)ࡱ ´ȣȋˈ
ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ɻǩȝǩȋŒɫ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ʉǞƟ Ǟ(ˀ) ŷʞƁȅƟʉ ȴǇ ʉǞƟ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟࡱ

ࡦ �ȋȋ࢙ɠŒǩɫɻ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ðƟŒɫƁǞࡩ ðƁŒȣ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ ŷʞƁȅƟʉɻ ȴǇ ʉǞƟ
ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œȣƌ ȋȴȴȅ Ǉȴɫ ɻǩȝǩȋŒɫ ɠŒǩɫɻ ʿǩʉǞǩȣ ƟŒƁǞ ŷʞƁȅƟʉࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ʞɻƟ Ǟ(ˀ) = Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ)) ʿǞƟɫƟ Ǌ : [߽, [߾ → [Ƞ] ǩɻ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ īǞˈࡲ ࠃ

minHashl.? minHashlx)

8%90 ininhlashly)
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-

-



Ήϡͩ Йͮϫͩ ΓͮΗͩ˺ϡͩ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ Œ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ˁࡪ ǩƌƟȣʉǩǇˈ Œȋȋ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ˀ ǩȣ Œ
ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȴǇࢍ ʉǞƟǩɫ ɻǞǩȣǊȋƟ ɻƟʉɻࢎ
�(ˀ, ˁ) ≥ ࡱ߿/߾

´ʞɫ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ

ࡦ +ɫƟŒʉƟ Œ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Țࡪ ƁǞȴȴɻƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ : [߽, [߾ → [Ț]ࡪ Œȣƌ ǩȣɻƟɫʉ ƟʻƟɫˈ ǩʉƟȝ ˀ ǩȣʉȴ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ))ࡱ ðƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))ࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ)) = Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))] ŒɻɻʞȝǩȣǊ
�(ˀ, ˁ) = ߿/߾ Œȣƌ Ǌ ǩɻ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟࡲ

ࡦ `ȴɫ ƟʻƟɫˈ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ˀ ǩȣ ˈȴʞɫ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ≥ ߿/߾
ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ˨ȣƌ ˀ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))ࡲ

ࠄ

-



Ήϡͩ Йͮϫͩ ΓͮΗͩ˺ϡͩ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ Œ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ˁࡪ ǩƌƟȣʉǩǇˈ Œȋȋ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ˀ ǩȣ Œ
ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȴǇࢍ ʉǞƟǩɫ ɻǞǩȣǊȋƟ ɻƟʉɻࢎ
�(ˀ, ˁ) ≥ ࡱ߿/߾

´ʞɫ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ

ࡦ +ɫƟŒʉƟ Œ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Țࡪ ƁǞȴȴɻƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ : [߽, [߾ → [Ț]ࡪ Œȣƌ ǩȣɻƟɫʉ ƟʻƟɫˈ ǩʉƟȝ ˀ ǩȣʉȴ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ))ࡱ ðƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))ࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ)) = Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))] ŒɻɻʞȝǩȣǊ
�(ˀ, ˁ) = ߿/߾ Œȣƌ Ǌ ǩɻ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟࡲ

ࡦ `ȴɫ ƟʻƟɫˈ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ˀ ǩȣ ˈȴʞɫ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ≥ ߿/߾
ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ˨ȣƌ ˀ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))ࡲ

ࠄ

[



Ήϡͩ Йͮϫͩ ΓͮΗͩ˺ϡͩ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ Œ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ˁࡪ ǩƌƟȣʉǩǇˈ Œȋȋ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ˀ ǩȣ Œ
ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȴǇࢍ ʉǞƟǩɫ ɻǞǩȣǊȋƟ ɻƟʉɻࢎ
�(ˀ, ˁ) ≥ ࡱ߿/߾

´ʞɫ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ

ࡦ +ɫƟŒʉƟ Œ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Țࡪ ƁǞȴȴɻƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ : [߽, [߾ → [Ț]ࡪ Œȣƌ ǩȣɻƟɫʉ ƟʻƟɫˈ ǩʉƟȝ ˀ ǩȣʉȴ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ))ࡱ ðƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))ࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ)) = Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))] ŒɻɻʞȝǩȣǊ
�(ˀ, ˁ) = ߿/߾ Œȣƌ Ǌ ǩɻ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟࡲ

ࡦ `ȴɫ ƟʻƟɫˈ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ˀ ǩȣ ˈȴʞɫ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ≥ ߿/߾
ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ˨ȣƌ ˀ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))ࡲ

ࠄ

Pn¥m
H Cx)) s g
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Ήϡͩ Йͮϫͩ ΓͮΗͩ˺ϡͩ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ Œ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ˁࡪ ǩƌƟȣʉǩǇˈ Œȋȋ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ˀ ǩȣ Œ
ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȴǇࢍ ʉǞƟǩɫ ɻǞǩȣǊȋƟ ɻƟʉɻࢎ
�(ˀ, ˁ) ≥ ࡱ߿/߾

´ʞɫ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ

ࡦ +ɫƟŒʉƟ Œ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Țࡪ ƁǞȴȴɻƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ : [߽, [߾ → [Ț]ࡪ Œȣƌ ǩȣɻƟɫʉ ƟʻƟɫˈ ǩʉƟȝ ˀ ǩȣʉȴ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ))ࡱ ðƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))ࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˀ)) = Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))] ŒɻɻʞȝǩȣǊ
�(ˀ, ˁ) = ߿/߾ Œȣƌ Ǌ ǩɻ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟࡲ

ࡦ `ȴɫ ƟʻƟɫˈ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ˀ ǩȣ ˈȴʞɫ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ≥ ߿/߾
ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ˨ȣƌ ˀ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�ǦȠmŒɵǛ(ˁ))ࡲ

ࠄ
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īǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ʞɻƟ ȴǇ �ǩȣoŒɻǞࡪ ʿƟ ȝǩɻɻ Œ ȝŒʉƁǞ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾
ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɫƟƌʞƁƟ ʉǞǩɻ ǇŒȋɻƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒʉƟࡲ

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ æʞȣ �ǩȣoŒɻǞ ʂ ʉǩȝƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ ǞŒɻǞ
ʻŒȋʞƟɻ �m߾(ˀ), . . . ,�mʂ(ˀ)ࡱ �ɠɠȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ ʉȴ ȝŒɠ Œȋȋ
ʉǞƟɻƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉȴ ȋȴƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ

ࡦ üȴ ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁࡪ ȋȴȴȅ Œʉ Œȋȋ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�m߾(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ɵʂ߾ ʉŒŷȋƟࡪ ŷʞƁȅƟʉ Ǌ(�m߿(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ȠƊ߿ ʉŒŷȋƟࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ

−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾
( ߾
߿
)ʂ

≈ ࠆࠆ. Ǉȴɫ ʂ = .ࠄ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ࠁ/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ
−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾

( ࠀ
ࠁ
)ʂ ≈ ࠄࠅ. Ǉȴɫ ʂ = ࡱࠄ

ßȴʉƟȣʉǩŒȋ Ǉȴɫ Œ ȋȴʉ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ɠȴɻǩʉǩʻƟɻ ðȋȴʿɻ ƌȴʿȣ ɻƟŒɫƁǞ ʉǩȝƟࡱ

ࠅ
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īǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ʞɻƟ ȴǇ �ǩȣoŒɻǞࡪ ʿƟ ȝǩɻɻ Œ ȝŒʉƁǞ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾
ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɫƟƌʞƁƟ ʉǞǩɻ ǇŒȋɻƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒʉƟࡲ

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ æʞȣ �ǩȣoŒɻǞ ʂ ʉǩȝƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ ǞŒɻǞ
ʻŒȋʞƟɻ �m߾(ˀ), . . . ,�mʂ(ˀ)ࡱ �ɠɠȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ ʉȴ ȝŒɠ Œȋȋ
ʉǞƟɻƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉȴ ȋȴƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ

ࡦ üȴ ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁࡪ ȋȴȴȅ Œʉ Œȋȋ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�m߾(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ɵʂ߾ ʉŒŷȋƟࡪ ŷʞƁȅƟʉ Ǌ(�m߿(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ȠƊ߿ ʉŒŷȋƟࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ

−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾
( ߾
߿
)ʂ

≈ ࠆࠆ. Ǉȴɫ ʂ = .ࠄ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ࠁ/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ
−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾

( ࠀ
ࠁ
)ʂ ≈ ࠄࠅ. Ǉȴɫ ʂ = ࡱࠄ

ßȴʉƟȣʉǩŒȋ Ǉȴɫ Œ ȋȴʉ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ɠȴɻǩʉǩʻƟɻ ðȋȴʿɻ ƌȴʿȣ ɻƟŒɫƁǞ ʉǩȝƟࡱ
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īǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ʞɻƟ ȴǇ �ǩȣoŒɻǞࡪ ʿƟ ȝǩɻɻ Œ ȝŒʉƁǞ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾
ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɫƟƌʞƁƟ ʉǞǩɻ ǇŒȋɻƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒʉƟࡲ

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ æʞȣ �ǩȣoŒɻǞ ʂ ʉǩȝƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ ǞŒɻǞ
ʻŒȋʞƟɻ �m߾(ˀ), . . . ,�mʂ(ˀ)ࡱ �ɠɠȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ ʉȴ ȝŒɠ Œȋȋ
ʉǞƟɻƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉȴ ȋȴƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ

ࡦ üȴ ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁࡪ ȋȴȴȅ Œʉ Œȋȋ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�m߾(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ɵʂ߾ ʉŒŷȋƟࡪ ŷʞƁȅƟʉ Ǌ(�m߿(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ȠƊ߿ ʉŒŷȋƟࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ

−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾
( ߾
߿
)ʂ

≈ ࠆࠆ. Ǉȴɫ ʂ = .ࠄ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ࠁ/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ
−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾

( ࠀ
ࠁ
)ʂ ≈ ࠄࠅ. Ǉȴɫ ʂ = ࡱࠄ

ßȴʉƟȣʉǩŒȋ Ǉȴɫ Œ ȋȴʉ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ɠȴɻǩʉǩʻƟɻ ðȋȴʿɻ ƌȴʿȣ ɻƟŒɫƁǞ ʉǩȝƟࡱ

ࠅ
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īǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ʞɻƟ ȴǇ �ǩȣoŒɻǞࡪ ʿƟ ȝǩɻɻ Œ ȝŒʉƁǞ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾
ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɫƟƌʞƁƟ ʉǞǩɻ ǇŒȋɻƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒʉƟࡲ

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ æʞȣ �ǩȣoŒɻǞ ʂ ʉǩȝƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ ǞŒɻǞ
ʻŒȋʞƟɻ �m߾(ˀ), . . . ,�mʂ(ˀ)ࡱ �ɠɠȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ ʉȴ ȝŒɠ Œȋȋ
ʉǞƟɻƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉȴ ȋȴƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ

ࡦ üȴ ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁࡪ ȋȴȴȅ Œʉ Œȋȋ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�m߾(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ɵʂ߾ ʉŒŷȋƟࡪ ŷʞƁȅƟʉ Ǌ(�m߿(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ȠƊ߿ ʉŒŷȋƟࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ

−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾
( ߾
߿
)ʂ

≈ ࠆࠆ. Ǉȴɫ ʂ = .ࠄ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ࠁ/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ
−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾

( ࠀ
ࠁ
)ʂ ≈ ࠄࠅ. Ǉȴɫ ʂ = ࡱࠄ

ßȴʉƟȣʉǩŒȋ Ǉȴɫ Œ ȋȴʉ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ɠȴɻǩʉǩʻƟɻ ðȋȴʿɻ ƌȴʿȣ ɻƟŒɫƁǞ ʉǩȝƟࡱ

ࠅ



Ϙ̺̭Ϻ̤ͮΗ͞ ͘˺Ήϡ̺ Η̺͞˺ϫͮЖ̺ϡ

īǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ʞɻƟ ȴǇ �ǩȣoŒɻǞࡪ ʿƟ ȝǩɻɻ Œ ȝŒʉƁǞ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾
ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɫƟƌʞƁƟ ʉǞǩɻ ǇŒȋɻƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒʉƟࡲ

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ æʞȣ �ǩȣoŒɻǞ ʂ ʉǩȝƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ ǞŒɻǞ
ʻŒȋʞƟɻ �m߾(ˀ), . . . ,�mʂ(ˀ)ࡱ �ɠɠȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ ʉȴ ȝŒɠ Œȋȋ
ʉǞƟɻƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉȴ ȋȴƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ

ࡦ üȴ ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁࡪ ȋȴȴȅ Œʉ Œȋȋ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�m߾(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ɵʂ߾ ʉŒŷȋƟࡪ ŷʞƁȅƟʉ Ǌ(�m߿(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ȠƊ߿ ʉŒŷȋƟࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ
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ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɫƟƌʞƁƟ ʉǞǩɻ ǇŒȋɻƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒʉƟࡲ
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ʻŒȋʞƟɻ �m߾(ˀ), . . . ,�mʂ(ˀ)ࡱ �ɠɠȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ ʉȴ ȝŒɠ Œȋȋ
ʉǞƟɻƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉȴ ȋȴƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ
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ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ
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ʉǞƟɻƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉȴ ȋȴƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ
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߿
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ࠁ
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æƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ æʞȣ �ǩȣoŒɻǞ ʂ ʉǩȝƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ ǞŒɻǞ
ʻŒȋʞƟɻ �m߾(ˀ), . . . ,�mʂ(ˀ)ࡱ �ɠɠȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ ʉȴ ȝŒɠ Œȋȋ
ʉǞƟɻƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉȴ ȋȴƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ

ࡦ üȴ ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁࡪ ȋȴȴȅ Œʉ Œȋȋ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
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ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
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߿
)ʂ ≈ ࠆࠆ. Ǉȴɫ ʂ = .ࠄ
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ࠁ
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Ǌ(�m߾(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ɵʂ߾ ʉŒŷȋƟࡪ ŷʞƁȅƟʉ Ǌ(�m߿(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ȠƊ߿ ʉŒŷȋƟࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ
−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾

( ߾
߿
)ʂ ≈ ࠆࠆ. Ǉȴɫ ʂ = .ࠄ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ࠁ/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ
−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾

( ࠀ
ࠁ
)ʂ ≈ ࠄࠅ. Ǉȴɫ ʂ = ࡱࠄ

ßȴʉƟȣʉǩŒȋ Ǉȴɫ Œ ȋȴʉ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ɠȴɻǩʉǩʻƟɻ ðȋȴʿɻ ƌȴʿȣ ɻƟŒɫƁǞ ʉǩȝƟࡱ

ࠅ
false negativequery( y ) , Jays>112 I

don't

× i n the s u n bucket u s y



Ϙ̺̭Ϻ̤ͮΗ͞ ͘˺Ήϡ̺ Η̺͞˺ϫͮЖ̺ϡ

īǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ʞɻƟ ȴǇ �ǩȣoŒɻǞࡪ ʿƟ ȝǩɻɻ Œ ȝŒʉƁǞ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾
ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ɫƟƌʞƁƟ ʉǞǩɻ ǇŒȋɻƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒʉƟࡲ

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ æʞȣ �ǩȣoŒɻǞ ʂ ʉǩȝƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉȴ ɠɫȴƌʞƁƟ ǞŒɻǞ
ʻŒȋʞƟɻ �m߾(ˀ), . . . ,�mʂ(ˀ)ࡱ �ɠɠȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǌ ʉȴ ȝŒɠ Œȋȋ
ʉǞƟɻƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉȴ ȋȴƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ

ࡦ üȴ ɻƟŒɫƁǞ Ǉȴɫ ǩʉƟȝɻ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ˁࡪ ȋȴȴȅ Œʉ Œȋȋ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ŷʞƁȅƟʉ
Ǌ(�m߾(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ɵʂ߾ ʉŒŷȋƟࡪ ŷʞƁȅƟʉ Ǌ(�m߿(ˁ)) ȴǇ ʉǞƟ ȠƊ߿ ʉŒŷȋƟࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ߿/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ
−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾

( ߾
߿
)ʂ ≈ ࠆࠆ. Ǉȴɫ ʂ = .ࠄ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) = ࠁ/߾ ǩɻ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟɻƟ ŷʞƁȅƟʉɻࡪ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ǉȴɫ ɻǩȝɠȋǩƁǩʉˈ Ǌ ǞŒɻ ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ
−߾ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢍ ǩȣ ȠȰ ŷʞƁȅƟʉɻࢎ = −߾

( ࠀ
ࠁ
)ʂ ≈ ࠄࠅ. Ǉȴɫ ʂ = ࡱࠄ

ßȴʉƟȣʉǩŒȋ Ǉȴɫ Œ ȋȴʉ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ɠȴɻǩʉǩʻƟɻ ðȋȴʿɻ ƌȴʿȣ ɻƟŒɫƁǞ ʉǩȝƟࡱ ࠅ

MinHush: sets → [ m y

¥9

:



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ŷŒȋŒȣƁƟ Œ ɻȝŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟɻ Œࢍ ǞǩǊǞ Ǟǩʉ
ɫŒʉƟࢎ ʿǩʉǞ Œ ɻȝŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ɠȴɻǩʉǩʻƟɻ Œࢍ ɻȝŒȋȋ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟࢎࡱ

+ɫƟŒʉƟ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ DŒƁǞ ǩɻ ǩȣƌƟˇƟƌ ǩȣʉȴ ȣȴʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȣǊȋƟ �ǩȣoŒɻǞ
ʻŒȋʞƟࡪ ŷʞʉ ʿǩʉǞ ɥ ʻŒȋʞƟɻࡪ ŒɠɠƟȣƌƟƌ ʉȴǊƟʉǞƟɫࡱ � ȋƟȣǊʉǞ ɥ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟࡱ

ࠆ



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ŷŒȋŒȣƁƟ Œ ɻȝŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟɻ Œࢍ ǞǩǊǞ Ǟǩʉ
ɫŒʉƟࢎ ʿǩʉǞ Œ ɻȝŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ɠȴɻǩʉǩʻƟɻ Œࢍ ɻȝŒȋȋ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟࢎࡱ

+ɫƟŒʉƟ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡱ DŒƁǞ ǩɻ ǩȣƌƟˇƟƌ ǩȣʉȴ ȣȴʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȣǊȋƟ �ǩȣoŒɻǞ
ʻŒȋʞƟࡪ ŷʞʉ ʿǩʉǞ ɥ ʻŒȋʞƟɻࡪ ŒɠɠƟȣƌƟƌ ʉȴǊƟʉǞƟɫࡱ � ȋƟȣǊʉǞ ɥ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟࡱ ࠆ

X > [5 ,-011.05]×€⇒)e
so. .- D -

g -Cas,-01,.o§-µ
-

-

t - r
-



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

+ȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡪ ʞɻǩȣǊ �ǩȣoŒɻǞ
ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɥࡱ `ȴɫ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǞŒɻǞ ȝŒʉƁǞƟɻࡱ
ßɫ

[
�mǦ,Ǻ(ˀ) = �mǦ,Ǻ(ˁ)

]
= �(ˀ, ˁ) = ɵࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ǞŒʻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡱ
ßɫ

[
�mǦ,߾(ˀ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˀ) = �mǦ,߾(ˁ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˁ)

]

= ɵɥ

ࡱ
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡩ

−߾ ɵɥ.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ŒȈȈ ɥƝɛƝʂǦʂǦȰȠɵࡩ −߾) ɵɥ)ʂ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ

oǩʉ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂ.

߽߾

-



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

+ȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡪ ʞɻǩȣǊ �ǩȣoŒɻǞ
ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɥࡱ `ȴɫ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǞŒɻǞ ȝŒʉƁǞƟɻࡱ
ßɫ

[
�mǦ,Ǻ(ˀ) = �mǦ,Ǻ(ˁ)

]
= �(ˀ, ˁ) = ɵࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ǞŒʻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡱ
ßɫ

[
�mǦ,߾(ˀ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˀ) = �mǦ,߾(ˁ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˁ)

]

= ɵɥ

ࡱ
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡩ

−߾ ɵɥ.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ŒȈȈ ɥƝɛƝʂǦʂǦȰȠɵࡩ −߾) ɵɥ)ʂ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ

oǩʉ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂ.

߽߾

- . .



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

+ȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡪ ʞɻǩȣǊ �ǩȣoŒɻǞ
ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɥࡱ `ȴɫ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǞŒɻǞ ȝŒʉƁǞƟɻࡱ
ßɫ

[
�mǦ,Ǻ(ˀ) = �mǦ,Ǻ(ˁ)

]
= �(ˀ, ˁ) = ɵࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ǞŒʻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡱ
ßɫ

[
�mǦ,߾(ˀ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˀ) = �mǦ,߾(ˁ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˁ)

]

= ɵɥ

ࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡩ

−߾ ɵɥ.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ŒȈȈ ɥƝɛƝʂǦʂǦȰȠɵࡩ −߾) ɵɥ)ʂ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ

oǩʉ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂ.

߽߾

(table)



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

+ȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡪ ʞɻǩȣǊ �ǩȣoŒɻǞ
ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɥࡱ `ȴɫ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǞŒɻǞ ȝŒʉƁǞƟɻࡱ
ßɫ

[
�mǦ,Ǻ(ˀ) = �mǦ,Ǻ(ˁ)

]
= �(ˀ, ˁ) = ɵࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ǞŒʻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡱ
ßɫ

[
�mǦ,߾(ˀ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˀ) = �mǦ,߾(ˁ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˁ)

]
= ɵɥࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡩ

−߾ ɵɥ.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ŒȈȈ ɥƝɛƝʂǦʂǦȰȠɵࡩ −߾) ɵɥ)ʂ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ

oǩʉ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂ.

߽߾

E s , .6 ,o l ] [ 5 , a 6 , ol}



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

+ȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡪ ʞɻǩȣǊ �ǩȣoŒɻǞ
ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɥࡱ `ȴɫ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǞŒɻǞ ȝŒʉƁǞƟɻࡱ
ßɫ

[
�mǦ,Ǻ(ˀ) = �mǦ,Ǻ(ˁ)

]
= �(ˀ, ˁ) = ɵࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ǞŒʻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡱ
ßɫ

[
�mǦ,߾(ˀ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˀ) = �mǦ,߾(ˁ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˁ)

]
= ɵɥࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡩ

−߾ ɵɥ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ŒȈȈ ɥƝɛƝʂǦʂǦȰȠɵࡩ −߾) ɵɥ)ʂ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ

oǩʉ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂ.

߽߾

(table)



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

+ȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡪ ʞɻǩȣǊ �ǩȣoŒɻǞ
ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɥࡱ `ȴɫ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǞŒɻǞ ȝŒʉƁǞƟɻࡱ
ßɫ

[
�mǦ,Ǻ(ˀ) = �mǦ,Ǻ(ˁ)

]
= �(ˀ, ˁ) = ɵࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ǞŒʻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡱ
ßɫ

[
�mǦ,߾(ˀ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˀ) = �mǦ,߾(ˁ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˁ)

]
= ɵɥࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡩ −߾ ɵɥ.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ŒȈȈ ɥƝɛƝʂǦʂǦȰȠɵࡩ −߾) ɵɥ)ʂ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ

oǩʉ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂ.

߽߾



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

+ȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡪ ʞɻǩȣǊ �ǩȣoŒɻǞ
ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɥࡱ `ȴɫ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǞŒɻǞ ȝŒʉƁǞƟɻࡱ
ßɫ

[
�mǦ,Ǻ(ˀ) = �mǦ,Ǻ(ˁ)

]
= �(ˀ, ˁ) = ɵࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ǞŒʻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡱ
ßɫ

[
�mǦ,߾(ˀ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˀ) = �mǦ,߾(ˁ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˁ)

]
= ɵɥࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡩ −߾ ɵɥ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ŒȈȈ ɥƝɛƝʂǦʂǦȰȠɵࡩ

−߾) ɵɥ)ʂ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ

oǩʉ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂ.

߽߾

+ labels)
repetitions



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

+ȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡪ ʞɻǩȣǊ �ǩȣoŒɻǞ
ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɥࡱ `ȴɫ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǞŒɻǞ ȝŒʉƁǞƟɻࡱ
ßɫ

[
�mǦ,Ǻ(ˀ) = �mǦ,Ǻ(ˁ)

]
= �(ˀ, ˁ) = ɵࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ǞŒʻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡱ
ßɫ

[
�mǦ,߾(ˀ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˀ) = �mǦ,߾(ˁ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˁ)

]
= ɵɥࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡩ −߾ ɵɥ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ŒȈȈ ɥƝɛƝʂǦʂǦȰȠɵࡩ −߾) ɵɥ)ʂ.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ

oǩʉ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂ.

߽߾



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

+ȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡪ ʞɻǩȣǊ �ǩȣoŒɻǞ
ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɥࡱ `ȴɫ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǞŒɻǞ ȝŒʉƁǞƟɻࡱ
ßɫ

[
�mǦ,Ǻ(ˀ) = �mǦ,Ǻ(ˁ)

]
= �(ˀ, ˁ) = ɵࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ǞŒʻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡱ
ßɫ

[
�mǦ,߾(ˀ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˀ) = �mǦ,߾(ˁ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˁ)

]
= ɵɥࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡩ −߾ ɵɥ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ŒȈȈ ɥƝɛƝʂǦʂǦȰȠɵࡩ −߾) ɵɥ)ʂ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ

oǩʉ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂ.

߽߾



̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ ͩͮϫ Ϙ˺ϫ̺ ˺Η̭ ϖϺ̺ϘС ϫͮΓ̺

+ȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʂ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻࡪ ʞɻǩȣǊ �ǩȣoŒɻǞ
ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɥࡱ `ȴɫ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵࡩ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǞŒɻǞ ȝŒʉƁǞƟɻࡱ
ßɫ

[
�mǦ,Ǻ(ˀ) = �mǦ,Ǻ(ˁ)

]
= �(ˀ, ˁ) = ɵࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ǞŒʻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟɻ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡱ
ßɫ

[
�mǦ,߾(ˀ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˀ) = �mǦ,߾(ˁ), . . . ,�mǦ,ɥ(ˁ)

]
= ɵɥࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Ǧࡩ −߾ ɵɥ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ƌȴȣࢪʉ ȝŒʉƁǞ ǩȣ ŒȈȈ ɥƝɛƝʂǦʂǦȰȠɵࡩ −߾) ɵɥ)ʂ.
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣࡩ

oǩʉ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂ.

߽߾

+=#tables
# r = signature

length
s

'-siriI v y



ϫ̺ͩ ɵ̤࢙ϺϘЖ̺

ċɻǩȣǊ ʂ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Œ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȴǇ ɥ �ǩȣoŒɻǞ ʻŒȋʞƟɻࡪ ʉǞƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ
ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ ǩɻࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂࡱ

ɥ Œȣƌ ʂ ŒɫƟ ʉʞȣƟƌ ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ ࢪüǞɫƟɻǞȴȋƌࢩ ʿǞƟȣ Ǟǩʉ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ߿/߾ ǩɻ ≈ ࡱɥ/߾(ʂ/߾) DࡱǊࡪࡱ ≈ ࠂ/߾(߽ࠀ/߾) = ߾ࠂ. ǩȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡱ

߾߾

-



ϫ̺ͩ ɵ̤࢙ϺϘЖ̺

ċɻǩȣǊ ʂ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Œ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȴǇ ɥ �ǩȣoŒɻǞ ʻŒȋʞƟɻࡪ ʉǞƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ
ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ ǩɻࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂࡱ
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r = 5, t = 10

ɥ Œȣƌ ʂ ŒɫƟ ʉʞȣƟƌ ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ ࢪüǞɫƟɻǞȴȋƌࢩ ʿǞƟȣ Ǟǩʉ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ߿/߾ ǩɻ ≈ ࡱɥ/߾(ʂ/߾) DࡱǊࡪࡱ ≈ ࠂ/߾(߽ࠀ/߾) = ߾ࠂ. ǩȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡱ

߾߾

-

o
¥-0-



ϫ̺ͩ ɵ̤࢙ϺϘЖ̺

ċɻǩȣǊ ʂ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Œ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȴǇ ɥ �ǩȣoŒɻǞ ʻŒȋʞƟɻࡪ ʉǞƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ
ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ ǩɻࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂࡱ
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Jaccard Similarity s
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r = 10, t = 10

ɥ Œȣƌ ʂ ŒɫƟ ʉʞȣƟƌ ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ ࢪüǞɫƟɻǞȴȋƌࢩ ʿǞƟȣ Ǟǩʉ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ߿/߾ ǩɻ ≈ ࡱɥ/߾(ʂ/߾) DࡱǊࡪࡱ ≈ ࠂ/߾(߽ࠀ/߾) = ߾ࠂ. ǩȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡱ
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ϫ̺ͩ ɵ̤࢙ϺϘЖ̺

ċɻǩȣǊ ʂ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Œ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȴǇ ɥ �ǩȣoŒɻǞ ʻŒȋʞƟɻࡪ ʉǞƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ
ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ ǩɻࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂࡱ
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r = 5, t = 30

ɥ Œȣƌ ʂ ŒɫƟ ʉʞȣƟƌ ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ ࢪüǞɫƟɻǞȴȋƌࢩ ʿǞƟȣ Ǟǩʉ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ߿/߾ ǩɻ ≈ ࡱɥ/߾(ʂ/߾) DࡱǊࡪࡱ ≈ ࠂ/߾(߽ࠀ/߾) = ߾ࠂ. ǩȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡱ
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ϫ̺ͩ ɵ̤࢙ϺϘЖ̺

ċɻǩȣǊ ʂ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Œ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȴǇ ɥ �ǩȣoŒɻǞ ʻŒȋʞƟɻࡪ ʉǞƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˀ Œȣƌ ˁ ʿǩʉǞ �ŒƁƁŒɫƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ �(ˀ, ˁ) = ɵ ȝŒʉƁǞ ǩȣ Œʉ
ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣ ǩɻࡩ −߾ −߾) ɵɥ)ʂࡱ
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ɥ Œȣƌ ʂ ŒɫƟ ʉʞȣƟƌ ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ ࢪüǞɫƟɻǞȴȋƌࢩ ʿǞƟȣ Ǟǩʉ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ߿/߾ ǩɻ ≈ ࡱɥ/߾(ʂ/߾) DࡱǊࡪࡱ ≈ ࠂ/߾(߽ࠀ/߾) = ߾ࠂ. ǩȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡱ ߾߾

✓ 5 0
+ = S O

§



ɵ̤࢙ϺϘЖ̺ ̺Р˺ΓϑΉ̺

`ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽ Œʞƌǩȴ Ɓȋǩɠɻࡱ ĳȴʞ
ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ Œ Ɓȋǩɠ ˀ Œȣƌ ʿŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œȣˈ ˁ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ
�(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ߽߾ ʉɫʞƟ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.
ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ,߽߾ ߽߽߽ ȣƟŒɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] ࡱ[ࠆ.

īǩʉǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȋƟȣǊʉǞ ɥ = ࠂ߿ Œȣƌ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ʂ = ࡪ߽ࠂ Ǟǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) = ɵ ǩɻ −߾ −߾) ɵࡱ߽ࠂ(ࠂ߿

ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≥ ࠆ. ǩɻ ≥ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] [ࠆ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≤ ࠄ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠄ. ≈ ࠄ߽߽.

DˇɠƟƁʉƟƌ £ʞȝŷƟɫ ȴǇ xʉƟȝɻ ðƁŒȣȣƟƌࡩ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋࢍ ʉȴ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟࢎ
≤ +߽߾ ࠅࠆ. ∗ ,߽߾ ߽߽߽+ ࠄ߽߽. ∗ ,ࠆ ,ࠆࠅࠆ ߽ࠆࠆ ≈ ,߽ࠅ ߽߽߽

≪ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽.

߿߾



ɵ̤࢙ϺϘЖ̺ ̺Р˺ΓϑΉ̺

`ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽ Œʞƌǩȴ Ɓȋǩɠɻࡱ ĳȴʞ
ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ Œ Ɓȋǩɠ ˀ Œȣƌ ʿŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œȣˈ ˁ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ
�(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ߽߾ ʉɫʞƟ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.
ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ,߽߾ ߽߽߽ ȣƟŒɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] ࡱ[ࠆ.

īǩʉǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȋƟȣǊʉǞ ɥ = ࠂ߿ Œȣƌ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ʂ = ࡪ߽ࠂ Ǟǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) = ɵ ǩɻ −߾ −߾) ɵࡱ߽ࠂ(ࠂ߿

ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≥ ࠆ. ǩɻ ≥ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] [ࠆ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≤ ࠄ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠄ. ≈ ࠄ߽߽.

DˇɠƟƁʉƟƌ £ʞȝŷƟɫ ȴǇ xʉƟȝɻ ðƁŒȣȣƟƌࡩ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋࢍ ʉȴ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟࢎ
≤ +߽߾ ࠅࠆ. ∗ ,߽߾ ߽߽߽+ ࠄ߽߽. ∗ ,ࠆ ,ࠆࠅࠆ ߽ࠆࠆ ≈ ,߽ࠅ ߽߽߽

≪ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽.
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ɵ̤࢙ϺϘЖ̺ ̺Р˺ΓϑΉ̺

`ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽ Œʞƌǩȴ Ɓȋǩɠɻࡱ ĳȴʞ
ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ Œ Ɓȋǩɠ ˀ Œȣƌ ʿŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œȣˈ ˁ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ
�(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ߽߾ ʉɫʞƟ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.
ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ,߽߾ ߽߽߽ ȣƟŒɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] ࡱ[ࠆ.

īǩʉǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȋƟȣǊʉǞ ɥ = ࠂ߿ Œȣƌ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ʂ = ࡪ߽ࠂ Ǟǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) = ɵ ǩɻ −߾ −߾) ɵࡱ߽ࠂ(ࠂ߿

ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≥ ࠆ. ǩɻ ≥ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] [ࠆ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≤ ࠄ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠄ. ≈ ࠄ߽߽.

DˇɠƟƁʉƟƌ £ʞȝŷƟɫ ȴǇ xʉƟȝɻ ðƁŒȣȣƟƌࡩ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋࢍ ʉȴ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟࢎ
≤ +߽߾ ࠅࠆ. ∗ ,߽߾ ߽߽߽+ ࠄ߽߽. ∗ ,ࠆ ,ࠆࠅࠆ ߽ࠆࠆ ≈ ,߽ࠅ ߽߽߽

≪ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽.

߿߾
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ɵ̤࢙ϺϘЖ̺ ̺Р˺ΓϑΉ̺

`ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽ Œʞƌǩȴ Ɓȋǩɠɻࡱ ĳȴʞ
ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ Œ Ɓȋǩɠ ˀ Œȣƌ ʿŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œȣˈ ˁ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ
�(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ߽߾ ʉɫʞƟ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.
ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ,߽߾ ߽߽߽ ȣƟŒɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] ࡱ[ࠆ.

īǩʉǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȋƟȣǊʉǞ ɥ = ࠂ߿ Œȣƌ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ʂ = ࡪ߽ࠂ Ǟǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) = ɵ ǩɻ −߾ −߾) ɵࡱ߽ࠂ(ࠂ߿

ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≥ ࠆ. ǩɻ ≥ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] [ࠆ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≤ ࠄ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠄ. ≈ ࠄ߽߽.

DˇɠƟƁʉƟƌ £ʞȝŷƟɫ ȴǇ xʉƟȝɻ ðƁŒȣȣƟƌࡩ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋࢍ ʉȴ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟࢎ
≤ +߽߾ ࠅࠆ. ∗ ,߽߾ ߽߽߽+ ࠄ߽߽. ∗ ,ࠆ ,ࠆࠅࠆ ߽ࠆࠆ ≈ ,߽ࠅ ߽߽߽

≪ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽.
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ɵ̤࢙ϺϘЖ̺ ̺Р˺ΓϑΉ̺

`ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽ Œʞƌǩȴ Ɓȋǩɠɻࡱ ĳȴʞ
ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ Œ Ɓȋǩɠ ˀ Œȣƌ ʿŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œȣˈ ˁ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ
�(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ߽߾ ʉɫʞƟ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.
ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ,߽߾ ߽߽߽ ȣƟŒɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] ࡱ[ࠆ.

īǩʉǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȋƟȣǊʉǞ ɥ = ࠂ߿ Œȣƌ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ʂ = ࡪ߽ࠂ Ǟǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) = ɵ ǩɻ −߾ −߾) ɵࡱ߽ࠂ(ࠂ߿

ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≥ ࠆ. ǩɻ ≥ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] [ࠆ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≤ ࠄ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠄ. ≈ ࠄ߽߽.

DˇɠƟƁʉƟƌ £ʞȝŷƟɫ ȴǇ xʉƟȝɻ ðƁŒȣȣƟƌࡩ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋࢍ ʉȴ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟࢎ
≤ +߽߾ ࠅࠆ. ∗ ,߽߾ ߽߽߽+ ࠄ߽߽. ∗ ,ࠆ ,ࠆࠅࠆ ߽ࠆࠆ ≈ ,߽ࠅ ߽߽߽

≪ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽.
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ɵ̤࢙ϺϘЖ̺ ̺Р˺ΓϑΉ̺

`ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽ Œʞƌǩȴ Ɓȋǩɠɻࡱ ĳȴʞ
ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ Œ Ɓȋǩɠ ˀ Œȣƌ ʿŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œȣˈ ˁ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ
�(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ߽߾ ʉɫʞƟ ȝŒʉƁǞƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ≥ ࡱࠆ.
ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ,߽߾ ߽߽߽ ȣƟŒɫ ȝŒʉƁǞƟɻ ʿǩʉǞ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] ࡱ[ࠆ.

īǩʉǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ ȋƟȣǊʉǞ ɥ = ࠂ߿ Œȣƌ ɫƟɠƟʉǩʉǩȴȣɻ ʂ = ࡪ߽ࠂ Ǟǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) = ɵ ǩɻ −߾ −߾) ɵࡱ߽ࠂ(ࠂ߿

ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≥ ࠆ. ǩɻ ≥ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ∈ ,ࠄ.] [ࠆ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠆ. ≈ ࠅࠆ.
ࡦ oǩʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ �(ˀ, ˁ) ≤ ࠄ. ǩɻ ≤ −߾ −߾) ߽ࠁ(߽߿ࠄ. ≈ ࠄ߽߽.

DˇɠƟƁʉƟƌ £ʞȝŷƟɫ ȴǇ xʉƟȝɻ ðƁŒȣȣƟƌࡩ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋࢍ ʉȴ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟࢎ
≤ +߽߾ ࠅࠆ. ∗ ,߽߾ ߽߽߽+ ࠄ߽߽. ∗ ,ࠆ ,ࠆࠅࠆ ߽ࠆࠆ ≈ ,߽ࠅ ߽߽߽≪ ,߽߾ ߽߽߽, ߽߽߽.

#߿߾



ͩ˺ϡͩͮΗ͞ ͘ΧϘ ̭ϺϑΉ̤ͮ˺ϫ̺ ̭̺ϫ̺̤ϫͮΧΗ

�ȋȋ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ʻŒɫǩŒȣʉɻ ȴǇ ƌƟʉƟƁʉǩȣǊ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻࡷ˨ȣƌǩȣǊ ȝŒʉƁǞƟɻ
ǩȣ ȋŒɫǊƟ ƌŒʉŒɻƟʉɻࡱ �ȣ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩȣ ȝŒȣˈ ƁȴȣʉƟˇʉɻ

ࠀ߾

neNP



ͩ˺ϡͩͮΗ͞ ͘ΧϘ ̭ϺϑΉ̤ͮ˺ϫ̺ ̭̺ϫ̺̤ϫͮΧΗ

�ȋȋ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ʻŒɫǩŒȣʉɻ ȴǇ ƌƟʉƟƁʉǩȣǊ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻࡷ˨ȣƌǩȣǊ ȝŒʉƁǞƟɻ
ǩȣ ȋŒɫǊƟ ƌŒʉŒɻƟʉɻࡱ �ȣ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩȣ ȝŒȣˈ ƁȴȣʉƟˇʉɻ

ࠀ߾



̺͞Η̺Ϙ˺ΉͮЬͮΗ͞ ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Œȣƌ ɵ࢙ƁʞɫʻƟ ʉʞȣǩȣǊ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ Ǉȴɫ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞ
ʿǩʉǞ Œȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁࡪ ǊǩʻƟȣ Œ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ
ʉǞŒʉ ȝƟʉɫǩƁࡱ

ࡦ �ðo ɻƁǞƟȝƟɻ Ɵˇǩɻʉ Ǉȴɫ ȝŒȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡷƌǩɻʉŒȣƁƟ ȝƟŒɻʞɫƟɻࡩ
ǞŒȝȝǩȣǊ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡪ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡪ ƟʉƁࡱ

+ȴɻǩȣƟ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ))

= ⟨ˀ,ˁ⟩
∥ˀ∥߿·∥ˁ∥߿ .

ࡦ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾ ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ߽◦ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߽ ʿǞƟȣ
θ(ˀ, ˁ) = ࡪ◦߽ࠆ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾− ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ◦߽ࠅ߾

ࠁ߾



̺͞Η̺Ϙ˺ΉͮЬͮΗ͞ ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Œȣƌ ɵ࢙ƁʞɫʻƟ ʉʞȣǩȣǊ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ Ǉȴɫ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞ
ʿǩʉǞ Œȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁࡪ ǊǩʻƟȣ Œ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ
ʉǞŒʉ ȝƟʉɫǩƁࡱ
ࡦ �ðo ɻƁǞƟȝƟɻ Ɵˇǩɻʉ Ǉȴɫ ȝŒȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡷƌǩɻʉŒȣƁƟ ȝƟŒɻʞɫƟɻࡩ
ǞŒȝȝǩȣǊ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡪ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡪ ƟʉƁࡱ

+ȴɻǩȣƟ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ))

= ⟨ˀ,ˁ⟩
∥ˀ∥߿·∥ˁ∥߿ .

ࡦ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾ ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ߽◦ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߽ ʿǞƟȣ
θ(ˀ, ˁ) = ࡪ◦߽ࠆ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾− ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ◦߽ࠅ߾

ࠁ߾



̺͞Η̺Ϙ˺ΉͮЬͮΗ͞ ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Œȣƌ ɵ࢙ƁʞɫʻƟ ʉʞȣǩȣǊ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ Ǉȴɫ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞ
ʿǩʉǞ Œȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁࡪ ǊǩʻƟȣ Œ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ
ʉǞŒʉ ȝƟʉɫǩƁࡱ
ࡦ �ðo ɻƁǞƟȝƟɻ Ɵˇǩɻʉ Ǉȴɫ ȝŒȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡷƌǩɻʉŒȣƁƟ ȝƟŒɻʞɫƟɻࡩ
ǞŒȝȝǩȣǊ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡪ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡪ ƟʉƁࡱ

+ȴɻǩȣƟ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ))

= ⟨ˀ,ˁ⟩
∥ˀ∥߿·∥ˁ∥߿ .

ࡦ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾ ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ߽◦ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߽ ʿǞƟȣ
θ(ˀ, ˁ) = ࡪ◦߽ࠆ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾− ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ◦߽ࠅ߾

ࠁ߾



̺͞Η̺Ϙ˺ΉͮЬͮΗ͞ ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Œȣƌ ɵ࢙ƁʞɫʻƟ ʉʞȣǩȣǊ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ Ǉȴɫ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞ
ʿǩʉǞ Œȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁࡪ ǊǩʻƟȣ Œ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ
ʉǞŒʉ ȝƟʉɫǩƁࡱ
ࡦ �ðo ɻƁǞƟȝƟɻ Ɵˇǩɻʉ Ǉȴɫ ȝŒȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡷƌǩɻʉŒȣƁƟ ȝƟŒɻʞɫƟɻࡩ
ǞŒȝȝǩȣǊ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡪ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡪ ƟʉƁࡱ

+ȴɻǩȣƟ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ))

= ⟨ˀ,ˁ⟩
∥ˀ∥߿·∥ˁ∥߿ .

ࡦ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾ ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ߽◦ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߽ ʿǞƟȣ
θ(ˀ, ˁ) = ࡪ◦߽ࠆ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾− ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ◦߽ࠅ߾

ࠁ߾



̺͞Η̺Ϙ˺ΉͮЬͮΗ͞ ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Œȣƌ ɵ࢙ƁʞɫʻƟ ʉʞȣǩȣǊ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ Ǉȴɫ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞ
ʿǩʉǞ Œȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁࡪ ǊǩʻƟȣ Œ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ
ʉǞŒʉ ȝƟʉɫǩƁࡱ
ࡦ �ðo ɻƁǞƟȝƟɻ Ɵˇǩɻʉ Ǉȴɫ ȝŒȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡷƌǩɻʉŒȣƁƟ ȝƟŒɻʞɫƟɻࡩ
ǞŒȝȝǩȣǊ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡪ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡪ ƟʉƁࡱ

+ȴɻǩȣƟ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ))

= ⟨ˀ,ˁ⟩
∥ˀ∥߿·∥ˁ∥߿ .

ࡦ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾ ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ߽◦ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߽ ʿǞƟȣ
θ(ˀ, ˁ) = ࡪ◦߽ࠆ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾− ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ◦߽ࠅ߾

ࠁ߾



̺͞Η̺Ϙ˺ΉͮЬͮΗ͞ ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Œȣƌ ɵ࢙ƁʞɫʻƟ ʉʞȣǩȣǊ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ Ǉȴɫ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞ
ʿǩʉǞ Œȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁࡪ ǊǩʻƟȣ Œ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ
ʉǞŒʉ ȝƟʉɫǩƁࡱ
ࡦ �ðo ɻƁǞƟȝƟɻ Ɵˇǩɻʉ Ǉȴɫ ȝŒȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡷƌǩɻʉŒȣƁƟ ȝƟŒɻʞɫƟɻࡩ
ǞŒȝȝǩȣǊ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡪ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡪ ƟʉƁࡱ

+ȴɻǩȣƟ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ))

= ⟨ˀ,ˁ⟩
∥ˀ∥߿·∥ˁ∥߿ .

ࡦ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾ ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ߽◦ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߽ ʿǞƟȣ
θ(ˀ, ˁ) = ࡪ◦߽ࠆ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾− ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ◦߽ࠅ߾

ࠁ߾

d



̺͞Η̺Ϙ˺ΉͮЬͮΗ͞ ΉΧ̤˺ΉͮϫС ϡ̺ΗϡͮϫͮЖ̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

æƟɠƟʉǩʉǩȴȣ Œȣƌ ɵ࢙ƁʞɫʻƟ ʉʞȣǩȣǊ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ Ǉȴɫ ǇŒɻʉ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞ
ʿǩʉǞ Œȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝƟʉɫǩƁࡪ ǊǩʻƟȣ Œ ȋȴƁŒȋǩʉˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ
ʉǞŒʉ ȝƟʉɫǩƁࡱ
ࡦ �ðo ɻƁǞƟȝƟɻ Ɵˇǩɻʉ Ǉȴɫ ȝŒȣˈ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡷƌǩɻʉŒȣƁƟ ȝƟŒɻʞɫƟɻࡩ
ǞŒȝȝǩȣǊ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡪ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡪ ƟʉƁࡱ

+ȴɻǩȣƟ ðǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ⟨ˀ,ˁ⟩
∥ˀ∥߿·∥ˁ∥߿ .

ࡦ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾ ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ߽◦ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߽ ʿǞƟȣ
θ(ˀ, ˁ) = ࡪ◦߽ࠆ Œȣƌ Ɓȴɻ(θ(ˀ, ˁ)) = ߾− ʿǞƟȣ θ(ˀ, ˁ) = ◦߽ࠅ߾

ࠁ߾

E



ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

ðǩȝoŒɻǞ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ �ðo Ǉȴɫ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉ ̍ࡱ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = bB;M(⟨ˀ, ʂ⟩) Ǉȴɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ʂ.
īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

ࠂ߾



ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

ðǩȝoŒɻǞ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ �ðo Ǉȴɫ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉ ̍ࡱ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = bB;M(⟨ˀ, ʂ⟩) Ǉȴɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ʂ.
īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

ࠂ߾



ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

ðǩȝoŒɻǞ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ �ðo Ǉȴɫ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉ ̍ࡱ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = bB;M(⟨ˀ, ʂ⟩) Ǉȴɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ʂ.
īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

ࠂ߾



ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

ðǩȝoŒɻǞ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ �ðo Ǉȴɫ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉ ̍ࡱ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = bB;M(⟨ˀ, ʂ⟩) Ǉȴɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ʂ.
īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

ࠂ߾

0 0



ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

ðǩȝoŒɻǞ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ �ðo Ǉȴɫ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉ ̍ࡱ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = bB;M(⟨ˀ, ʂ⟩) Ǉȴɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ʂ.

īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

ࠂ߾

th
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ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

ðǩȝoŒɻǞ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ �ðo Ǉȴɫ ƁȴɻǩȣƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉ ̍ࡱ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = bB;M(⟨ˀ, ʂ⟩) Ǉȴɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ʂ.
īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

ࠂ߾



ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) ̸= èǦȚmŒɵǛ(ˁ) ʿǞƟȣ ʉǞƟ ɠȋŒȣƟ ɻƟɠŒɫŒʉƟɻ ˀ Ǉɫȴȝ ˁࡱ

ࡦ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) ̸= èǦȚmŒɵǛ(ˁ)] = θ(ˀ,ˁ)
π

ࡦ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)] = −߾ θ(ˀ,ˁ)
π ≈ Ɓȴɻ(θ(ˀ,ˁ))+߾

߿

ࠃ߾



ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) ̸= èǦȚmŒɵǛ(ˁ) ʿǞƟȣ ʉǞƟ ɠȋŒȣƟ ɻƟɠŒɫŒʉƟɻ ˀ Ǉɫȴȝ ˁࡱ

ࡦ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) ̸= èǦȚmŒɵǛ(ˁ)] = θ(ˀ,ˁ)
π

ࡦ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)] = −߾ θ(ˀ,ˁ)
π ≈ Ɓȴɻ(θ(ˀ,ˁ))+߾

߿

ࠃ߾
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ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) ̸= èǦȚmŒɵǛ(ˁ) ʿǞƟȣ ʉǞƟ ɠȋŒȣƟ ɻƟɠŒɫŒʉƟɻ ˀ Ǉɫȴȝ ˁࡱ

ࡦ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) ̸= èǦȚmŒɵǛ(ˁ)] = θ(ˀ,ˁ)
π

ࡦ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)] = −߾ θ(ˀ,ˁ)
π ≈ Ɓȴɻ(θ(ˀ,ˁ))+߾

߿

ࠃ߾
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ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) ̸= èǦȚmŒɵǛ(ˁ) ʿǞƟȣ ʉǞƟ ɠȋŒȣƟ ɻƟɠŒɫŒʉƟɻ ˀ Ǉɫȴȝ ˁࡱ

ࡦ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) ̸= èǦȚmŒɵǛ(ˁ)] = θ(ˀ,ˁ)
π

ࡦ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)] = −߾ θ(ˀ,ˁ)
π ≈ Ɓȴɻ(θ(ˀ,ˁ))+߾

߿

ࠃ߾
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ϡͮΓͩ˺ϡͩ ͘ΧϘ ̤ΧϡͮΗ̺ ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС

īǞŒʉ ǩɻ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)]ࡲ

èǦȚmŒɵǛ(ˀ) ̸= èǦȚmŒɵǛ(ˁ) ʿǞƟȣ ʉǞƟ ɠȋŒȣƟ ɻƟɠŒɫŒʉƟɻ ˀ Ǉɫȴȝ ˁࡱ

ࡦ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) ̸= èǦȚmŒɵǛ(ˁ)] = θ(ˀ,ˁ)
π

ࡦ ßɫ [èǦȚmŒɵǛ(ˀ) = èǦȚmŒɵǛ(ˁ)] = −߾ θ(ˀ,ˁ)
π ≈ Ɓȴɻ(θ(ˀ,ˁ))+߾

߿ ࠃ߾
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äʞƟɻʉǩȴȣɻ ȴȣ �ǩȣoŒɻǞ Œȣƌ �ȴƁŒȋǩʉˈ ðƟȣɻǩʉǩʻƟ oŒɻǞǩȣǊࡲ
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ͩ˺ϡͩͮΗ͞ ͘ΧϘ Η̺ϺϘ˺Ή Η̺ϫЙΧϘ΄ϡ

�Œȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞࡱ DࡱǊࡪࡱ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ �ȣɻǞʞȝŒȋǩࢍ ðǞɫǩʻŒɻʉŒʻŒࡱࢎ

ࡦ DʻŒȋʞŒʉǩȣǊ N (ˀ) ɫƟɧʞǩɫƟɻ |ˀ| · |ȋŒˈƟɫ +|߾ |ȋŒˈƟɫ |߾ · |ȋŒˈƟɫ +|߿ . . .

ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ǩǇ Ǉʞȋȋˈ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌࡱ
ࡦ +Œȣ ŷƟ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟࡪ ƟɻɠƟƁǩŒȋȋˈ ȴȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƌƟʻǩƁƟɻ ȋǩȅƟ
ƁƟȋȋɠǞȴȣƟɻࡪ ƁŒȝƟɫŒɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ `ȴɫ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡪ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ʉǞƟ ȣƟʞɫȴȣɻ ǩȣ
ƟŒƁǞ ȋŒˈƟɫ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ŒƁʉǩʻŒʉǩȴȣ ʿǞƟȣ ˀ ǩɻ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌࡱ

ࠅ߾
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ͩ˺ϡͩͮΗ͞ ͘ΧϘ Η̺ϺϘ˺Ή Η̺ϫЙΧϘ΄ϡ

�Œȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞࡱ DࡱǊࡪࡱ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ �ȣɻǞʞȝŒȋǩࢍ ðǞɫǩʻŒɻʉŒʻŒࡱࢎ

ࡦ DʻŒȋʞŒʉǩȣǊ N (ˀ) ɫƟɧʞǩɫƟɻ |ˀ| · |ȋŒˈƟɫ +|߾ |ȋŒˈƟɫ |߾ · |ȋŒˈƟɫ +|߿ . . .

ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ǩǇ Ǉʞȋȋˈ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌࡱ
ࡦ +Œȣ ŷƟ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟࡪ ƟɻɠƟƁǩŒȋȋˈ ȴȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƌƟʻǩƁƟɻ ȋǩȅƟ
ƁƟȋȋɠǞȴȣƟɻࡪ ƁŒȝƟɫŒɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ `ȴɫ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡪ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ʉǞƟ ȣƟʞɫȴȣɻ ǩȣ
ƟŒƁǞ ȋŒˈƟɫ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ŒƁʉǩʻŒʉǩȴȣ ʿǞƟȣ ˀ ǩɻ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌࡱ
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�Œȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞࡱ DࡱǊࡪࡱ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ �ȣɻǞʞȝŒȋǩࢍ ðǞɫǩʻŒɻʉŒʻŒࡱࢎ

ࡦ DʻŒȋʞŒʉǩȣǊ N (ˀ) ɫƟɧʞǩɫƟɻ |ˀ| · |ȋŒˈƟɫ +|߾ |ȋŒˈƟɫ |߾ · |ȋŒˈƟɫ +|߿ . . .

ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ǩǇ Ǉʞȋȋˈ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌࡱ

ࡦ +Œȣ ŷƟ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟࡪ ƟɻɠƟƁǩŒȋȋˈ ȴȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƌƟʻǩƁƟɻ ȋǩȅƟ
ƁƟȋȋɠǞȴȣƟɻࡪ ƁŒȝƟɫŒɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ `ȴɫ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡪ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ʉǞƟ ȣƟʞɫȴȣɻ ǩȣ
ƟŒƁǞ ȋŒˈƟɫ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ŒƁʉǩʻŒʉǩȴȣ ʿǞƟȣ ˀ ǩɻ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌࡱ
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�Œȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞࡱ DࡱǊࡪࡱ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ �ȣɻǞʞȝŒȋǩࢍ ðǞɫǩʻŒɻʉŒʻŒࡱࢎ

ࡦ DʻŒȋʞŒʉǩȣǊ N (ˀ) ɫƟɧʞǩɫƟɻ |ˀ| · |ȋŒˈƟɫ +|߾ |ȋŒˈƟɫ |߾ · |ȋŒˈƟɫ +|߿ . . .

ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ǩǇ Ǉʞȋȋˈ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌࡱ
ࡦ +Œȣ ŷƟ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟࡪ ƟɻɠƟƁǩŒȋȋˈ ȴȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƌƟʻǩƁƟɻ ȋǩȅƟ
ƁƟȋȋɠǞȴȣƟɻࡪ ƁŒȝƟɫŒɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ `ȴɫ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡪ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ʉǞƟ ȣƟʞɫȴȣɻ ǩȣ
ƟŒƁǞ ȋŒˈƟɫ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ŒƁʉǩʻŒʉǩȴȣ ʿǞƟȣ ˀ ǩɻ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌࡱ
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�Œȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞࡱ DࡱǊࡪࡱ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ �ȣɻǞʞȝŒȋǩࢍ ðǞɫǩʻŒɻʉŒʻŒࡱࢎ

ࡦ DʻŒȋʞŒʉǩȣǊ N (ˀ) ɫƟɧʞǩɫƟɻ |ˀ| · |ȋŒˈƟɫ +|߾ |ȋŒˈƟɫ |߾ · |ȋŒˈƟɫ +|߿ . . .

ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ǩǇ Ǉʞȋȋˈ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌࡱ
ࡦ +Œȣ ŷƟ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟࡪ ƟɻɠƟƁǩŒȋȋˈ ȴȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƌƟʻǩƁƟɻ ȋǩȅƟ
ƁƟȋȋɠǞȴȣƟɻࡪ ƁŒȝƟɫŒɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ `ȴɫ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡪ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ʉǞƟ ȣƟʞɫȴȣɻ ǩȣ
ƟŒƁǞ ȋŒˈƟɫ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ŒƁʉǩʻŒʉǩȴȣ ʿǞƟȣ ˀ ǩɻ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌࡱ ࠅ߾
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�Œȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴʞʉɻǩƌƟ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ɻƟŒɫƁǞࡱ DࡱǊࡪࡱ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ �ȣɻǞʞȝŒȋǩࢍ ðǞɫǩʻŒɻʉŒʻŒࡱࢎ

ࡦ DʻŒȋʞŒʉǩȣǊ N (ˀ) ɫƟɧʞǩɫƟɻ |ˀ| · |ȋŒˈƟɫ +|߾ |ȋŒˈƟɫ |߾ · |ȋŒˈƟɫ +|߿ . . .

ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ǩǇ Ǉʞȋȋˈ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌࡱ
ࡦ +Œȣ ŷƟ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟࡪ ƟɻɠƟƁǩŒȋȋˈ ȴȣ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƌƟʻǩƁƟɻ ȋǩȅƟ
ƁƟȋȋɠǞȴȣƟɻࡪ ƁŒȝƟɫŒɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ `ȴɫ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡪ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ʉǞƟ ȣƟʞɫȴȣɻ ǩȣ
ƟŒƁǞ ȋŒˈƟɫ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ŒƁʉǩʻŒʉǩȴȣ ʿǞƟȣ ˀ ǩɻ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌࡱ ࠅ߾
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