
̤ΧΓϑϡ̤ͮ ࡩࠁ߾ࠂ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ ͘ΧϘ ̭˺ϫ˺ ϡ̤̺ͮΗ̤̺

+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߽߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ߽߾

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ǩɻ ƌʞƟ ðʞȣƌŒˈ ࡱࠅࡷࠀ
ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ȴȣ üǞʞɫɻƌŒ ࡪ̍ ࡱ߿߾ࡷࠀ īǩȋȋ ƁȴʻƟɫ ȝŒʉƟɫǩŒȋ ʉǞɫȴʞǊǞ
ʉȴƌŒˈࡱ

ࡦ x ǞŒʻƟ ɠȴɻʉƟƌ Œ ɻʉʞƌˈ ǊʞǩƌƟ Œȣƌ ɠɫŒƁʉǩƁƟ ɧʞƟɻʉǩȴȣɻ ȴȣ ʉǞƟ
ƁȴʞɫɻƟ ɻƁǞƟƌʞȋƟࡱ

ࡦ £Ɵˇʉ üʞƟɻƌŒˈ x ƁŒȣࢪʉ ƌȴ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ŒǇʉƟɫ ƁȋŒɻɻࡱ x ʿǩȋȋ Ǟȴȋƌ
ʉǞƟȝ ŷƟǇȴɫƟ ƁȋŒɻɻ ȴȣ üʞƟɻƌŒˈ Œȝ߽߽ࡩ߽߾ࢍ ࢙ ࢎŒȝࠂ߾ࡩ߾߾ Œȣƌ ŒǇʉƟɫ
ƁȋŒɻɻ ȴȣ üǞʞɫɻƌŒˈ ࡱࢎɠȝ߽߽ࡩ߿࢙ɠȝࠂࠁࡩ߿߾ࢍ

߾

f i l l



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣ

ࡦ `ǩȣǩɻǞƟƌ ʞɠ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ðȅƟʉƁǞ Œȣƌ `ɫƟɧʞƟȣʉ xʉƟȝɻࡱ
ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ Œȣƌ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ǩȣ
ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣƁƟ ࡪ�+ßࢍ �ðࡪ� ŒʞʉȴƟȣƁȴƌƟɫɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ

ࡦ �ȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ Œȣƌ ɻȴȝƟ ɻǩȝɠȋƟ ƁŒɻƟɻ ȴǇ ʿǞƟȣ
ȣȴ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ ŒɫƟ ɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡱ

ࡦ �ȣˈ ƌŒʉŒ ɻƟʉ ƁŒȣ ŷƟ ƟȝŷƟƌƌƟƌ ʿǩʉǞ ȋȴʿ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ǩȣʉȴ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ ßɫȴʻƟ ʉǞƟ �� �ƟȝȝŒࡱ
ࡦ 5ǩɻƁʞɻɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ȴʉǞƟɫ
ȝƟʉǞȴƌɻ ࡪࢎðǩȝoŒɻǞࢍ ƟʉƁࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣ

ࡦ `ǩȣǩɻǞƟƌ ʞɠ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ðȅƟʉƁǞ Œȣƌ `ɫƟɧʞƟȣʉ xʉƟȝɻࡱ
ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ Œȣƌ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ǩȣ
ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣƁƟ ࡪ�+ßࢍ �ðࡪ� ŒʞʉȴƟȣƁȴƌƟɫɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ

ࡦ �ȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ Œȣƌ ɻȴȝƟ ɻǩȝɠȋƟ ƁŒɻƟɻ ȴǇ ʿǞƟȣ
ȣȴ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ ŒɫƟ ɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡱ

ࡦ �ȣˈ ƌŒʉŒ ɻƟʉ ƁŒȣ ŷƟ ƟȝŷƟƌƌƟƌ ʿǩʉǞ ȋȴʿ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ǩȣʉȴ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ ßɫȴʻƟ ʉǞƟ �� �ƟȝȝŒࡱ
ࡦ 5ǩɻƁʞɻɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ȴʉǞƟɫ
ȝƟʉǞȴƌɻ ࡪࢎðǩȝoŒɻǞࢍ ƟʉƁࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣ

ࡦ `ǩȣǩɻǞƟƌ ʞɠ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ðȅƟʉƁǞ Œȣƌ `ɫƟɧʞƟȣʉ xʉƟȝɻࡱ
ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ Œȣƌ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ǩȣ
ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣƁƟ ࡪ�+ßࢍ �ðࡪ� ŒʞʉȴƟȣƁȴƌƟɫɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ

ࡦ �ȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ Œȣƌ ɻȴȝƟ ɻǩȝɠȋƟ ƁŒɻƟɻ ȴǇ ʿǞƟȣ
ȣȴ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ ŒɫƟ ɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡱ

ࡦ �ȣˈ ƌŒʉŒ ɻƟʉ ƁŒȣ ŷƟ ƟȝŷƟƌƌƟƌ ʿǩʉǞ ȋȴʿ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ǩȣʉȴ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ ßɫȴʻƟ ʉǞƟ �� �ƟȝȝŒࡱ
ࡦ 5ǩɻƁʞɻɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ȴʉǞƟɫ
ȝƟʉǞȴƌɻ ࡪࢎðǩȝoŒɻǞࢍ ƟʉƁࡱ

߿



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ∈ RȚ

ʿǞƟɫƟࢍ Ț≪ Ɗ) Œȣƌ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ
Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(⃗ˀǦ,⃗ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(⃗ˀǦ,⃗ˀǺ).

DʞƁȋǩƌƟŒȣ �ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ

Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ∈ RȚ ʿǞƟɫƟࢍ Ț≪ Ɗ)
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

īƟ ʿǩȋȋ ɠɫǩȝŒɫǩȋˈ ǇȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞǩɻ ɫƟɻʉɫǩƁʉƟƌ ȣȴʉǩȴȣ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ

ࠀ



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ࡪ3 Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ∈ RȚ

ʿǞƟɫƟࢍ Ț≪ Ɗ) Œȣƌ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ 3̃ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ
Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)3(⃗ˀǦ,⃗ˀǺ) ≤ 3̃(˜ˀǦ, ˜ˀǺ) ≤ +߾) ϵ)3(⃗ˀǦ,⃗ˀǺ).

DʞƁȋǩƌƟŒȣ �ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ

Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ∈ RȚ ʿǞƟɫƟࢍ Ț≪ Ɗ)
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

īƟ ʿǩȋȋ ɠɫǩȝŒɫǩȋˈ ǇȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞǩɻ ɫƟɻʉɫǩƁʉƟƌ ȣȴʉǩȴȣ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ
ࠀ



ΉΧЙ ̭ͮϡϫΧϘϫͮΧΗ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

DʞƁȋǩƌƟŒȣ �ȴʿ 5ǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DȝŷƟƌƌǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ

Œȣƌ Ɵɫɫȴɫ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ϵ ≥ ࡪ߽ ˨ȣƌ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ∈ RȚ ʿǞƟɫƟࢍ Ț≪ Ɗ)
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ ∈ [Ƞ]ࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࠁ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȋȋ ȋǩƟ ȴȣ ʉǞƟ ɵʂ߾ Œˇǩɻ ǩȣ RƊࡱ

ðƟʉ Ț = ߾ Œȣƌ ˜ˀǦ = ⃗ˀǦ(߾) ࡪࡱƟࡱǩࢍ ˜ˀǦ ǩɻ ǽʞɻʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ȣʞȝŷƟɫࡱࢎ

ࡦ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ =
√
[⃗ˀǦ(߾)− ⃗ˀǺ(߾)]߿ = |⃗ˀǦ(߾)− ⃗ˀǺ(߾)| = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥ࡱ߿

ࡦ �ȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Œȣˈ Ɗ ǩȣʉȴ Ț = ࡱ߾

ࠂ

E i d ) , O ] : X , '
¥

[Xi4)/ sk i ,



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȋȋ ȋǩƟ ȴȣ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟ ǩȣ Rࡱ߿

ࡦ �ƌȝǩʉɻ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʉȴ ߾ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ ŷˈ ȋƟʉʉǩȣǊ
˜ˀǦ = θ(⃗ˀǦ)ࡱ

ࡦ 5ȴƟɻ ǩʉ Œƌȝǩʉ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ

£ȴ ðƟȣƌ
ȝƟ Œ ɠɫȴȴǇ ȴȣ ßǩŒ˔˔Œ Ǉȴɫ ࠀ ŷȴȣʞɻ ɠȴǩȣʉɻ ȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࡱ߿

ࠃ

O
I , o
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̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȋȋ ȋǩƟ ȴȣ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟ ǩȣ Rࡱ߿

ࡦ �ƌȝǩʉɻ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʉȴ ߾ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ ŷˈ ȋƟʉʉǩȣǊ
˜ˀǦ = θ(⃗ˀǦ)ࡱ

ࡦ 5ȴƟɻ ǩʉ Œƌȝǩʉ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ

£ȴ ðƟȣƌ
ȝƟ Œ ɠɫȴȴǇ ȴȣ ßǩŒ˔˔Œ Ǉȴɫ ࠀ ŷȴȣʞɻ ɠȴǩȣʉɻ ȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࡱ߿

ࠃ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȋȋ ȋǩƟ ȴȣ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ƁǩɫƁȋƟ ǩȣ Rࡱ߿

ࡦ �ƌȝǩʉɻ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʉȴ ߾ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ ŷˈ ȋƟʉʉǩȣǊ
˜ˀǦ = θ(⃗ˀǦ)ࡱ

ࡦ 5ȴƟɻ ǩʉ Œƌȝǩʉ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ £ȴ ðƟȣƌ
ȝƟ Œ ɠɫȴȴǇ ȴȣ ßǩŒ˔˔Œ Ǉȴɫ ࠀ ŷȴȣʞɻ ɠȴǩȣʉɻ ȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࡱ߿

ࠃ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ȣȴʉǞƟɫ ƟŒɻˈ ƁŒɻƟࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

ࡦ �Ɵʉ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ ȋƟʉ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ
ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɻƟʉ ˜ˀǦ ∈ RȂ ʉȴ ˜ˀǦ = Ĩó⃗ˀǦ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ
∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ = ∥Ĩó(⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ)∥߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ �ȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Œȣˈ Ɗ ǩȣʉȴ Ț = Ȃࡱ
ࡦ Ĩó : RƊ → RȂ ǩɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ǊǩʻǩȣǊ ȴʞɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡱ

ࠄ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ȣȴʉǞƟɫ ƟŒɻˈ ƁŒɻƟࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

ࡦ �Ɵʉ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ ȋƟʉ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ
ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɻƟʉ ˜ˀǦ ∈ RȂ ʉȴ ˜ˀǦ = Ĩó⃗ˀǦ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ
∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ = ∥Ĩó(⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ)∥߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ �ȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Œȣˈ Ɗ ǩȣʉȴ Ț = Ȃࡱ
ࡦ Ĩó : RƊ → RȂ ǩɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ǊǩʻǩȣǊ ȴʞɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡱ

ࠄ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ȣȴʉǞƟɫ ƟŒɻˈ ƁŒɻƟࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

ࡦ �Ɵʉ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ ȋƟʉ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ
ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɻƟʉ ˜ˀǦ ∈ RȂ ʉȴ ˜ˀǦ = Ĩó⃗ˀǦ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ
∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ = ∥Ĩó(⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ)∥߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ �ȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Œȣˈ Ɗ ǩȣʉȴ Ț = Ȃࡱ
ࡦ Ĩó : RƊ → RȂ ǩɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ǊǩʻǩȣǊ ȴʞɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡱ

ࠄ

"÷÷i
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̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ȣȴʉǞƟɫ ƟŒɻˈ ƁŒɻƟࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

ࡦ �Ɵʉ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ ȋƟʉ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ
ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɻƟʉ ˜ˀǦ ∈ RȂ ʉȴ ˜ˀǦ = Ĩó⃗ˀǦ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ
∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ = ∥Ĩó(⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ)∥߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ �ȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Œȣˈ Ɗ ǩȣʉȴ Ț = Ȃࡱ
ࡦ Ĩó : RƊ → RȂ ǩɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ǊǩʻǩȣǊ ȴʞɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡱ

ࠄ
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̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ȣȴʉǞƟɫ ƟŒɻˈ ƁŒɻƟࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

ࡦ �Ɵʉ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ ȋƟʉ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ
ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɻƟʉ ˜ˀǦ ∈ RȂ ʉȴ ˜ˀǦ = Ĩó⃗ˀǦ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ
∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ = ∥Ĩó(⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ)∥߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ �ȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Œȣˈ Ɗ ǩȣʉȴ Ț = Ȃࡱ

ࡦ Ĩó : RƊ → RȂ ǩɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ǊǩʻǩȣǊ ȴʞɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡱ

ࠄ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ȣȴʉǞƟɫ ƟŒɻˈ ƁŒɻƟࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

ࡦ �Ɵʉ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ ȋƟʉ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ
ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ɻƟʉ ˜ˀǦ ∈ RȂ ʉȴ ˜ˀǦ = Ĩó⃗ˀǦ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ
∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ = ∥Ĩó(⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ)∥߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ �ȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Œȣˈ Ɗ ǩȣʉȴ Ț = Ȃࡱ
ࡦ Ĩó : RƊ → RȂ ǩɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠ ǊǩʻǩȣǊ ȴʞɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡱ ࠄ
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̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ΗΧ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȝŒȅƟ Œȣˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ
⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟˈ ƁŒȣ ŷƟ ɻƁŒʉʉƟɫƟƌ ŒɫŷǩʉɫŒɫǩȋˈ Œɫȴʞȣƌ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œ ȣȴ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ț≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡲ

£ȴࡱ æƟɧʞǩɫƟ Ț = Ɗࡱ
ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œȣ ϵ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ț≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ ϵ > ࡲ߽

ĳƟɻ �ȋʿŒˈɻࡪ ʿǩʉǞ Ț ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ϵࡱ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࠅ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ΗΧ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȝŒȅƟ Œȣˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ
⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟˈ ƁŒȣ ŷƟ ɻƁŒʉʉƟɫƟƌ ŒɫŷǩʉɫŒɫǩȋˈ Œɫȴʞȣƌ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œ ȣȴ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ț≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡲ £ȴࡱ æƟɧʞǩɫƟ Ț = Ɗࡱ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œȣ ϵ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ț≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ ϵ > ࡲ߽

ĳƟɻ �ȋʿŒˈɻࡪ ʿǩʉǞ Ț ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ϵࡱ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࠅ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ΗΧ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȝŒȅƟ Œȣˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ
⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟˈ ƁŒȣ ŷƟ ɻƁŒʉʉƟɫƟƌ ŒɫŷǩʉɫŒɫǩȋˈ Œɫȴʞȣƌ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œ ȣȴ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ț≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡲ £ȴࡱ æƟɧʞǩɫƟ Ț = Ɗࡱ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œȣ ϵ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ț≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ ϵ > ࡲ߽

ĳƟɻ �ȋʿŒˈɻࡪ ʿǩʉǞ Ț ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ϵࡱ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࠅ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ΗΧ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȝŒȅƟ Œȣˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ
⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟˈ ƁŒȣ ŷƟ ɻƁŒʉʉƟɫƟƌ ŒɫŷǩʉɫŒɫǩȋˈ Œɫȴʞȣƌ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œ ȣȴ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ț≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡲ £ȴࡱ æƟɧʞǩɫƟ Ț = Ɗࡱ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ˨ȣƌ Œȣ ϵ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩȣʉȴ Ț≪ Ɗ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ ϵ > ࡲ߽ ĳƟɻ �ȋʿŒˈɻࡪ ʿǩʉǞ Ț ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ϵࡱ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࠅ



ϫ̺ͩ ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠΠ : RƊ → ßȚ
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = Π⃗ˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Ǉɫȴȝ
N (߽, ࡪ(Ț/߾ ǩʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Ɗ = ߾ ʉɫǩȋȋǩȴȣࡪ ϵ = ࡪࠂ߽. Œȣƌ Ƞ = ,߽߽߾ ࡪ߽߽߽ Ț ≈ ࡱ߽߽ࠃࠃ

ĨƟɫˈ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ ßȴʿƟɫǇʞȋ ɫƟɻʞȋʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣࡩ ŒɠɠȋˈǩȣǊ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ
ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ Œȋȋ ʉǞȴɻƟ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠆ
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ϫ̺ͩ ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠΠ : RƊ → ßȚ
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = Π⃗ˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Ǉɫȴȝ
N (߽, ࡪ(Ț/߾ ǩʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Ɗ = ߾ ʉɫǩȋȋǩȴȣࡪ ϵ = ࡪࠂ߽. Œȣƌ Ƞ = ,߽߽߾ ࡪ߽߽߽ Ț ≈ ࡱ߽߽ࠃࠃ

ĨƟɫˈ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ ßȴʿƟɫǇʞȋ ɫƟɻʞȋʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣࡩ ŒɠɠȋˈǩȣǊ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ
ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ Œȋȋ ʉǞȴɻƟ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠆ



ϫ̺ͩ ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠΠ : RƊ → ßȚ
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = Π⃗ˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Ǉɫȴȝ
N (߽, ࡪ(Ț/߾ ǩʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Ɗ = ߾ ʉɫǩȋȋǩȴȣࡪ ϵ = ࡪࠂ߽. Œȣƌ Ƞ = ,߽߽߾ ࡪ߽߽߽ Ț ≈ ࡱ߽߽ࠃࠃ

ĨƟɫˈ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ ßȴʿƟɫǇʞȋ ɫƟɻʞȋʉ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣࡩ ŒɠɠȋˈǩȣǊ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ
ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ Œȋȋ ʉǞȴɻƟ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠆ
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Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ̺̤ϫͮΧΗ

`ȴɫ Œȣˈ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ Π ∈ RȚ×Ɗ ʿǩʉǞ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Ǉɫȴȝ
N (߽, ࡪ(Ț/߾ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ȋƟʉʉǩȣǊ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥ˇǦ − ˇǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ Π ǩɻ ȅȣȴʿȣ Œɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ xʉ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ
ȝŒɠɠǩȣǊ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ ʻƟƁʉȴɫɻ ʉȴ ȋƟȣǊʉǞ Ț ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ Π ǩɻ ƌŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻࡱ ðʉŒɫȅ ƁȴȣʉɫŒɻʉ ʉȴ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ß+ࡱ�

߽߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ̺̤ϫͮΧΗ

`ȴɫ Œȣˈ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ Π ∈ RȚ×Ɗ ʿǩʉǞ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Ǉɫȴȝ
N (߽, ࡪ(Ț/߾ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ȋƟʉʉǩȣǊ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥ˇǦ − ˇǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ Π ǩɻ ȅȣȴʿȣ Œɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ xʉ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ
ȝŒɠɠǩȣǊ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ ʻƟƁʉȴɫɻ ʉȴ ȋƟȣǊʉǞ Ț ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ Π ǩɻ ƌŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻࡱ ðʉŒɫȅ ƁȴȣʉɫŒɻʉ ʉȴ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ß+ࡱ�

߽߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ̺̤ϫͮΧΗ

`ȴɫ Œȣˈ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ Π ∈ RȚ×Ɗ ʿǩʉǞ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Ǉɫȴȝ
N (߽, ࡪ(Ț/߾ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ȋƟʉʉǩȣǊ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥ˇǦ − ˇǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ Π ǩɻ ȅȣȴʿȣ Œɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ xʉ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ
ȝŒɠɠǩȣǊ ȋƟȣǊʉǞ Ɗ ʻƟƁʉȴɫɻ ʉȴ ȋƟȣǊʉǞ Ț ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ Π ǩɻ ƌŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻࡱ ðʉŒɫȅ ƁȴȣʉɫŒɻʉ ʉȴ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ß+ࡱ�
߽߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ `ȴʞɫǩƟɫ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌ ßɫȴŷȋƟȝࢍ ðƟʉ ࡪࢎ߿ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ȴǇ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
ˇ߾, . . . , ˇȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʿǩʉǞ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫ ̍ࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ǽʞɻʉ ®(Ɗ+ ȠȚ) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ ʉǞƟ Ǉʞȋȋ
ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

߾߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ `ȴʞɫǩƟɫ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌ ßɫȴŷȋƟȝࢍ ðƟʉ ࡪࢎ߿ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ȴǇ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
ˇ߾, . . . , ˇȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʿǩʉǞ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫ ̍ࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ǽʞɻʉ ®(Ɗ+ ȠȚ) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ ʉǞƟ Ǉʞȋȋ
ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

߾߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ `ȴʞɫǩƟɫ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌ ßɫȴŷȋƟȝࢍ ðƟʉ ࡪࢎ߿ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ȴǇ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
ˇ߾, . . . , ˇȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʿǩʉǞ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫ ̍ࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ǽʞɻʉ ®(Ɗ+ ȠȚ) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ ʉǞƟ Ǉʞȋȋ
ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

߾߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

ࡦ �Œȣˈ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻࡩ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ɻɠŒɫɻƟ ȝȴɻʉࢍ
ƟȣʉɫǩƟɻ ࡪࢎ߽ `ȴʞɫǩƟɫ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌ ßɫȴŷȋƟȝࢍ ðƟʉ ࡪࢎ߿ ƟʉƁࡱ =⇒ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ȴǇ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡱ

ࡦ 5ŒʉŒ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɠɫȴɠƟɫʉˈ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ȴȣƁƟ Π ǩɻ ƁǞȴɻƟȣࡪ
ˇ߾, . . . , ˇȠ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ʿǩʉǞ ȋǩʉʉȋƟ ȝƟȝȴɫ ̍ࡱ

ࡦ �Ɵȝȴɫˈ ȣƟƟƌƟƌ ǩɻ ǽʞɻʉ ®(Ɗ+ ȠȚ) ʻɻࡱ ®(ȠƊ) ʉȴ ɻʉȴɫƟ ʉǞƟ Ǉʞȋȋ
ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ƁŒȣ Œȋɻȴ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ǩȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ

ࡦ īǞƟȣ ȣƟʿ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ŒƌƌƟƌࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࡪ
ʿǩʉǞȴʞʉ ʞɠƌŒʉǩȣǊ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

߾߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ

ˇǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˀǦ⟩ =
Ɗ∑

Ȃ=߾
Π(Ǻ, Ȃ) · ⃗ˀǦ(Ȃ).

Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻ Ɗࢍ ƌǩȝɻࡪࢎࡱ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻ Țࢍ < Ɗ
ƌǩȝɻࡪࢎࡱ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࢍ ǇʞȣƁʉǩȴȣࢎ

߿߾

- . . fifo:O



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ

ˇǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˀǦ⟩ =
Ɗ∑

Ȃ=߾
Π(Ǻ, Ȃ) · ⃗ˀǦ(Ȃ).

Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻ Ɗࢍ ƌǩȝɻࡪࢎࡱ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻ Țࢍ < Ɗ
ƌǩȝɻࡪࢎࡱ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࢍ ǇʞȣƁʉǩȴȣࢎ

߿߾
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ

ˇǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˀǦ⟩ =
Ɗ∑

Ȃ=߾
Π(Ǻ, Ȃ) · ⃗ˀǦ(Ȃ).

Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ßȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ƁȴɻǩȣƟ
ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǞŒʻƟ ɻǩȝǩȋŒɫ
ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣɻࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻ Ɗࢍ ƌǩȝɻࡪࢎࡱ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻ Țࢍ < Ɗ
ƌǩȝɻࡪࢎࡱ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࢍ ǇʞȣƁʉǩȴȣࢎ

߿߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ

ˇǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˀǦ⟩ =
Ɗ∑

Ȃ=߾
Π(Ǻ, Ȃ) · ⃗ˀǦ(Ȃ).

Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ßȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ƁȴɻǩȣƟ
ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǞŒʻƟ ɻǩȝǩȋŒɫ
ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣɻࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻ Ɗࢍ ƌǩȝɻࡪࢎࡱ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻ Țࢍ < Ɗ
ƌǩȝɻࡪࢎࡱ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࢍ ǇʞȣƁʉǩȴȣࢎ

߿߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ

ˇǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˀǦ⟩ =
Ɗ∑

Ȃ=߾
Π(Ǻ, Ȃ) · ⃗ˀǦ(Ȃ).

Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ßȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ƁȴɻǩȣƟ
ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǞŒʻƟ ɻǩȝǩȋŒɫ
ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣɻࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻ Ɗࢍ ƌǩȝɻࡪࢎࡱ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻ Țࢍ < Ɗ
ƌǩȝɻࡪࢎࡱ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࢍ ǇʞȣƁʉǩȴȣࢎ ߿߾

§ =



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ

ˇǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˀǦ⟩ =
Ɗ∑

Ȃ=߾
Π(Ǻ, Ȃ) · ⃗ˀǦ(Ȃ).

Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ßȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ƁȴɻǩȣƟ
ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǞŒʻƟ ɻǩȝǩȋŒɫ
ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣɻࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻ Ɗࢍ ƌǩȝɻࡪࢎࡱ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻ Țࢍ < Ɗ
ƌǩȝɻࡪࢎࡱ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࢍ ǇʞȣƁʉǩȴȣࢎ

߿߾

}



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ

ˇǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˀǦ⟩ =
Ɗ∑

Ȃ=߾
Π(Ǻ, Ȃ) · ⃗ˀǦ(Ȃ).

Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ßȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ƁȴɻǩȣƟ
ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǞŒʻƟ ɻǩȝǩȋŒɫ
ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣɻࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻ Ɗࢍ ƌǩȝɻࡪࢎࡱ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻ Țࢍ < Ɗ
ƌǩȝɻࡪࢎࡱ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࢍ ǇʞȣƁʉǩȴȣࢎ

߿߾

}



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ϡͮΓͩ˺ϡͩ

+ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ ɻȴ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ

ˇǦ(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˀǦ⟩ =
Ɗ∑

Ȃ=߾
Π(Ǻ, Ȃ) · ⃗ˀǦ(Ȃ).

Π(Ǻ) ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ʿǩʉǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ßȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ƁȴɻǩȣƟ
ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǞŒʻƟ ɻǩȝǩȋŒɫ
ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣɻࡱ

+ȴȝɠʞʉǩȣǊ Œ ȋƟȣǊʉǞ Ț ðǩȝoŒɻǞ ɻǩǊȣŒʉʞɫƟ èm߾(⃗ˀǦ), . . . , èmȚ(⃗ˀǦ) ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ˇǦ = Π⃗ˀǦ Œȣƌ ʉǞƟȣ ʉŒȅǩȣǊ ɵǦǈȠ(ˇǦ)ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻ Ɗࢍ ƌǩȝɻࡪࢎࡱ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻ Țࢍ < Ɗ
ƌǩȝɻࡪࢎࡱ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࢍ ǇʞȣƁʉǩȴȣࢎ

߿߾

%

}



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή

üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉ ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ Œ
ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ȋƟȝȝŒࡩ

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

�ɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ Π ʉȴ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ⃗ˁࢪɻ ȣȴɫȝ ʿǩʉǞ
ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ
ࡦ �ǩȅƟ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡪ ŷʞʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ȋƟȣǊʉǞ ȴǇ Œ
ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ŷƟ ɠɫȴʻƟȣ Ǉɫȴȝ ˨ɫɻʉ ɠɫǩȣƁǩɠȋƟɻࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ȣƟˇʉࡱ

Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠀ߾

C ,



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή

üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉ ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ Œ
ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ȋƟȝȝŒࡩ

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

�ɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ Π ʉȴ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ⃗ˁࢪɻ ȣȴɫȝ ʿǩʉǞ
ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ �ǩȅƟ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡪ ŷʞʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ȋƟȣǊʉǞ ȴǇ Œ
ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ŷƟ ɠɫȴʻƟȣ Ǉɫȴȝ ˨ɫɻʉ ɠɫǩȣƁǩɠȋƟɻࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ȣƟˇʉࡱ

Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠀ߾



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή

üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉ ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ Œ
ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ȋƟȝȝŒࡩ

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

�ɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ Π ʉȴ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ⃗ˁࢪɻ ȣȴɫȝ ʿǩʉǞ
ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ
ࡦ �ǩȅƟ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡪ ŷʞʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ȋƟȣǊʉǞ ȴǇ Œ
ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ŷƟ ɠɫȴʻƟȣ Ǉɫȴȝ ˨ɫɻʉ ɠɫǩȣƁǩɠȋƟɻࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ȣƟˇʉࡱ

Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠀ߾



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή

üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉ ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ Œ
ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ȋƟȝȝŒࡩ

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

�ɠɠȋˈǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ Π ʉȴ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ⃗ˁࢪɻ ȣȴɫȝ ʿǩʉǞ
ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ
ࡦ �ǩȅƟ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡪ ŷʞʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ȋƟȣǊʉǞ ȴǇ Œ
ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ŷƟ ɠɫȴʻƟȣ Ǉɫȴȝ ˨ɫɻʉ ɠɫǩȣƁǩɠȋƟɻࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ȣƟˇʉࡱ

Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠀ߾



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή =⇒ Ή

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ =⇒ �� �ƟȝȝŒࡩ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ˁࡱ üǞƟ ȝŒǩȣ ��
�ƟȝȝŒ ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ ʿǞƟɫƟ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠁ߾



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή =⇒ Ή

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ =⇒ �� �ƟȝȝŒࡩ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ˁࡱ üǞƟ ȝŒǩȣ ��
�ƟȝȝŒ ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ ʿǞƟɫƟ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠁ߾



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή =⇒ Ή

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ =⇒ �� �ƟȝȝŒࡩ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ˁࡱ üǞƟ ȝŒǩȣ ��
�ƟȝȝŒ ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ ʿǞƟɫƟ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠁ߾



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή =⇒ Ή

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ =⇒ �� �ƟȝȝŒࡩ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ˁࡱ üǞƟ ȝŒǩȣ ��
�ƟȝȝŒ ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ ʿǞƟɫƟ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠁ߾

•



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή =⇒ Ή

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ =⇒ �� �ƟȝȝŒࡩ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ˁࡱ üǞƟ ȝŒǩȣ ��
�ƟȝȝŒ ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ ʿǞƟɫƟ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ⃗ˁ ǦǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˁǦǺ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ ǦǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁǦǺ∥߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠁ߾

xi!xj



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή =⇒ Ή

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ =⇒ �� �ƟȝȝŒࡩ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ˁࡱ üǞƟ ȝŒǩȣ ��
�ƟȝȝŒ ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ ʿǞƟɫƟ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ⃗ˁ ǦǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥Π(⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ)∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠁ߾
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̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή =⇒ Ή

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ =⇒ �� �ƟȝȝŒࡩ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ˁࡱ üǞƟ ȝŒǩȣ ��
�ƟȝȝŒ ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ Π ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ðǩȣƁƟ Π ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʉǞƟɻƟ ŒɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʉǞǩȣǊ

ßɫȴȴǇࡩ cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠࡪ ƌƟ˨ȣƟ
(Ƞ
߿
)
ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ ʿǞƟɫƟ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ Ț = ®
(
ȋȴǊ δ/߾

ϵ߿

)
ࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ⃗ˁ ǦǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥ˇǦ − ˇǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠁ߾



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή =⇒ Ή

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ N (߽, (Ț/߾ ƟȣʉɫǩƟɻ Œȣƌ
Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)
ࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ɠŒǩɫ ⃗ˀǦ,⃗ˀǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ′ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥ˇǦ − ˇǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

īǩʉǞ ʿǞŒʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŒɫƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡲ

ċȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾
(Ƞ
߿
)
· δ′ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ

ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡱ

�ɠɠȋˈ ʉǞƟ ƁȋŒǩȝ ʿǩʉǞ δ′ = δ/
(Ƞ
߿
)
ࡱ =⇒ Ǉȴɫ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)
ࡪ Œȋȋ

ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡱ

Ț = ®
( ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)

= ®
(
ȋȴǊ(

(Ƞ
߿
)
/δ)

ϵ߿

)
= ®

( ȋȴǊ(Ƞ߿/δ)
ϵ߿

)
= ®

( ȋȴǊ(Ƞ/δ)
ϵ߿

)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠂ߾

4¥)



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή =⇒ Ή

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ N (߽, (Ț/߾ ƟȣʉɫǩƟɻ Œȣƌ
Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)
ࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ɠŒǩɫ ⃗ˀǦ,⃗ˀǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ′ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥ˇǦ − ˇǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

īǩʉǞ ʿǞŒʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŒɫƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡲ

ċȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾
(Ƞ
߿
)
· δ′ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ

ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡱ

�ɠɠȋˈ ʉǞƟ ƁȋŒǩȝ ʿǩʉǞ δ′ = δ/
(Ƞ
߿
)
ࡱ =⇒ Ǉȴɫ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)
ࡪ Œȋȋ

ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡱ

Ț = ®
( ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)

= ®
(
ȋȴǊ(

(Ƞ
߿
)
/δ)

ϵ߿

)
= ®

( ȋȴǊ(Ƞ߿/δ)
ϵ߿

)
= ®

( ȋȴǊ(Ƞ/δ)
ϵ߿

)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠂ߾
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ N (߽, (Ț/߾ ƟȣʉɫǩƟɻ Œȣƌ
Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)
ࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ɠŒǩɫ ⃗ˀǦ,⃗ˀǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ′ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥ˇǦ − ˇǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

īǩʉǞ ʿǞŒʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŒɫƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡲ

ċȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾
(Ƞ
߿
)
· δ′ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ

ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡱ

�ɠɠȋˈ ʉǞƟ ƁȋŒǩȝ ʿǩʉǞ δ′ = δ/
(Ƞ
߿
)
ࡱ =⇒ Ǉȴɫ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)
ࡪ Œȋȋ

ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡱ

Ț = ®
( ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)

= ®
(
ȋȴǊ(

(Ƞ
߿
)
/δ)

ϵ߿

)
= ®

( ȋȴǊ(Ƞ߿/δ)
ϵ߿

)
= ®

( ȋȴǊ(Ƞ/δ)
ϵ߿

)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠂ߾
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ N (߽, (Ț/߾ ƟȣʉɫǩƟɻ Œȣƌ
Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)
ࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ɠŒǩɫ ⃗ˀǦ,⃗ˀǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

≥ −߾ δ′ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥ˇǦ − ˇǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

īǩʉǞ ʿǞŒʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŒɫƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡲ

ċȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾
(Ƞ
߿
)
· δ′ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ

ɠɫƟɻƟɫʻƟƌࡱ

�ɠɠȋˈ ʉǞƟ ƁȋŒǩȝ ʿǩʉǞ δ′ = δ/
(Ƞ
߿
)
ࡱ

=⇒ Ǉȴɫ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)
ࡪ Œȋȋ

ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟɫʻƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡱ

Ț = ®
( ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)

= ®
(
ȋȴǊ(

(Ƞ
߿
)
/δ)

ϵ߿

)
= ®

( ȋȴǊ(Ƞ߿/δ)
ϵ߿

)
= ®

( ȋȴǊ(Ƞ/δ)
ϵ߿

)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ɠȴǩȣʉɻࡪ ˇ߾, . . . , ˇȣ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɠȴǩȣʉɻࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ Ɵȝ࢙
ŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠂ߾
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ʿƟ ƁǞȴȴɻƟ Π ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ N (߽, (Ț/߾ ƟȣʉɫǩƟɻ Œȣƌ
Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)
ࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˇǦ = Π⃗ˀǦࡪ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ɠŒǩɫ ⃗ˀǦ,⃗ˀǺ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
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(
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ϵ߿
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ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ
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⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
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ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ = √߾

Ț
∑Ɗ

Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(߾

ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿)ࡩ Œ ȣȴɫȝŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)ࡱ߿

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ �ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ࠄ߾
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⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
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⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ࠄ߾

normoldtainte
d

% d
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ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ = √߾

Ț
∑Ɗ

Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿)ࡩ Œ ȣȴɫȝŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)ࡱ߿

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ

�ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ࠄ߾



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ = √߾

Ț
∑Ɗ

Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿)ࡩ Œ ȣȴɫȝŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)ࡱ߿

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ �ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ࠄ߾
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) = √߾
Ț

Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿).

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ

ࠅ߾
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) = √߾
Ț

Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿).

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ

ࠅ߾
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) = √߾
Ț

Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿).

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ

ࠅ߾
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) = √߾
Ț

Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿).

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

üǞʞɻࡪ ˒(Ǻ) ∼ √߾
ȚN (߽,⃗ˁ(߾)߿ + ⃗ˁ(߿)߿ + . . .+ ⃗ˁ(Ɗ)߿)

xࡱƟࡪࡱ ˒ ǩʉɻƟȋǇ ǩɻ Œ
ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ʻƟƁʉȴɫࡱ æȴʉŒʉǩȴȣŒȋ ǩȣʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱðʉŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ŒȣȴʉǞƟɫ ƟˇɠȋŒȣŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ࠅ߾
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) = √߾
Ț

Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿).

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

üǞʞɻࡪ ˒(Ǻ) ∼ √߾
ȚN (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿)

xࡱƟࡪࡱ ˒ ǩʉɻƟȋǇ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ʻƟƁʉȴɫࡱ
æȴʉŒʉǩȴȣŒȋ ǩȣʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ŒȣȴʉǞƟɫ ƟˇɠȋŒȣŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ࠅ߾

-
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) = √߾
Ț

Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿).

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

üǞʞɻࡪ ˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț).

xࡱƟࡪࡱ ˒ ǩʉɻƟȋǇ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ʻƟƁʉȴɫࡱ
æȴʉŒʉǩȴȣŒȋ ǩȣʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ŒȣȴʉǞƟɫ ƟˇɠȋŒȣŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ࠅ߾
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ
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ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ߽߿



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț) Œȣƌ E[∥˒∥߿߿] = ∥⃗ˁ∥߿߿
߿߿∥˒∥ =

∑Ț
Ǧ=߾ ˒(Ǻ)߿ Œ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ

ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

�ƟȝȝŒࡩ ðɧʞŒɫƟƌ࢙Ǟǩ+ࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࢎ �ƟʉʉǩȣǊ Ŀ ŷƟ Œ +Ǟǩ࢙
ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ ǇɫƟƟƌȴȝࡪ

ßɫ [|Ŀ− EĿ| ≥ ϵEĿ] ≤ .ࠅ/߿Ɲ−Țϵ߿

xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ®(Ɲ− ȋȴǊ(߾/δ)) ≥ −߾ δࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿ ≤ ߿߿∥˒∥ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿.

cǩʻƟɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ Œȣƌ ʉǞʞɻ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻǩƁ �� �ƟȝȝŒ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
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߽߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

ðʞɠɠȴɫʉ ĨƟƁʉȴɫ �ŒƁǞǩȣƟɻࡩ � ƁȋŒɻɻǩƁ �� ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ ʿǞƟɫƟ ƌŒʉŒ ǩɻ
ƁȋŒɻɻǩ˨Ɵƌ ʿǩʉǞ Œ ǞˈɠƟɫɠȋŒȣƟࡱ

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Œ ǩȣ ࡪ�
⟨Œ,ʸ⟩ ≥ ƀ+Ț

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Ŷ ǩȣ #
⟨Ŷ,ʸ⟩ ≤ ƀ−Țࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ Œȋȋ ʻƟƁʉȴɫɻ
ǞŒʻƟ ʞȣǩʉ ȣȴɫȝࡱ

�� �ƟȝȝŒ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ɻʉǩȋȋ

ǞŒʻƟ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/ࠁ Œȣƌ ⟨ŷ,ʿ⟩ ≤ ƀ−Ț/ࡱࠁ

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉ Œȣƌ ɫʞȣ ðĨ� ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ ǩȣ
ʉǞƟ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉȴ ˨ȣƌ ɻƟɠŒɫŒʉȴɫ ʿࡱ
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ
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⟨Ŷ,ʸ⟩ ≤ ƀ−Țࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ Œȋȋ ʻƟƁʉȴɫɻ
ǞŒʻƟ ʞȣǩʉ ȣȴɫȝࡱ

�� �ƟȝȝŒ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
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