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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠄ߾

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠀ ʿŒɻ ɫƟȋƟŒɻƟƌ ȴȣ ðŒʉʞɫƌŒ ̍ࡱ 5ʞƟ ȣƟˇʉ `ɫǩƌŒˈ
ࠂ߾ࡷ߾߾ Œʉ ࡱɠȝࠅ

ࡦ x ʿǩȋȋ Ǟȴȋƌ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ŒǇʉƟɫ ƁȋŒɻɻ ʞȣʉǩȋ ɠȝ߽ࠀࡩ߿߾ ʉȴƌŒ ̍ࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `xȣǩɻǞƟƌ ʞɠ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ Œȣƌ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋࡱ
ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ƌǩɻƁʞɻɻǩȴȣ ȴǇ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ
ðĨ5ࡷƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ ðĨ5ࡷƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡱ
ࡦ xʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ
ࡦ ðʉŒɫʉ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʞȣǩʉࡱ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡱ

߿

-



͘˺ϡϫ̺Ϙ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

üȴ ɻɠƟƟƌ ʞɠ ðĨ5 ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ ʉŒȅƟ ŒƌʻŒȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴɫࢍ
ŷȴʉʉȴȝࢎ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ȃ Ǉȴɫ Ȃ≪ Ɗࡱ

ࡦ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ Œȣƌ ʉǞƟȣ ƁȴȝɠʞʉƟ
ċȂΣȂ = ĲĨȂࡱ

ࡦ ċɻƟ Œȣ ǦʂƝɥŒʂǦʴƝ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂǦȰȠ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ĨȂࡱ

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ®(ȠƊȂ) ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ®(ȠƊ߿)ࡱ

ðɠŒɫɻƟ ࢎǩʉƟɫŒʉǩʻƟࢍ ʻɻࡱ 5ǩɫƟƁʉ �ƟʉǞȴƌࡱ ãú� ʻɻࡱ ãú�ãࡱ

ࠀ

and )

d
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͘˺ϡϫ̺Ϙ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

üȴ ɻɠƟƟƌ ʞɠ ðĨ5 ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ ʉŒȅƟ ŒƌʻŒȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴɫࢍ
ŷȴʉʉȴȝࢎ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ȃ Ǉȴɫ Ȃ≪ Ɗࡱ

ࡦ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ Œȣƌ ʉǞƟȣ ƁȴȝɠʞʉƟ
ċȂΣȂ = ĲĨȂࡱ

ࡦ ċɻƟ Œȣ ǦʂƝɥŒʂǦʴƝ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂǦȰȠ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ĨȂࡱ

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ®(ȠƊȂ) ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ®(ȠƊ߿)ࡱ

ðɠŒɫɻƟ ࢎǩʉƟɫŒʉǩʻƟࢍ ʻɻࡱ 5ǩɫƟƁʉ �ƟʉǞȴƌࡱ ãú� ʻɻࡱ ãú�ãࡱ

ࠀ

-



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌࡩ üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ðĨ5ࡱ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ Ȃ = ߾ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ
ŷʞʉ ƁŒȣ ƟŒɻǩȋˈ ŷƟ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ ʉȴ ȋŒɫǊƟɫ Ȃࡱ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࡪ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨࡪ ˨ȣƌ ̱⃗ ≈ ⃗ɹࡱ߾

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ +ǞȴȴɻƟ ̱⃗(߽) ɫŒȣƌȴȝȋ ̍ࡱ DࡱǊࡱ ̱⃗(߽)(Ǧ) ∼ N (߽, ࡱ(߾

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ̱⃗(Ǧ) = (ĲóĲ) · ̱⃗(Ǧ−߾)

æʞȣʉǩȝƟࡩ ߿ · ȠƊ

ࡦ ȠǦ = ∥⃗ˍ(Ǧ)∥߿

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

ࡦ ̱⃗(Ǧ) = ̱⃗(Ǧ)/ȠǦ

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

æƟʉʞɫȣ ̱⃗ʂ

üȴʉŒȋ æʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊʂ)

ࠁ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌࡩ üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ðĨ5ࡱ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ Ȃ = ߾ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ
ŷʞʉ ƁŒȣ ƟŒɻǩȋˈ ŷƟ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ ʉȴ ȋŒɫǊƟɫ Ȃࡱ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࡪ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨࡪ ˨ȣƌ ̱⃗ ≈ ⃗ɹࡱ߾

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ +ǞȴȴɻƟ ̱⃗(߽) ɫŒȣƌȴȝȋ ̍ࡱ DࡱǊࡱ ̱⃗(߽)(Ǧ) ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ̱⃗(Ǧ) = (ĲóĲ) · ̱⃗(Ǧ−߾)

æʞȣʉǩȝƟࡩ ߿ · ȠƊ

ࡦ ȠǦ = ∥⃗ˍ(Ǧ)∥߿

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

ࡦ ̱⃗(Ǧ) = ̱⃗(Ǧ)/ȠǦ

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

æƟʉʞɫȣ ̱⃗ʂ

üȴʉŒȋ æʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊʂ)

ࠁ

T



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌࡩ üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ðĨ5ࡱ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ Ȃ = ߾ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ
ŷʞʉ ƁŒȣ ƟŒɻǩȋˈ ŷƟ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ ʉȴ ȋŒɫǊƟɫ Ȃࡱ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࡪ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨࡪ ˨ȣƌ ̱⃗ ≈ ⃗ɹࡱ߾

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ +ǞȴȴɻƟ ̱⃗(߽) ɫŒȣƌȴȝȋ ̍ࡱ DࡱǊࡱ ̱⃗(߽)(Ǧ) ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ̱⃗(Ǧ) = (ĲóĲ) · ̱⃗(Ǧ−߾)

æʞȣʉǩȝƟࡩ ߿ · ȠƊ

ࡦ ȠǦ = ∥⃗ˍ(Ǧ)∥߿

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

ࡦ ̱⃗(Ǧ) = ̱⃗(Ǧ)/ȠǦ

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

æƟʉʞɫȣ ̱⃗ʂ

üȴʉŒȋ æʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊʂ)

ࠁ

•
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌࡩ üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ðĨ5ࡱ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ Ȃ = ߾ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪ
ŷʞʉ ƁŒȣ ƟŒɻǩȋˈ ŷƟ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌ ʉȴ ȋŒɫǊƟɫ Ȃࡱ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࡪ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨࡪ ˨ȣƌ ̱⃗ ≈ ⃗ɹࡱ߾

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ +ǞȴȴɻƟ ̱⃗(߽) ɫŒȣƌȴȝȋ ̍ࡱ DࡱǊࡱ ̱⃗(߽)(Ǧ) ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ̱⃗(Ǧ) = (ĲóĲ) · ̱⃗(Ǧ−߾) æʞȣʉǩȝƟࡩ ߿ · ȠƊ
ࡦ ȠǦ = ∥⃗ˍ(Ǧ)∥߿ æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ
ࡦ ̱⃗(Ǧ) = ̱⃗(Ǧ)/ȠǦ æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ
æƟʉʞɫȣ ̱⃗ʂ

üȴʉŒȋ æʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊʂ)
ࠁ

Ike"') XTXs and')

and)
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

īǞˈ ǩɻ ǩʉ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴʿŒɫƌɻ ⃗ɹࡲ߾

ࠂ

top
singular

vector



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

īǞˈ ǩɻ ǩʉ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴʿŒɫƌɻ ⃗ɹࡲ߾

ࠂ

Xtx



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

īǞˈ ǩɻ ǩʉ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴʿŒɫƌɻ ⃗ɹࡲ߾

ࠂ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

īǞˈ ǩɻ ǩʉ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴʿŒɫƌɻ ⃗ɹࡲ߾

ࠂ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

īǞˈ ǩɻ ǩʉ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴʿŒɫƌɻ ⃗ɹࡲ߾

ࠂ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

īǞˈ ǩɻ ǩʉ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴʿŒɫƌɻ ⃗ɹࡲ߾

ࠂ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

īǞˈ ǩɻ ǩʉ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴʿŒɫƌɻ ⃗ɹࡲ߾

ࠂ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

īǞˈ ǩɻ ǩʉ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴʿŒɫƌɻ ⃗ɹࡲ߾ ࠂ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īɫǩʉƟ ̱⃗(߽) ǩȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ŷŒɻǩɻࡩ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ.

ċɠƌŒʉƟ ɻʉƟɠࡩ ̱⃗(Ǧ) = ĲĲó · ̱⃗(Ǧ−߾) = ĨΣ߿Ĩó · ̱⃗(Ǧ−߾) ʉǞƟȣࢍ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵࢎ

Ĩó⃗ˍ(߽) =

Σ߿Ĩó⃗ˍ(߽) =

(߾)̱⃗ = ĨΣ߿Ĩó · ̱⃗(߽) =

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾ ࠃ

random



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īɫǩʉƟ ̱⃗(߽) ǩȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ŷŒɻǩɻࡩ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ.

ċɠƌŒʉƟ ɻʉƟɠࡩ ̱⃗(Ǧ) = ĲĲó · ̱⃗(Ǧ−߾) = ĨΣ߿Ĩó · ̱⃗(Ǧ−߾) ʉǞƟȣࢍ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵࢎ

Ĩó⃗ˍ(߽) =

Σ߿Ĩó⃗ˍ(߽) =

(߾)̱⃗ = ĨΣ߿Ĩó · ̱⃗(߽) =

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾ ࠃ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īɫǩʉƟ ̱⃗(߽) ǩȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ŷŒɻǩɻࡩ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ.

ċɠƌŒʉƟ ɻʉƟɠࡩ ̱⃗(Ǧ) = ĲĲó · ̱⃗(Ǧ−߾) = ĨΣ߿Ĩó · ̱⃗(Ǧ−߾) ʉǞƟȣࢍ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵࢎ

Ĩó⃗ˍ(߽) =

Σ߿Ĩó⃗ˍ(߽) =

(߾)̱⃗ = ĨΣ߿Ĩó · ̱⃗(߽) =

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾ ࠃ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īɫǩʉƟ ̱⃗(߽) ǩȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ŷŒɻǩɻࡩ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ.

ċɠƌŒʉƟ ɻʉƟɠࡩ ̱⃗(Ǧ) = ĲĲó · ̱⃗(Ǧ−߾) = ĨΣ߿Ĩó · ̱⃗(Ǧ−߾) ʉǞƟȣࢍ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵࢎ

Ĩó⃗ˍ(߽) =

Σ߿Ĩó⃗ˍ(߽) =

(߾)̱⃗ = ĨΣ߿Ĩó · ̱⃗(߽) =

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾ ࠃ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īɫǩʉƟ ̱⃗(߽) ǩȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ŷŒɻǩɻࡩ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ.

ċɠƌŒʉƟ ɻʉƟɠࡩ ̱⃗(Ǧ) = ĲĲó · ̱⃗(Ǧ−߾) = ĨΣ߿Ĩó · ̱⃗(Ǧ−߾) ʉǞƟȣࢍ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵࢎ

Ĩó⃗ˍ(߽) =

Σ߿Ĩó⃗ˍ(߽) =

(߾)̱⃗ = ĨΣ߿Ĩó · ̱⃗(߽) =

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾ ࠃ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ߾ ࡩ īɫǩʉǩȣǊ ̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ʴ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊࡪ

(߾)̱⃗ = ƀ߾ · σ⃗߾߿ɹ߾ + ƀ߿ · σ⃗߿߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ · σ߿Ɗ⃗ɹƊ.

(߿)̱⃗ = ĲóĲ⃗ˍ(߾) = ĨΣ߿Ĩó⃗ˍ(߾) =

+ȋŒǩȝ ࡩ߿

̱⃗(ʂ) = ƀ߾ · σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + Ɓ߿ · σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊ · σ߿ʂƊ ⃗ɹƊ.

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾

ࠄ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ߾ ࡩ īɫǩʉǩȣǊ ̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ʴ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊࡪ

(߾)̱⃗ = ƀ߾ · σ⃗߾߿ɹ߾ + ƀ߿ · σ⃗߿߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ · σ߿Ɗ⃗ɹƊ.

(߿)̱⃗ = ĲóĲ⃗ˍ(߾) = ĨΣ߿Ĩó⃗ˍ(߾) =

+ȋŒǩȝ ࡩ߿

̱⃗(ʂ) = ƀ߾ · σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + Ɓ߿ · σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊ · σ߿ʂƊ ⃗ɹƊ.

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ߾ ࡩ īɫǩʉǩȣǊ ̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ʴ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊࡪ

(߾)̱⃗ = ƀ߾ · σ⃗߾߿ɹ߾ + ƀ߿ · σ⃗߿߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ · σ߿Ɗ⃗ɹƊ.

(߿)̱⃗ = ĲóĲ⃗ˍ(߾) = ĨΣ߿Ĩó⃗ˍ(߾) =

+ȋŒǩȝ ࡩ߿

̱⃗(ʂ) = ƀ߾ · σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + Ɓ߿ · σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊ · σ߿ʂƊ ⃗ɹƊ.

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ
ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ

ࠅ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 0

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 1

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10

-0.6

-0.4
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0.4

0.6

0.8

īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 2

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 3

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 4

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 5

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 6

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ

ࠅ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 7

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ

ࠅ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 8

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 9
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 10

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 11

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 12
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īǞƟȣ ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ŷƟ ɻȋȴʿࡲ
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ
ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ
ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ
̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 13
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

ࠆ



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 0
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 1
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 2
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 3
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 4
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 5
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 6
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 7
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 8
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 9
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 10

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 c10
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 11
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 12
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϡΉΧЙ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

ðȋȴʿ +ŒɻƟࡩ Ĳ ǞŒɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡩ σ߾ = ߿σ,߾ = ࠀσ,ࠆࠆ. = ࠁσ,ࠆ. = ,ࠅ. . . .

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

Iteration 13
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺ Ϙ˺ϫ̺

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ
īɫǩʉƟ σ߿ = −߾) γ)σ߾ Ǉȴɫ ࢪǊŒɠࢩ γ = σ߾−σ߿

σ߾
ࡱ oȴʿ ȝŒȣˈ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ ƌȴƟɻ ǩʉ

ʉŒȅƟ ʉȴ ǞŒʻƟ σ߿ʂ߿ ≤ ߾
߿ · σ

ʂ߿
߾ ࡲ

ࡱ(γ/߾)´

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾ ߽߾
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺ Ϙ˺ϫ̺

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ
īɫǩʉƟ σ߿ = −߾) γ)σ߾ Ǉȴɫ ࢪǊŒɠࢩ γ = σ߾−σ߿

σ߾
ࡱ oȴʿ ȝŒȣˈ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ ƌȴƟɻ ǩʉ

ʉŒȅƟ ʉȴ ǞŒʻƟ σ߿ʂ߿ ≤ ߾
߿ · σ

ʂ߿
߾ ࡲ ࡱ(γ/߾)´

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾ ߽߾
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺ Ϙ˺ϫ̺

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ
īɫǩʉƟ σ߿ = −߾) γ)σ߾ Ǉȴɫ ࢪǊŒɠࢩ γ = σ߾−σ߿

σ߾
ࡱ oȴʿ ȝŒȣˈ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ ƌȴƟɻ ǩʉ

ʉŒȅƟ ʉȴ ǞŒʻƟ σ߿ʂ߿ ≤ ߾
߿ · σ

ʂ߿
߾ ࡲ ࡱ(γ/߾)´

oȴʿ ȝŒȣˈ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ ƌȴƟɻ ǩʉ ʉŒȅƟ ʉȴ ǞŒʻƟ σ߿ʂ߿ ≤ δ · σ߿ʂ߾ ࡲ

´
(
ȋȴǊ(߾/δ)

γ

)
ࡱ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾

߽߾

logt y f
0114)
62"s £ o ,I t
• It'msign.6 i t m slog(Hd)

O l' l y )-011%(1/2))s 108¥)



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺ Ϙ˺ϫ̺

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ
īɫǩʉƟ σ߿ = −߾) γ)σ߾ Ǉȴɫ ࢪǊŒɠࢩ γ = σ߾−σ߿

σ߾
ࡱ oȴʿ ȝŒȣˈ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ ƌȴƟɻ ǩʉ

ʉŒȅƟ ʉȴ ǞŒʻƟ σ߿ʂ߿ ≤ ߾
߿ · σ

ʂ߿
߾ ࡲ ࡱ(γ/߾)´

oȴʿ ȝŒȣˈ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ ƌȴƟɻ ǩʉ ʉŒȅƟ ʉȴ ǞŒʻƟ σ߿ʂ߿ ≤ δ · σ߿ʂ߾ ࡲ ´
(
ȋȴǊ(߾/δ)

γ

)
ࡱ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾

߽߾



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺ Ϙ˺ϫ̺

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ =⇒ ̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ
īɫǩʉƟ σ߿ = −߾) γ)σ߾ Ǉȴɫ ࢪǊŒɠࢩ γ = σ߾−σ߿

σ߾
ࡱ oȴʿ ȝŒȣˈ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ ƌȴƟɻ ǩʉ

ʉŒȅƟ ʉȴ ǞŒʻƟ σ߿ʂ߿ ≤ ߾
߿ · σ

ʂ߿
߾ ࡲ ࡱ(γ/߾)´

oȴʿ ȝŒȣˈ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ ƌȴƟɻ ǩʉ ʉŒȅƟ ʉȴ ǞŒʻƟ σ߿ʂ߿ ≤ δ · σ߿ʂ߾ ࡲ ´
(
ȋȴǊ(߾/δ)

γ

)
ࡱ

oȴʿ ɻȝŒȋȋ ȝʞɻʉ ʿƟ ɻƟʉ δ ʉȴ ƟȣɻʞɫƟ ʉǞŒʉ ƀ߾σ߿ʂ߾ ƌȴȝǩȣŒʉƟɻ Œȋȋ ȴʉǞƟɫ
ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻ Œȣƌ ɻȴ ̱⃗(ʂ) ǩɻ ʻƟɫˈ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ⃗ɹࡲ߾

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾

߽߾

•



Ϙ˺Η̭ΧΓ ͮΗͮϫͮ˺ΉͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ īǞƟȣ ˍ(߽) ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ʿɫǩʉǩȣǊ
ˍ(߽) = ƀ߾ʻ߾ + Ɓ߿ʻ߿ + . . .+ ƀƊʻƊࡪ ʿǩʉǞ ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧࡩ

(߿Ɗ/߾)® ≤ ƀǦ ≤ ®(ȋȴǊƊ)

+ȴɫȴȋȋŒɫˈࡩ

ȝŒˇ
Ǻ

ƀǺ
ƀ߾

≤ ®(Ɗ߿ ȋȴǊƊ).

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾ ߾߾

o r ←

1 ¥ H o w i s c i
distributed?

v i i i . f÷, a:{"Iii;"%,
e-Fei's?I t a

d t mo .D

C i n NLO,i )
N (O,r ig ,2)

"rotation invariance
o.fm#wnnci~NlQEvi4Y):N/
Qllvi1i/



Ϙ˺Η̭ΧΓ ͮΗͮϫͮ˺ΉͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ īǞƟȣ ˍ(߽) ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ʿɫǩʉǩȣǊ
ˍ(߽) = ƀ߾ʻ߾ + Ɓ߿ʻ߿ + . . .+ ƀƊʻƊࡪ ʿǩʉǞ ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧࡩ

(߿Ɗ/߾)® ≤ ƀǦ ≤ ®(ȋȴǊƊ)

+ȴɫȴȋȋŒɫˈࡩ

ȝŒˇ
Ǻ

ƀǺ
ƀ߾

≤ ®(Ɗ߿ ȋȴǊƊ).

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾ ߾߾
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Ϙ˺Η̭ΧΓ ͮΗͮϫͮ˺ΉͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ īǞƟȣ ˍ(߽) ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ʿɫǩʉǩȣǊ
ˍ(߽) = ƀ߾ʻ߾ + Ɓ߿ʻ߿ + . . .+ ƀƊʻƊࡪ ʿǩʉǞ ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍
ȝŒˇǺ ƀǺƀ߾ ≤ ®(Ɗ߿ ȋȴǊƊ)ࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ `ȴɫ ǊŒɠ γ = σ߾−σ߿
σ߾

ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

γ

)
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ ∝ ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ߿δ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊδ⃗ɹƊ

xǇ ʿƟ ɻƟʉ δ = ®
(

ϵ
Ɗࠀ ȋȴǊ Ɗ

)
ŷˈ +ȋŒǩȝ ߾ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟࡩ

̱⃗(ʂ) ∝ ⃗ɹ߾ +
ϵ

Ɗ
(
⃗ɹ߿ + . . .+ ⃗ɹƊ

)
.

cǩʻƟɻ ∥⃗ˍ(ʂ) − ⃗ɹ߿∥߾ ≤ ®(ϵ)ࡱ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾

߿߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ ͮΗͮϫͮ˺ΉͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ īǞƟȣ ˍ(߽) ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ʿɫǩʉǩȣǊ
ˍ(߽) = ƀ߾ʻ߾ + Ɓ߿ʻ߿ + . . .+ ƀƊʻƊࡪ ʿǩʉǞ ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍
ȝŒˇǺ ƀǺƀ߾ ≤ ®(Ɗ߿ ȋȴǊƊ)ࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ `ȴɫ ǊŒɠ γ = σ߾−σ߿
σ߾

ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

γ

)
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ ∝ ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ߿δ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊδ⃗ɹƊ

xǇ ʿƟ ɻƟʉ δ = ®
(

ϵ
Ɗࠀ ȋȴǊ Ɗ

)
ŷˈ +ȋŒǩȝ ߾ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟࡩ

̱⃗(ʂ) ∝ ⃗ɹ߾ +
ϵ

Ɗ
(
⃗ɹ߿ + . . .+ ⃗ɹƊ

)
.

cǩʻƟɻ ∥⃗ˍ(ʂ) − ⃗ɹ߿∥߾ ≤ ®(ϵ)ࡱ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾

߿߾
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Ϙ˺Η̭ΧΓ ͮΗͮϫͮ˺ΉͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ īǞƟȣ ˍ(߽) ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ʿɫǩʉǩȣǊ
ˍ(߽) = ƀ߾ʻ߾ + Ɓ߿ʻ߿ + . . .+ ƀƊʻƊࡪ ʿǩʉǞ ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍
ȝŒˇǺ ƀǺƀ߾ ≤ ®(Ɗ߿ ȋȴǊƊ)ࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ `ȴɫ ǊŒɠ γ = σ߾−σ߿
σ߾

ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

γ

)
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ ∝ ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ߿δ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊδ⃗ɹƊ

xǇ ʿƟ ɻƟʉ δ = ®
(

ϵ
Ɗࠀ ȋȴǊ Ɗ

)
ŷˈ +ȋŒǩȝ ߾ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟࡩ

̱⃗(ʂ) ∝ ⃗ɹ߾ +
ϵ

Ɗ
(
⃗ɹ߿ + . . .+ ⃗ɹƊ

)
.

cǩʻƟɻ ∥⃗ˍ(ʂ) − ⃗ɹ߿∥߾ ≤ ®(ϵ)ࡱ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾

߿߾
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Ϙ˺Η̭ΧΓ ͮΗͮϫͮ˺ΉͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ īǞƟȣ ˍ(߽) ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡪ ʿɫǩʉǩȣǊ
ˍ(߽) = ƀ߾ʻ߾ + Ɓ߿ʻ߿ + . . .+ ƀƊʻƊࡪ ʿǩʉǞ ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍
ȝŒˇǺ ƀǺƀ߾ ≤ ®(Ɗ߿ ȋȴǊƊ)ࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ `ȴɫ ǊŒɠ γ = σ߾−σ߿
σ߾

ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

γ

)
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡩ

̱⃗(ʂ) = ƀ߾σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + ƀ߿σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊσ߿ʂƊ ⃗ɹƊ ∝ ƀ⃗߾ɹ߾ + ƀ߿δ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊδ⃗ɹƊ

xǇ ʿƟ ɻƟʉ δ = ®
(

ϵ
Ɗࠀ ȋȴǊ Ɗ

)
ŷˈ +ȋŒǩȝ ߾ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟࡩ

̱⃗(ʂ) ∝ ⃗ɹ߾ +
ϵ

Ɗ
(
⃗ɹ߿ + . . .+ ⃗ɹƊ

)
.

cǩʻƟɻ ∥⃗ˍ(ʂ) − ⃗ɹ߿∥߾ ≤ ®(ϵ)ࡱ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ðĨ5 Ĳ = ċΣĨó ࡱ ðǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ σ߾,σ߿, . . . ,σƊ ࡱ ⃗ɹࡩ߾ ʉȴɠ
ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫࡪ ŷƟǩȣǊ ƁȴȝɠʞʉƟƌࡪ ̱⃗(Ǧ) ࡩ ǩʉƟɫŒʉƟ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ƁȴȣʻƟɫǊǩȣǊ ʉȴ ⃗ɹࡱ߾

߿߾
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

üǞƟȴɫƟȝ ŒɻǩƁ#ࢍ ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌ +ȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟࢎ

�Ɲʂ γ = σ߾−σ߿
σ߾

ŶƝ ʂǛƝ ɥƝȈŒʂǦʴƝ ǈŒɛ ŶƝʂʸƝƝȠ ʂǛƝ ˧ɥɵʂ ŒȠƊ ɵƝƀȰȠƊ ȈŒɥǈƝɵʂ
ɵǦȠǈʗȈŒɥ ʴŒȈʗƝɵࡰ uǅ ØȰʸƝɥ �ƝʂǛȰƊ Ǧɵ ǦȠǦʂǦŒȈǦˍƝƊ ʸǦʂǛ Œ ɥŒȠƊȰȚ
aŒʗɵɵǦŒȠ ʴƝƀʂȰɥ ⃗ɹ(߽) ʂǛƝȠࡪ ʸǦʂǛ ǛǦǈǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂ ˁࡪ ŒǅʂƝɥ ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ

γ

)

ɵʂƝɛɵࡩ

∥⃗ˍ(ʂ) − ⃗ɹ߿∥߾ ≤ ϵ.

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ʂ) ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ

®
(
ȣȣ˔(Ĳ) · ȋȴǊ(Ɗ/ϵ)

γ
·
)

= ®
(
ȠƊ · ȋȴǊ(Ɗ/ϵ)

γ

)
.

oȴʿ ǩɻ ϵ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡲ

oȴʿ ǩɻ γ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡲ

ࠀ߾



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

üǞƟȴɫƟȝ ŒɻǩƁ#ࢍ ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌ +ȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟࢎ

�Ɲʂ γ = σ߾−σ߿
σ߾

ŶƝ ʂǛƝ ɥƝȈŒʂǦʴƝ ǈŒɛ ŶƝʂʸƝƝȠ ʂǛƝ ˧ɥɵʂ ŒȠƊ ɵƝƀȰȠƊ ȈŒɥǈƝɵʂ
ɵǦȠǈʗȈŒɥ ʴŒȈʗƝɵࡰ uǅ ØȰʸƝɥ �ƝʂǛȰƊ Ǧɵ ǦȠǦʂǦŒȈǦˍƝƊ ʸǦʂǛ Œ ɥŒȠƊȰȚ
aŒʗɵɵǦŒȠ ʴƝƀʂȰɥ ⃗ɹ(߽) ʂǛƝȠࡪ ʸǦʂǛ ǛǦǈǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂ ˁࡪ ŒǅʂƝɥ ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ

γ

)

ɵʂƝɛɵࡩ

∥⃗ˍ(ʂ) − ⃗ɹ߿∥߾ ≤ ϵ.

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ʂ) ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ

®
(
ȣȣ˔(Ĳ) · ȋȴǊ(Ɗ/ϵ)

γ
·
)

= ®
(
ȠƊ · ȋȴǊ(Ɗ/ϵ)

γ

)
.

oȴʿ ǩɻ ϵ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡲ

oȴʿ ǩɻ γ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡲ

ࠀ߾
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ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

üǞƟȴɫƟȝ ŒɻǩƁ#ࢍ ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌ +ȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟࢎ

�Ɲʂ γ = σ߾−σ߿
σ߾

ŶƝ ʂǛƝ ɥƝȈŒʂǦʴƝ ǈŒɛ ŶƝʂʸƝƝȠ ʂǛƝ ˧ɥɵʂ ŒȠƊ ɵƝƀȰȠƊ ȈŒɥǈƝɵʂ
ɵǦȠǈʗȈŒɥ ʴŒȈʗƝɵࡰ uǅ ØȰʸƝɥ �ƝʂǛȰƊ Ǧɵ ǦȠǦʂǦŒȈǦˍƝƊ ʸǦʂǛ Œ ɥŒȠƊȰȚ
aŒʗɵɵǦŒȠ ʴƝƀʂȰɥ ⃗ɹ(߽) ʂǛƝȠࡪ ʸǦʂǛ ǛǦǈǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂ ˁࡪ ŒǅʂƝɥ ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ

γ

)

ɵʂƝɛɵࡩ

∥⃗ˍ(ʂ) − ⃗ɹ߿∥߾ ≤ ϵ.

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ʂ) ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ

®
(
ȣȣ˔(Ĳ) · ȋȴǊ(Ɗ/ϵ)

γ
·
)

= ®
(
ȠƊ · ȋȴǊ(Ɗ/ϵ)

γ

)
.

oȴʿ ǩɻ ϵ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡲ

oȴʿ ǩɻ γ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡲ
ࠀ߾
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΄ϘСΉΧЖ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺ Γ̺ϫͩΧ̭ϡ

�ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻ �ŒȣƁ˔ȴɻࢍ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫȣȴȋƌǩ ȝƟʉǞȴƌࢎࡱ

ࡦ oȴʿ ãú�ãࡷ�°¨ã ŒɫƟ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉƟƌࡱ ´ȣȋˈ ȣƟƟƌ
ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ√

γ

)
ɻʉƟɠɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟࡱ

�Œǩȣ xƌƟŒࡩ £ƟƟƌ ʉȴ ɻƟɠŒɫŒʉƟ σ߾ Ǉɫȴȝ σǦ Ǉȴɫ Ǧ ≥ ࡱ߿

ࡦ ßȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡩ ɠȴʿƟɫ ʞɠ ʉȴ σ߿·ʂ߾ Œȣƌ σ߿·ʂǦ ࡱ
ࡦ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ Œɠɠȋˈ Œ ŷƟʉʉƟɫ ƌƟǊɫƟƟ ʂ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ óʂ(σ߾߿ )
Œȣƌ óʂ(σ߿Ǧ ࡱ(

ࡦ ðʉǩȋȋ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ǽʞɻʉ ʂ߿ ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟɻࡱ īǞˈࡲ

ࠁ߾
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΄ϘСΉΧЖ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺ Γ̺ϫͩΧ̭ϡ

�ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻ �ŒȣƁ˔ȴɻࢍ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫȣȴȋƌǩ ȝƟʉǞȴƌࢎࡱ

ࡦ oȴʿ ãú�ãࡷ�°¨ã ŒɫƟ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉƟƌࡱ ´ȣȋˈ ȣƟƟƌ
ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ√

γ

)
ɻʉƟɠɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟࡱ

�Œǩȣ xƌƟŒࡩ £ƟƟƌ ʉȴ ɻƟɠŒɫŒʉƟ σ߾ Ǉɫȴȝ σǦ Ǉȴɫ Ǧ ≥ ࡱ߿

ࡦ ßȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡩ ɠȴʿƟɫ ʞɠ ʉȴ σ߿·ʂ߾ Œȣƌ σ߿·ʂǦ ࡱ
ࡦ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ Œɠɠȋˈ Œ ŷƟʉʉƟɫ ƌƟǊɫƟƟ ʂ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ óʂ(σ߾߿ )
Œȣƌ óʂ(σ߿Ǧ ࡱ(

ࡦ ðʉǩȋȋ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ǽʞɻʉ ʂ߿ ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟɻࡱ īǞˈࡲ

ࠁ߾



΄ϘСΉΧЖ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺ Γ̺ϫͩΧ̭ϡ

�ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻ �ŒȣƁ˔ȴɻࢍ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫȣȴȋƌǩ ȝƟʉǞȴƌࢎࡱ

ࡦ oȴʿ ãú�ãࡷ�°¨ã ŒɫƟ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉƟƌࡱ ´ȣȋˈ ȣƟƟƌ
ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ√

γ

)
ɻʉƟɠɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟࡱ

�Œǩȣ xƌƟŒࡩ £ƟƟƌ ʉȴ ɻƟɠŒɫŒʉƟ σ߾ Ǉɫȴȝ σǦ Ǉȴɫ Ǧ ≥ ࡱ߿

ࡦ ßȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡩ ɠȴʿƟɫ ʞɠ ʉȴ σ߿·ʂ߾ Œȣƌ σ߿·ʂǦ ࡱ

ࡦ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ Œɠɠȋˈ Œ ŷƟʉʉƟɫ ƌƟǊɫƟƟ ʂ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ óʂ(σ߾߿ )
Œȣƌ óʂ(σ߿Ǧ ࡱ(

ࡦ ðʉǩȋȋ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ǽʞɻʉ ʂ߿ ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟɻࡱ īǞˈࡲ

ࠁ߾

0 0



΄ϘСΉΧЖ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺ Γ̺ϫͩΧ̭ϡ

�ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻ �ŒȣƁ˔ȴɻࢍ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫȣȴȋƌǩ ȝƟʉǞȴƌࢎࡱ

ࡦ oȴʿ ãú�ãࡷ�°¨ã ŒɫƟ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉƟƌࡱ ´ȣȋˈ ȣƟƟƌ
ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ√

γ

)
ɻʉƟɠɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟࡱ

�Œǩȣ xƌƟŒࡩ £ƟƟƌ ʉȴ ɻƟɠŒɫŒʉƟ σ߾ Ǉɫȴȝ σǦ Ǉȴɫ Ǧ ≥ ࡱ߿

ࡦ ßȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡩ ɠȴʿƟɫ ʞɠ ʉȴ σ߿·ʂ߾ Œȣƌ σ߿·ʂǦ ࡱ
ࡦ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ Œɠɠȋˈ Œ ŷƟʉʉƟɫ ƌƟǊɫƟƟ ʂ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ óʂ(σ߾߿ )
Œȣƌ óʂ(σ߿Ǧ ࡱ(

ࡦ ðʉǩȋȋ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ǽʞɻʉ ʂ߿ ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟɻࡱ īǞˈࡲ

ࠁ߾

p(x ) :X t
→ plot)77P(bi)

-



΄ϘСΉΧЖ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺ Γ̺ϫͩΧ̭ϡ

�ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻ �ŒȣƁ˔ȴɻࢍ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫȣȴȋƌǩ ȝƟʉǞȴƌࢎࡱ

ࡦ oȴʿ ãú�ãࡷ�°¨ã ŒɫƟ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉƟƌࡱ ´ȣȋˈ ȣƟƟƌ
ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ√

γ

)
ɻʉƟɠɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟࡱ

�Œǩȣ xƌƟŒࡩ £ƟƟƌ ʉȴ ɻƟɠŒɫŒʉƟ σ߾ Ǉɫȴȝ σǦ Ǉȴɫ Ǧ ≥ ࡱ߿

ࡦ ßȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡩ ɠȴʿƟɫ ʞɠ ʉȴ σ߿·ʂ߾ Œȣƌ σ߿·ʂǦ ࡱ
ࡦ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ Œɠɠȋˈ Œ ŷƟʉʉƟɫ ƌƟǊɫƟƟ ʂ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ óʂ(σ߾߿ )
Œȣƌ óʂ(σ߿Ǧ ࡱ(

ࡦ ðʉǩȋȋ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ǽʞɻʉ ʂ߿ ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟɻࡱ īǞˈࡲ

ࠁ߾

XtXv° RX)v , ¢x)# aixtxtaextxjt.dz,

xtxvcxxfvoHXYV.io#xxtxvo
- Lynd



΄ϘСΉΧЖ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺ Γ̺ϫͩΧ̭ϡ

ʻɻࡱ

´ɠʉǩȝŒȋ ࢪǽʞȝɠࢩ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ǩȣ ǊƟȣƟɫŒȋ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ Œ ƌƟǊɫƟƟ ʂ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡱ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻ ˨ȣƌ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ
ʉʞȣƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞŒʉ ƌȴƟɻ Œʉ ȋƟŒɻʉ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

ࠂ߾

§ → 1
tenth2nd

p ( x )sxt vg
O

O O



̺͞Η̺Ϙ˺ΉͮЬ˺ϫͮΧΗϡ ϫΧ Ή˺Ϙ̺͞Ϙ Ȃ

ࡦ #ȋȴƁȅ ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌ ŒȅŒ ðǩȝʞȋʉŒȣƟȴʞɻ xʉƟɫŒʉǩȴȣ ŒȅŒ
ðʞŷɻɠŒƁƟ xʉƟɫŒʉǩȴȣ ŒȅŒ ´ɫʉǞȴǊȴȣŒȋ xʉƟɫŒʉǩȴȣ

ࡦ #ȋȴƁȅ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻ

æʞȣʉǩȝƟࡩ ®
(
ȠƊȂ · ȋȴǊ Ɗ/ϵ√

γ

)

ʉȴ ŒƁƁʞɫŒʉƟȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࢪcŒɠȋƟɻɻࢩ æʞȣʉǩȝƟࡩ ®
(
ȠƊȂ · ȋȴǊ Ɗ/ϵ√

ϵ

)

ǩǇ ˈȴʞ ǽʞɻʉ ʿŒȣʉ Œ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ ʉǞŒʉ ǊǩʻƟɻ Œȣ ϵ࢙ȴɠʉǩȝŒȋ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʿǞƟȣ ˈȴʞ ɠɫȴǽƟƁʉ ȴȣʉȴ ʉǞƟȝࡱ

ࠃ߾

-

L 6 k 6kt,



̺͞Η̺Ϙ˺ΉͮЬ˺ϫͮΧΗϡ ϫΧ Ή˺Ϙ̺͞Ϙ Ȃ

ࡦ #ȋȴƁȅ ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌ ŒȅŒ ðǩȝʞȋʉŒȣƟȴʞɻ xʉƟɫŒʉǩȴȣ ŒȅŒ
ðʞŷɻɠŒƁƟ xʉƟɫŒʉǩȴȣ ŒȅŒ ´ɫʉǞȴǊȴȣŒȋ xʉƟɫŒʉǩȴȣ

ࡦ #ȋȴƁȅ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻ

æʞȣʉǩȝƟࡩ ®
(
ȠƊȂ · ȋȴǊ Ɗ/ϵ√

γ

)

ʉȴ ŒƁƁʞɫŒʉƟȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࢪcŒɠȋƟɻɻࢩ æʞȣʉǩȝƟࡩ ®
(
ȠƊȂ · ȋȴǊ Ɗ/ϵ√

ϵ

)

ǩǇ ˈȴʞ ǽʞɻʉ ʿŒȣʉ Œ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ ʉǞŒʉ ǊǩʻƟɻ Œȣ ϵ࢙ȴɠʉǩȝŒȋ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʿǞƟȣ ˈȴʞ ɠɫȴǽƟƁʉ ȴȣʉȴ ʉǞƟȝࡱ

ࠃ߾

→

-



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ȴȣ Œ ǊɫŒɠǞ a ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ�

�ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ȝȴʻƟ ʉȴ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇࡪ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ʻƟɫʉƟˇࡱ

ࠄ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ȴȣ Œ ǊɫŒɠǞ a ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ�

�ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ȝȴʻƟ ʉȴ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇࡪ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ʻƟɫʉƟˇࡱ

ࠄ߾

0



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ȴȣ Œ ǊɫŒɠǞ a ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ�

�ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ȝȴʻƟ ʉȴ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇࡪ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ʻƟɫʉƟˇࡱ

ࠄ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ȴȣ Œ ǊɫŒɠǞ a ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ�

�ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ȝȴʻƟ ʉȴ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇࡪ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ʻƟɫʉƟˇࡱ

ࠄ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ȴȣ Œ ǊɫŒɠǞ a ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ�

�ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ȝȴʻƟ ʉȴ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇࡪ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ʻƟɫʉƟˇࡱ

ࠄ߾

0



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

�Ɵʉ ɛ⃗(ʂ) ∈ RȠ ǞŒʻƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ɛ⃗(ʂ)Ǧ = ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ȣȴƌƟ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ)ࡱ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ ɛ⃗(߽) = ,߾] ߽, ߽, . . . , ࡱ[߽

ࡦ ċɠƌŒʉƟࡩ

ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ) =
∑

Ǻ∈ȠƝǦǈǛ(Ǧ)
ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǽ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ߾࢙) · ߾

ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ)

= ̱⃗óɛ⃗(ʂ−߾)

ʿǞƟɫƟ ̱⃗Ǻ = ߾
ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ) Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ ȠƝǦǈǛ(Ǧ)ࡱ

ࡦ ̱⃗ ǩɻ ǽʞɻʉ ʉǞƟ ǦʂǛ ɫȴʿ ȴǇ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ .߾−�5

ࡦ ɛ⃗(ʂ) = (߾−ʂ)ɛ⃗߾−�5

= ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽)

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

�Ɵʉ ɛ⃗(ʂ) ∈ RȠ ǞŒʻƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ɛ⃗(ʂ)Ǧ = ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ȣȴƌƟ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ)ࡱ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ ɛ⃗(߽) = ,߾] ߽, ߽, . . . , ࡱ[߽

ࡦ ċɠƌŒʉƟࡩ

ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ) =
∑

Ǻ∈ȠƝǦǈǛ(Ǧ)
ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǽ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ߾࢙) · ߾

ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ)

= ̱⃗óɛ⃗(ʂ−߾)

ʿǞƟɫƟ ̱⃗Ǻ = ߾
ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ) Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ ȠƝǦǈǛ(Ǧ)ࡱ

ࡦ ̱⃗ ǩɻ ǽʞɻʉ ʉǞƟ ǦʂǛ ɫȴʿ ȴǇ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ .߾−�5

ࡦ ɛ⃗(ʂ) = (߾−ʂ)ɛ⃗߾−�5

= ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽)

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

�Ɵʉ ɛ⃗(ʂ) ∈ RȠ ǞŒʻƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ɛ⃗(ʂ)Ǧ = ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ȣȴƌƟ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ)ࡱ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ ɛ⃗(߽) = ,߾] ߽, ߽, . . . , ࡱ[߽

ࡦ ċɠƌŒʉƟࡩ

ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ) =
∑

Ǻ∈ȠƝǦǈǛ(Ǧ)
ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǽ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ߾࢙) · ߾

ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ)

= ̱⃗óɛ⃗(ʂ−߾)

ʿǞƟɫƟ ̱⃗Ǻ = ߾
ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ) Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ ȠƝǦǈǛ(Ǧ)ࡱ

ࡦ ̱⃗ ǩɻ ǽʞɻʉ ʉǞƟ ǦʂǛ ɫȴʿ ȴǇ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ .߾−�5

ࡦ ɛ⃗(ʂ) = (߾−ʂ)ɛ⃗߾−�5

= ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽)

ࠅ߾

2 -; pitta)



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

�Ɵʉ ɛ⃗(ʂ) ∈ RȠ ǞŒʻƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ɛ⃗(ʂ)Ǧ = ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ȣȴƌƟ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ)ࡱ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ ɛ⃗(߽) = ,߾] ߽, ߽, . . . , ࡱ[߽

ࡦ ċɠƌŒʉƟࡩ

ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ) =
∑

Ǻ∈ȠƝǦǈǛ(Ǧ)
ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǽ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ߾࢙) · ߾

ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ)

= ̱⃗óɛ⃗(ʂ−߾)

ʿǞƟɫƟ ̱⃗Ǻ = ߾
ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ) Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ ȠƝǦǈǛ(Ǧ)ࡱ

ࡦ ̱⃗ ǩɻ ǽʞɻʉ ʉǞƟ ǦʂǛ ɫȴʿ ȴǇ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ .߾−�5

ࡦ ɛ⃗(ʂ) = (߾−ʂ)ɛ⃗߾−�5

= ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽)

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

�Ɵʉ ɛ⃗(ʂ) ∈ RȠ ǞŒʻƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ɛ⃗(ʂ)Ǧ = ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ȣȴƌƟ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ)ࡱ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ ɛ⃗(߽) = ,߾] ߽, ߽, . . . , ࡱ[߽

ࡦ ċɠƌŒʉƟࡩ

ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ) =
∑

Ǻ∈ȠƝǦǈǛ(Ǧ)
ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǽ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ߾࢙) · ߾

ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ)

= ̱⃗óɛ⃗(ʂ−߾)

ʿǞƟɫƟ ̱⃗Ǻ = ߾
ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ) Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ ȠƝǦǈǛ(Ǧ)ࡱ

ࡦ ̱⃗ ǩɻ ǽʞɻʉ ʉǞƟ ǦʂǛ ɫȴʿ ȴǇ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ .߾−�5

ࡦ ɛ⃗(ʂ) = (߾−ʂ)ɛ⃗߾−�5

= ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽)

ࠅ߾

pet)= AD-'plt-D
P"'= ADNII.jp")



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

�Ɵʉ ɛ⃗(ʂ) ∈ RȠ ǞŒʻƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ɛ⃗(ʂ)Ǧ = ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ȣȴƌƟ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ)ࡱ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ ɛ⃗(߽) = ,߾] ߽, ߽, . . . , ࡱ[߽

ࡦ ċɠƌŒʉƟࡩ

ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ) =
∑

Ǻ∈ȠƝǦǈǛ(Ǧ)
ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǽ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ߾࢙) · ߾

ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ)

= ̱⃗óɛ⃗(ʂ−߾)

ʿǞƟɫƟ ̱⃗Ǻ = ߾
ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ) Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ ȠƝǦǈǛ(Ǧ)ࡱ

ࡦ ̱⃗ ǩɻ ǽʞɻʉ ʉǞƟ ǦʂǛ ɫȴʿ ȴǇ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ .߾−�5

ࡦ ɛ⃗(ʂ) = (߾−ʂ)ɛ⃗߾−�5

= ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽)

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ϡ

�Ɵʉ ɛ⃗(ʂ) ∈ RȠ ǞŒʻƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ɛ⃗(ʂ)Ǧ = ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ȣȴƌƟ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ)ࡱ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵࡩ ɛ⃗(߽) = ,߾] ߽, ߽, . . . , ࡱ[߽

ࡦ ċɠƌŒʉƟࡩ

ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǩ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ) =
∑

Ǻ∈ȠƝǦǈǛ(Ǧ)
ßɫ(ʿŒȋȅ Œʉ ǽ Œʉ ɻʉƟɠ ʉ߾࢙) · ߾

ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ)

= ̱⃗óɛ⃗(ʂ−߾)

ʿǞƟɫƟ ̱⃗Ǻ = ߾
ƊƝǈɥƝƝ(Ǻ) Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ ȠƝǦǈǛ(Ǧ)ࡱ

ࡦ ̱⃗ ǩɻ ǽʞɻʉ ʉǞƟ ǦʂǛ ɫȴʿ ȴǇ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ .߾−�5

ࡦ ɛ⃗(ʂ) = (߾−ʂ)ɛ⃗߾−�5 = ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽)

ࠅ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ͮΗ͞ ˺ϡ ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

+ȋŒǩȝࡩ �ǇʉƟɫ ʂ ɻʉƟɠɻࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ǩɻ Œʉ ȣȴƌƟ Ǧ ǩɻ
ǊǩʻƟȣ ŷˈ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ

ɛ⃗(ʂ) = ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽).

ɛ⃗(ʂ)߿/߾−5 = (߿/߾−�5߿/߾−5)(߿/߾−�5߿/߾−5) . . . ︸(߿/߾−�5߿/߾−5) ︷︷ ︸
ʂ ʉǩȝƟɻ

.((߽)ɛ⃗߿/߾−3)

ࡦ ɛ⃗(ʂ)߿/߾−5 ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʿǞŒʉ ʿȴʞȋƌ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ʂ/߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ȴǇ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ ʉȴ ࡭(߽)ɛ⃗߿/߾−3

ࡦ īǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ࢎƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࢍ ȴǇ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5 ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ǩȅƟ ʉǞƟ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡪ ʉǞƟ ʉǩȝƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ʉŒȅƟɻ ʉȴ ƁȴȣʻƟɫǊƟ
ʉȴ ǩʉɻ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȝǩˇǩȣǊࢍ ʉǩȝƟࢎ ǩɻ ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴȣ ʉǞƟ
ǊŒɠ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ʉʿȴ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ࡱ߾−�5 üǞƟ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ǊŒɠࡱ

ࠆ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ͮΗ͞ ˺ϡ ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

+ȋŒǩȝࡩ �ǇʉƟɫ ʂ ɻʉƟɠɻࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ǩɻ Œʉ ȣȴƌƟ Ǧ ǩɻ
ǊǩʻƟȣ ŷˈ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ

ɛ⃗(ʂ) = ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽).

ɛ⃗(ʂ)߿/߾−5 = (߿/߾−�5߿/߾−5)(߿/߾−�5߿/߾−5) . . . ︸(߿/߾−�5߿/߾−5) ︷︷ ︸
ʂ ʉǩȝƟɻ

.((߽)ɛ⃗߿/߾−3)

ࡦ ɛ⃗(ʂ)߿/߾−5 ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʿǞŒʉ ʿȴʞȋƌ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ʂ/߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ȴǇ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ ʉȴ ࡭(߽)ɛ⃗߿/߾−3

ࡦ īǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ࢎƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࢍ ȴǇ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5 ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ǩȅƟ ʉǞƟ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡪ ʉǞƟ ʉǩȝƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ʉŒȅƟɻ ʉȴ ƁȴȣʻƟɫǊƟ
ʉȴ ǩʉɻ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȝǩˇǩȣǊࢍ ʉǩȝƟࢎ ǩɻ ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴȣ ʉǞƟ
ǊŒɠ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ʉʿȴ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ࡱ߾−�5 üǞƟ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ǊŒɠࡱ

ࠆ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ͮΗ͞ ˺ϡ ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

+ȋŒǩȝࡩ �ǇʉƟɫ ʂ ɻʉƟɠɻࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ǩɻ Œʉ ȣȴƌƟ Ǧ ǩɻ
ǊǩʻƟȣ ŷˈ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ

ɛ⃗(ʂ) = ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽).

ɛ⃗(ʂ)߿/߾−5 = (߿/߾−�5߿/߾−5)(߿/߾−�5߿/߾−5) . . . ︸(߿/߾−�5߿/߾−5) ︷︷ ︸
ʂ ʉǩȝƟɻ

.((߽)ɛ⃗߿/߾−3)

ࡦ ɛ⃗(ʂ)߿/߾−5 ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʿǞŒʉ ʿȴʞȋƌ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ʂ/߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ȴǇ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ ʉȴ ࡭(߽)ɛ⃗߿/߾−3

ࡦ īǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ࢎƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࢍ ȴǇ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5 ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ǩȅƟ ʉǞƟ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡪ ʉǞƟ ʉǩȝƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ʉŒȅƟɻ ʉȴ ƁȴȣʻƟɫǊƟ
ʉȴ ǩʉɻ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȝǩˇǩȣǊࢍ ʉǩȝƟࢎ ǩɻ ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴȣ ʉǞƟ
ǊŒɠ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ʉʿȴ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ࡱ߾−�5 üǞƟ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ǊŒɠࡱ

ࠆ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ͮΗ͞ ˺ϡ ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

+ȋŒǩȝࡩ �ǇʉƟɫ ʂ ɻʉƟɠɻࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ǩɻ Œʉ ȣȴƌƟ Ǧ ǩɻ
ǊǩʻƟȣ ŷˈ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ

ɛ⃗(ʂ) = ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽).

ɛ⃗(ʂ)߿/߾−5 = (߿/߾−�5߿/߾−5)(߿/߾−�5߿/߾−5) . . . ︸(߿/߾−�5߿/߾−5) ︷︷ ︸
ʂ ʉǩȝƟɻ

.((߽)ɛ⃗߿/߾−3)

ࡦ ɛ⃗(ʂ)߿/߾−5 ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʿǞŒʉ ʿȴʞȋƌ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ʂ/߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ȴǇ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ ʉȴ ࡭(߽)ɛ⃗߿/߾−3

ࡦ īǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ࢎƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࢍ ȴǇ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5 ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ǩȅƟ ʉǞƟ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡪ ʉǞƟ ʉǩȝƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ʉŒȅƟɻ ʉȴ ƁȴȣʻƟɫǊƟ
ʉȴ ǩʉɻ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȝǩˇǩȣǊࢍ ʉǩȝƟࢎ ǩɻ ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴȣ ʉǞƟ
ǊŒɠ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ʉʿȴ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ࡱ߾−�5 üǞƟ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ǊŒɠࡱ

ࠆ߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ Й˺Ή΄ͮΗ͞ ˺ϡ ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

+ȋŒǩȝࡩ �ǇʉƟɫ ʂ ɻʉƟɠɻࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ǩɻ Œʉ ȣȴƌƟ Ǧ ǩɻ
ǊǩʻƟȣ ŷˈ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ

ɛ⃗(ʂ) = ߾−�5߾−�5 . . ߾−�5.
︸ ︷︷ ︸

ʂ ʉǩȝƟɻ

ɛ⃗(߽).

ɛ⃗(ʂ)߿/߾−5 = (߿/߾−�5߿/߾−5)(߿/߾−�5߿/߾−5) . . . ︸(߿/߾−�5߿/߾−5) ︷︷ ︸
ʂ ʉǩȝƟɻ

.((߽)ɛ⃗߿/߾−3)

ࡦ ɛ⃗(ʂ)߿/߾−5 ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʿǞŒʉ ʿȴʞȋƌ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ʂ/߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ȴǇ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ ʉȴ ࡭(߽)ɛ⃗߿/߾−3

ࡦ īǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ࢎƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࢍ ȴǇ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5 ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ǩȅƟ ʉǞƟ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡪ ʉǞƟ ʉǩȝƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ʉŒȅƟɻ ʉȴ ƁȴȣʻƟɫǊƟ
ʉȴ ǩʉɻ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȝǩˇǩȣǊࢍ ʉǩȝƟࢎ ǩɻ ƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴȣ ʉǞƟ
ǊŒɠ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ʉʿȴ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ࡱ߾−�5 üǞƟ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ǊŒɠࡱ

ࠆ߾


