
+´�ßð+x ࡩ�æ߽ࠆࠃ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Œȣƌ
ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ 5ŒʉŒ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴǇࡱ +ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߿߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠆ

߾



�ȴǊǩɻʉǩƁɻ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠀ ǩɻ ƌʞƟ ࠂ߾ࡷࠁ Œʉ ࡱɠȝࠅ
ࡦ ßɫȴǽƟƁʉ ɠɫȴǊɫƟɻɻ ɫƟɠȴɫʉ ƌʞƟ ʉǞǩɻ `ɫǩƌŒ ࡪ̍ ࡱࠅࡷࠁ ðʞŷȝǩʉ Œ ɠƌǇ
ʻǩŒ ƟȝŒǩȋࡱ ߿࢙߾ ɠŒǊƟɻࡱ

ࡦ īƟƟȅȋˈ ɧʞǩ˔ ƌʞƟ ȣƟˇʉ üʞƟɻƌŒˈ Œʉ ࡱɠȝࠅ

߿



ðʞȝȝŒɫˈ

�Œɻʉ īƟƟȅࡩ æŒȣƌȴȝ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ Œȣƌ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡱ

ࡦ ðʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʻǩŒ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻࡱ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ɻɠŒɫɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ʻǩŒ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ

üȴƌŒˈࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ɻɠŒɫɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ɠǞˈɻǩƁŒȋ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣɻ Œȣƌ ʉǞƟǩɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻ

ࡦ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ŷŒɻƟƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ ð�ü࢙߿ Œȣƌ ࡱð�ü࢙ࠀ

ࡦ cŒȝŷȋƟɫࢪɻ ɫʞǩȣࡱ

ࠀ

[stages



ðʞȝȝŒɫˈ

�Œɻʉ īƟƟȅࡩ æŒȣƌȴȝ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ Œȣƌ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡱ

ࡦ ðʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʻǩŒ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻࡱ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ɻɠŒɫɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ʻǩŒ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ

üȴƌŒˈࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ɻɠŒɫɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ɠǞˈɻǩƁŒȋ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣɻ Œȣƌ ʉǞƟǩɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻ

ࡦ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ŷŒɻƟƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ ð�ü࢙߿ Œȣƌ ࡱð�ü࢙ࠀ

ࡦ cŒȝŷȋƟɫࢪɻ ɫʞǩȣࡱ

ࠀ



ðɠƟƁʉɫŒȋ cɫŒɠǞ ðɠŒɫɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ

ࠀ



ðʞŷɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ʻǩŒ ðŒȝɠȋǩȣǊ

üǞƟȴɫƟȝ ðʞŷɻɠŒƁƟࢍ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ʻǩŒ �ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟ ðŒȝɠȋǩȣǊࢎ
^Ȱɥ ŒȠˁ � ∈ RȠ×Ɗ ʸǦʂǛ ȈƝǅʂ ɵǦȠǈʗȈŒɥ ʴƝƀʂȰɥ ȚŒʂɥǦˀ Ăࡪ ȈƝʂ
τǦ = ∥ĂǦ,:∥߿߿ ŒȠƊ ɛǦ =

τǦ∑
τǦ
ࡰ �Ɲʂ ð ∈ RȚ×Ƞ ǛŒʴƝ ð:,Ǻ

ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂȈˁ ɵƝʂ ʂȰ ȚɛǦ√߾ · Ɲ
ó
Ǧ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ɛǦࡰ

óǛƝȠࡪ Ǧǅ Ț = ®
(
Ɗ ȋȴǊ(Ɗ/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ ð Ǧɵ ŒȠ

ϵɵʗŶɵɛŒƀƝ ƝȚŶƝƊƊǦȠǈ ǅȰɥ ࡰ�

ࡦ �ŒʉƁǞƟɻ ȴŷȋǩʻǩȴʞɻ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʞɠ ʉȴ ʉǞƟ ȋȴǊƊ ǇŒƁʉȴɫࡱ
ࡦ ĨŒɫǩŒʉǩȴȣŒȋ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩ˔Œʉǩȴȣࡩ τǦ = ȝŒˇˀ∈RƊ

[�ˀ](Ǧ)߿
∥�ˀ∥߿߿

ࡱ

ࠁ

- Cs#
[Oldtbh))
- .

- .

Was.mx#*x. I:/



ðɠƟƁʉɫŒȋ cɫŒɠǞ ðɠŒɫɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ

ࡦ cǩʻƟȣ Œ ǊɫŒɠǞ aࡪ ˨ȣƌ Œ ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ɻʞŷǊɫŒɠǞ a′ ʿǩʉǞ ȝŒȣˈ ǇƟʿƟɫ
ƟƌǊƟɻ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉࡩ −߾) ϵ)�a ≼ �a′ ≼ +߾) ϵ)�aࡱ

ࡦ DɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋ ࡪ̍ ȋƟʉʉǩȣǊ # ∈ RȚ×Ƞ ŷƟ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ
ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ aࡪ ˨ȣƌ Œ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȝŒʉɫǩˇ ð ʉǞŒʉ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ࡱ# xࡱƟࡪ #óðóð# ≈ϵ #ó#ࡱ

ࡦ ðŒȝɠȋǩȣǊ ƟƌǊƟɻ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟǩɫ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟɻ ǩȣ # ǊǩʻƟɻ Œȣ
ϵ࢙ɻɠƟƁʉɫŒȋ ɻɠŒɫɻǩ˨Ɵɫ ʿǩʉǞ ǽʞɻʉ ®(Ƞ ȋȴǊȠ/ϵ߿) ƟƌǊƟɻࡱ

ࡦ +Œȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒȣˈ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ aࡪ ǩȣƁȋʞƌǩȣǊ ʉǞƟ
ɻǩ˔Ɵ ȴǇ Œȋȋ Ɓʞʉɻࡱ ࠂ

n nod,i f ; ) [ . .
v i i i .cut.✓ metes

a .
inside;) j) : EB's
war'quaint -

- -

- 11513×14=1113×11,V xOld E r
01mg)
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�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

� ɻɠƟƁʉɫŒȋ ɻɠŒɫɻǩ˨Ɵɫ a′ ȴǇ a ʿǩʉǞ ®(Ƞ ȋȴǊȠ/ϵ߿) ƟƌǊƟɻ ƁŒȣ ŷƟ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ ŷˈ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɫȴʿɻ ȴǇ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ
ʻǩŒ ʉǞƟǩɫ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟɻࡱ īǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟɻƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟɻࡲ

ࡦ ĨǩƟʿ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ Œɻ Œ Ǟȝ´࢙߾ ɫƟɻǩɻʉȴɫࡱ
ࡦ xǇ ʿƟ ˨ˇ Œ ƁʞɫɫƟȣʉ ȴǇ ߾ ŷƟʉʿƟƟȣ ʗ, ʴࡪ ʉǞƟ ʻȴȋʉŒǊƟ ƌɫȴɠ ŒƁɫȴɻɻ ʉǞƟ
ȣȴƌƟɻ ǩɻ ȅȣȴʿȣ Œɻ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ ʗ Œȣƌ ʴࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ȴǇ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟࡱ

ࡦ xȣʉʞǩʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ʉȴ Ǉȴɫȝ Œ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ɻɠŒɫɻǩ˨Ɵɫࡪ ʿƟ ɻǞȴʞȋƌ ɻŒȝɠȋƟ ǞǩǊǞ
ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ƟƌǊƟɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ɻǩȣƁƟ ʉǞƟˈ ŒɫƟ
ࡱࢪŷȴʉʉȋƟȣƟƁȅɻࢩ

ࠃ

(edges)



�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

� ɻɠƟƁʉɫŒȋ ɻɠŒɫɻǩ˨Ɵɫ a′ ȴǇ a ʿǩʉǞ ®(Ƞ ȋȴǊȠ/ϵ߿) ƟƌǊƟɻ ƁŒȣ ŷƟ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ ŷˈ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɫȴʿɻ ȴǇ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ
ʻǩŒ ʉǞƟǩɫ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟɻࡱ īǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟɻƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟɻࡲ

ࡦ ĨǩƟʿ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ Œɻ Œ Ǟȝ´࢙߾ ɫƟɻǩɻʉȴɫࡱ
ࡦ xǇ ʿƟ ˨ˇ Œ ƁʞɫɫƟȣʉ ȴǇ ߾ ŷƟʉʿƟƟȣ ʗ, ʴࡪ ʉǞƟ ʻȴȋʉŒǊƟ ƌɫȴɠ ŒƁɫȴɻɻ ʉǞƟ
ȣȴƌƟɻ ǩɻ ȅȣȴʿȣ Œɻ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ ʗ Œȣƌ ʴࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ȴǇ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟࡱ

ࡦ xȣʉʞǩʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ʉȴ Ǉȴɫȝ Œ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ɻɠŒɫɻǩ˨Ɵɫࡪ ʿƟ ɻǞȴʞȋƌ ɻŒȝɠȋƟ ǞǩǊǞ
ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ƟƌǊƟɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ɻǩȣƁƟ ʉǞƟˈ ŒɫƟ
ࡱࢪŷȴʉʉȋƟȣƟƁȅɻࢩ

ࠃ

u #
"I, I " ¥ 1

Vw

-

I
✓SIR-resistance

volte drrent



�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

� ɻɠƟƁʉɫŒȋ ɻɠŒɫɻǩ˨Ɵɫ a′ ȴǇ a ʿǩʉǞ ®(Ƞ ȋȴǊȠ/ϵ߿) ƟƌǊƟɻ ƁŒȣ ŷƟ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ ŷˈ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɫȴʿɻ ȴǇ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ
ʻǩŒ ʉǞƟǩɫ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟɻࡱ īǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟɻƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟɻࡲ

ࡦ ĨǩƟʿ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ Œɻ Œ Ǟȝ´࢙߾ ɫƟɻǩɻʉȴɫࡱ
ࡦ xǇ ʿƟ ˨ˇ Œ ƁʞɫɫƟȣʉ ȴǇ ߾ ŷƟʉʿƟƟȣ ʗ, ʴࡪ ʉǞƟ ʻȴȋʉŒǊƟ ƌɫȴɠ ŒƁɫȴɻɻ ʉǞƟ
ȣȴƌƟɻ ǩɻ ȅȣȴʿȣ Œɻ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ ʗ Œȣƌ ʴࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ȴǇ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟࡱ

ࡦ xȣʉʞǩʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ʉȴ Ǉȴɫȝ Œ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ɻɠŒɫɻǩ˨Ɵɫࡪ ʿƟ ɻǞȴʞȋƌ ɻŒȝɠȋƟ ǞǩǊǞ
ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ƟƌǊƟɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ɻǩȣƁƟ ʉǞƟˈ ŒɫƟ
ࡱࢪŷȴʉʉȋƟȣƟƁȅɻࢩ

ࠃ



�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

� ɻɠƟƁʉɫŒȋ ɻɠŒɫɻǩ˨Ɵɫ a′ ȴǇ a ʿǩʉǞ ®(Ƞ ȋȴǊȠ/ϵ߿) ƟƌǊƟɻ ƁŒȣ ŷƟ
ƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ ŷˈ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɫȴʿɻ ȴǇ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ
ʻǩŒ ʉǞƟǩɫ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟɻࡱ īǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟɻƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟɻࡲ

ࡦ ĨǩƟʿ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ Œɻ Œ Ǟȝ´࢙߾ ɫƟɻǩɻʉȴɫࡱ
ࡦ xǇ ʿƟ ˨ˇ Œ ƁʞɫɫƟȣʉ ȴǇ ߾ ŷƟʉʿƟƟȣ ʗ, ʴࡪ ʉǞƟ ʻȴȋʉŒǊƟ ƌɫȴɠ ŒƁɫȴɻɻ ʉǞƟ
ȣȴƌƟɻ ǩɻ ȅȣȴʿȣ Œɻ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ ʗ Œȣƌ ʴࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ȴǇ ƟŒƁǞ ƟƌǊƟ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟࡱ

ࡦ xȣʉʞǩʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ʉȴ Ǉȴɫȝ Œ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ɻɠŒɫɻǩ˨Ɵɫࡪ ʿƟ ɻǞȴʞȋƌ ɻŒȝɠȋƟ ǞǩǊǞ
ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ƟƌǊƟɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ɻǩȣƁƟ ʉǞƟˈ ŒɫƟ
ࡱࢪŷȴʉʉȋƟȣƟƁȅɻࢩ ࠃ

ru in%
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DȋƟƁʉɫǩƁŒȋ `ȋȴʿɻ

`ȴɫ Œ ˩ȴʿ ǅ ∈ RȚࡪ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉɻ ǊȴǩȣǊ ǩȣʉȴ ƟŒƁǞ ȣȴƌƟ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈ #óǅ.

üǞƟ ƟȋƟƁʉɫǩƁŒȋ ˩ȴʿ ʿǞƟȣ ȴȣƟ ʞȣǩʉ ȴǇ ƁʞɫɫƟȣʉ ǩɻ ɻƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʗ ʉȴ ʴ ǩɻࡩ

ǅ Ɲ = ŒɫǊȝǩȣ
ǅ:#óǅ=Ŷʗ,ʴ

∥ǅ∥߿.

ðǩȣƁƟ ɠȴʿƟɫ ࢎʉǩȝƟࡷˈƟȣƟɫǊࢍ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ Ø = u߿ · ßࡱ

ࠄ
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DȋƟƁʉɫǩƁŒȋ `ȋȴʿɻ

`ȴɫ Œ ˩ȴʿ ǅ ∈ RȚࡪ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉɻ ǊȴǩȣǊ ǩȣʉȴ ƟŒƁǞ ȣȴƌƟ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈ #óǅ.

üǞƟ ƟȋƟƁʉɫǩƁŒȋ ˩ȴʿ ʿǞƟȣ ȴȣƟ ʞȣǩʉ ȴǇ ƁʞɫɫƟȣʉ ǩɻ ɻƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʗ ʉȴ ʴ ǩɻࡩ

ǅ Ɲ = ŒɫǊȝǩȣ
ǅ:#óǅ=Ŷʗ,ʴ

∥ǅ∥߿.

ðǩȣƁƟ ɠȴʿƟɫ ࢎʉǩȝƟࡷˈƟȣƟɫǊࢍ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ Ø = u߿ · ßࡱ

ࠄ

→
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DȋƟƁʉɫǩƁŒȋ `ȋȴʿɻ

`ȴɫ Œ ˩ȴʿ ǅ ∈ RȚࡪ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉɻ ǊȴǩȣǊ ǩȣʉȴ ƟŒƁǞ ȣȴƌƟ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈ #óǅ.

üǞƟ ƟȋƟƁʉɫǩƁŒȋ ˩ȴʿ ʿǞƟȣ ȴȣƟ ʞȣǩʉ ȴǇ ƁʞɫɫƟȣʉ ǩɻ ɻƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʗ ʉȴ ʴ ǩɻࡩ

ǅ Ɲ = ŒɫǊȝǩȣ
ǅ:#óǅ=Ŷʗ,ʴ

∥ǅ∥߿.

ðǩȣƁƟ ɠȴʿƟɫ ࢎʉǩȝƟࡷˈƟȣƟɫǊࢍ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ Ø = u߿ · ßࡱ

ࠄ
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�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

ǅ Ɲ = ŒɫǊȝǩȣ
ǅ:#óǅ=Ŷʗ,ʴ

∥ǅ∥߿.

#ˈ ´Ǟȝࢪɻ ȋŒʿࡪ ʉǞƟ ʻȴȋʉŒǊƟ ƌɫȴɠ ŒƁɫȴɻɻ (ʗ, ʴ) ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ
ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟࢎ ǩɻ ɻǩȝɠȋˈ ʉǞƟ Ɵȣʉɫˈ ǅ Ɲʗ,ʴ ɻǩȣƁƟࢍ ʗ, ʴ ǩɻ Œ ʞȣǩʉ ɫƟɻǩɻʉȴɫࡱࢎ

ࡦ üȴ ɻȴȋʻƟ Ǉȴɫ ǅࡪ ȣȴʉƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ǅ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣ ȴǇ ࡱ# ´ʉǞƟɫʿǩɻƟࡪ ǩʉ ʿȴʞȋƌ ȣȴʉ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝŒȋ ȣȴɫȝࡱ ðȴ
ǅ = #φ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ʻƟƁʉȴɫ φ ∈ RȠࡱ

ࡦ üǞƟȣ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ #ó#φ = Ŷʗ,ʴࡱ xࡱƟࡪࡱ �φ = Ŷʗ,ʴࡱ φ ǩɻ ʞȣǩɧʞƟ ʞɠ ʉȴ
ǩʉɻ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ȣʞȋȋ࢙ɻɠŒƁƟ ȴǇ ࡱ�

ࡦ φ = �+Ŷʗ,ʴࡱ
ࡦ cǩʻƟɻ ǅ Ɲ = #�+Ŷʗ,ʴࡱ ðȴ ǅ Ɲʗ,ʴ ǩɻ ǽʞɻʉ Ŷóʗ,ʴ�+Ŷʗ,ʴ = Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴࡱ

ࠅ

-

- e



�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

ǅ Ɲ = ŒɫǊȝǩȣ
ǅ:#óǅ=Ŷʗ,ʴ

∥ǅ∥߿.

#ˈ ´Ǟȝࢪɻ ȋŒʿࡪ ʉǞƟ ʻȴȋʉŒǊƟ ƌɫȴɠ ŒƁɫȴɻɻ (ʗ, ʴ) ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ
ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟࢎ ǩɻ ɻǩȝɠȋˈ ʉǞƟ Ɵȣʉɫˈ ǅ Ɲʗ,ʴ ɻǩȣƁƟࢍ ʗ, ʴ ǩɻ Œ ʞȣǩʉ ɫƟɻǩɻʉȴɫࡱࢎ

ࡦ üȴ ɻȴȋʻƟ Ǉȴɫ ǅࡪ ȣȴʉƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ǅ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣ ȴǇ ࡱ# ´ʉǞƟɫʿǩɻƟࡪ ǩʉ ʿȴʞȋƌ ȣȴʉ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝŒȋ ȣȴɫȝࡱ ðȴ
ǅ = #φ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ʻƟƁʉȴɫ φ ∈ RȠࡱ

ࡦ üǞƟȣ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ #ó#φ = Ŷʗ,ʴࡱ xࡱƟࡪࡱ �φ = Ŷʗ,ʴࡱ φ ǩɻ ʞȣǩɧʞƟ ʞɠ ʉȴ
ǩʉɻ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ȣʞȋȋ࢙ɻɠŒƁƟ ȴǇ ࡱ�

ࡦ φ = �+Ŷʗ,ʴࡱ
ࡦ cǩʻƟɻ ǅ Ɲ = #�+Ŷʗ,ʴࡱ ðȴ ǅ Ɲʗ,ʴ ǩɻ ǽʞɻʉ Ŷóʗ,ʴ�+Ŷʗ,ʴ = Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴࡱ

ࠅ
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�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

ǅ Ɲ = ŒɫǊȝǩȣ
ǅ:#óǅ=Ŷʗ,ʴ

∥ǅ∥߿.

#ˈ ´Ǟȝࢪɻ ȋŒʿࡪ ʉǞƟ ʻȴȋʉŒǊƟ ƌɫȴɠ ŒƁɫȴɻɻ (ʗ, ʴ) ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ
ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟࢎ ǩɻ ɻǩȝɠȋˈ ʉǞƟ Ɵȣʉɫˈ ǅ Ɲʗ,ʴ ɻǩȣƁƟࢍ ʗ, ʴ ǩɻ Œ ʞȣǩʉ ɫƟɻǩɻʉȴɫࡱࢎ

ࡦ üȴ ɻȴȋʻƟ Ǉȴɫ ǅࡪ ȣȴʉƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ǅ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣ ȴǇ ࡱ# ´ʉǞƟɫʿǩɻƟࡪ ǩʉ ʿȴʞȋƌ ȣȴʉ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝŒȋ ȣȴɫȝࡱ ðȴ
ǅ = #φ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ʻƟƁʉȴɫ φ ∈ RȠࡱ

ࡦ üǞƟȣ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ #ó#φ = Ŷʗ,ʴࡱ xࡱƟࡪࡱ �φ = Ŷʗ,ʴࡱ φ ǩɻ ʞȣǩɧʞƟ ʞɠ ʉȴ
ǩʉɻ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ȣʞȋȋ࢙ɻɠŒƁƟ ȴǇ ࡱ�

ࡦ φ = �+Ŷʗ,ʴࡱ
ࡦ cǩʻƟɻ ǅ Ɲ = #�+Ŷʗ,ʴࡱ ðȴ ǅ Ɲʗ,ʴ ǩɻ ǽʞɻʉ Ŷóʗ,ʴ�+Ŷʗ,ʴ = Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴࡱ

ࠅ
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�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

ǅ Ɲ = ŒɫǊȝǩȣ
ǅ:#óǅ=Ŷʗ,ʴ

∥ǅ∥߿.

#ˈ ´Ǟȝࢪɻ ȋŒʿࡪ ʉǞƟ ʻȴȋʉŒǊƟ ƌɫȴɠ ŒƁɫȴɻɻ (ʗ, ʴ) ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ
ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟࢎ ǩɻ ɻǩȝɠȋˈ ʉǞƟ Ɵȣʉɫˈ ǅ Ɲʗ,ʴ ɻǩȣƁƟࢍ ʗ, ʴ ǩɻ Œ ʞȣǩʉ ɫƟɻǩɻʉȴɫࡱࢎ

ࡦ üȴ ɻȴȋʻƟ Ǉȴɫ ǅࡪ ȣȴʉƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ǅ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣ ȴǇ ࡱ# ´ʉǞƟɫʿǩɻƟࡪ ǩʉ ʿȴʞȋƌ ȣȴʉ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝŒȋ ȣȴɫȝࡱ ðȴ
ǅ = #φ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ʻƟƁʉȴɫ φ ∈ RȠࡱ

ࡦ üǞƟȣ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ #ó#φ = Ŷʗ,ʴࡱ xࡱƟࡪࡱ �φ = Ŷʗ,ʴࡱ φ ǩɻ ʞȣǩɧʞƟ ʞɠ ʉȴ
ǩʉɻ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ȣʞȋȋ࢙ɻɠŒƁƟ ȴǇ ࡱ�

ࡦ φ = �+Ŷʗ,ʴࡱ
ࡦ cǩʻƟɻ ǅ Ɲ = #�+Ŷʗ,ʴࡱ ðȴ ǅ Ɲʗ,ʴ ǩɻ ǽʞɻʉ Ŷóʗ,ʴ�+Ŷʗ,ʴ = Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴࡱ

ࠅ

E:P'll:(" "' "'I

- voltage,

ranklnutspaa'D" µµ§]0
§'s)

0µs
)



�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

ǅ Ɲ = ŒɫǊȝǩȣ
ǅ:#óǅ=Ŷʗ,ʴ

∥ǅ∥߿.

#ˈ ´Ǟȝࢪɻ ȋŒʿࡪ ʉǞƟ ʻȴȋʉŒǊƟ ƌɫȴɠ ŒƁɫȴɻɻ (ʗ, ʴ) ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ
ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟࢎ ǩɻ ɻǩȝɠȋˈ ʉǞƟ Ɵȣʉɫˈ ǅ Ɲʗ,ʴ ɻǩȣƁƟࢍ ʗ, ʴ ǩɻ Œ ʞȣǩʉ ɫƟɻǩɻʉȴɫࡱࢎ

ࡦ üȴ ɻȴȋʻƟ Ǉȴɫ ǅࡪ ȣȴʉƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ǅ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣ ȴǇ ࡱ# ´ʉǞƟɫʿǩɻƟࡪ ǩʉ ʿȴʞȋƌ ȣȴʉ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝŒȋ ȣȴɫȝࡱ ðȴ
ǅ = #φ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ʻƟƁʉȴɫ φ ∈ RȠࡱ

ࡦ üǞƟȣ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ #ó#φ = Ŷʗ,ʴࡱ xࡱƟࡪࡱ �φ = Ŷʗ,ʴࡱ φ ǩɻ ʞȣǩɧʞƟ ʞɠ ʉȴ
ǩʉɻ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ȣʞȋȋ࢙ɻɠŒƁƟ ȴǇ ࡱ�

ࡦ φ = �+Ŷʗ,ʴࡱ

ࡦ cǩʻƟɻ ǅ Ɲ = #�+Ŷʗ,ʴࡱ ðȴ ǅ Ɲʗ,ʴ ǩɻ ǽʞɻʉ Ŷóʗ,ʴ�+Ŷʗ,ʴ = Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴࡱ

ࠅ
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�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

ǅ Ɲ = ŒɫǊȝǩȣ
ǅ:#óǅ=Ŷʗ,ʴ

∥ǅ∥߿.

#ˈ ´Ǟȝࢪɻ ȋŒʿࡪ ʉǞƟ ʻȴȋʉŒǊƟ ƌɫȴɠ ŒƁɫȴɻɻ (ʗ, ʴ) ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ
ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟࢎ ǩɻ ɻǩȝɠȋˈ ʉǞƟ Ɵȣʉɫˈ ǅ Ɲʗ,ʴ ɻǩȣƁƟࢍ ʗ, ʴ ǩɻ Œ ʞȣǩʉ ɫƟɻǩɻʉȴɫࡱࢎ

ࡦ üȴ ɻȴȋʻƟ Ǉȴɫ ǅࡪ ȣȴʉƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ǅ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣ ȴǇ ࡱ# ´ʉǞƟɫʿǩɻƟࡪ ǩʉ ʿȴʞȋƌ ȣȴʉ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝŒȋ ȣȴɫȝࡱ ðȴ
ǅ = #φ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ʻƟƁʉȴɫ φ ∈ RȠࡱ

ࡦ üǞƟȣ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ #ó#φ = Ŷʗ,ʴࡱ xࡱƟࡪࡱ �φ = Ŷʗ,ʴࡱ φ ǩɻ ʞȣǩɧʞƟ ʞɠ ʉȴ
ǩʉɻ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ȣʞȋȋ࢙ɻɠŒƁƟ ȴǇ ࡱ�

ࡦ φ = �+Ŷʗ,ʴࡱ

ࡦ cǩʻƟɻ ǅ Ɲ = #�+Ŷʗ,ʴࡱ ðȴ ǅ Ɲʗ,ʴ ǩɻ ǽʞɻʉ Ŷóʗ,ʴ�+Ŷʗ,ʴ = Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴࡱ

ࠅ
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�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

üǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ŒƁɫȴɻɻ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴ = Ɲóʗ,ʴ#(#ó#)+#óƝʗ,ʴ.

īɫǩʉƟ # = ĂΣğó ǩȣ ǩʉɻ ðĨ5ࡱ

Ɲóʗ,ʴ#(#ó#)+#óƝʗ,ʴ = Ɲóʗ,ʴĂΣğó(ğΣ−߿ğó)ğΣĂóƝʗ,ʴ

= Ɲóʗ,ʴĂĂóƝʗ,ʴ
= Ăóʗ,ʴĂʗ,ʴ = ∥Ăʗ,ʴ∥߿߿.

xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɫȴʿ ǩȣ ࡱ#

ࠆ

÷ -
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�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

üǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ŒƁɫȴɻɻ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴ = Ɲóʗ,ʴ#(#ó#)+#óƝʗ,ʴ.

īɫǩʉƟ # = ĂΣğó ǩȣ ǩʉɻ ðĨ5ࡱ

Ɲóʗ,ʴ#(#ó#)+#óƝʗ,ʴ = Ɲóʗ,ʴĂΣğó(ğΣ−߿ğó)ğΣĂóƝʗ,ʴ

= Ɲóʗ,ʴĂĂóƝʗ,ʴ
= Ăóʗ,ʴĂʗ,ʴ = ∥Ăʗ,ʴ∥߿߿.

xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɫȴʿ ǩȣ ࡱ#

ࠆ
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�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

üǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ŒƁɫȴɻɻ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴ = Ɲóʗ,ʴ#(#ó#)+#óƝʗ,ʴ.

īɫǩʉƟ # = ĂΣğó ǩȣ ǩʉɻ ðĨ5ࡱ

Ɲóʗ,ʴ#(#ó#)+#óƝʗ,ʴ = Ɲóʗ,ʴĂΣğó(ğΣ−߿ğó)ğΣĂóƝʗ,ʴ
= Ɲóʗ,ʴĂĂóƝʗ,ʴ

= Ăóʗ,ʴĂʗ,ʴ = ∥Ăʗ,ʴ∥߿߿.

xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɫȴʿ ǩȣ ࡱ#

ࠆ



�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

üǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ŒƁɫȴɻɻ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴ = Ɲóʗ,ʴ#(#ó#)+#óƝʗ,ʴ.

īɫǩʉƟ # = ĂΣğó ǩȣ ǩʉɻ ðĨ5ࡱ

Ɲóʗ,ʴ#(#ó#)+#óƝʗ,ʴ = Ɲóʗ,ʴĂΣğó(ğΣ−߿ğó)ğΣĂóƝʗ,ʴ
= Ɲóʗ,ʴĂĂóƝʗ,ʴ
= Ăóʗ,ʴĂʗ,ʴ = ∥Ăʗ,ʴ∥߿߿.

xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɫȴʿ ǩȣ ࡱ#

ࠆ

-

E
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�ƟʻƟɫŒǊƟ ðƁȴɫƟɻ Œȣƌ DǇǇƟƁʉǩʻƟ æƟɻǩɻʉŒȣƁƟ

üǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ŒƁɫȴɻɻ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

Ŷʗ,ʴ(#ó#)+Ŷʗ,ʴ = Ɲóʗ,ʴ#(#ó#)+#óƝʗ,ʴ.

īɫǩʉƟ # = ĂΣğó ǩȣ ǩʉɻ ðĨ5ࡱ

Ɲóʗ,ʴ#(#ó#)+#óƝʗ,ʴ = Ɲóʗ,ʴĂΣğó(ğΣ−߿ğó)ğΣĂóƝʗ,ʴ
= Ɲóʗ,ʴĂĂóƝʗ,ʴ
= Ăóʗ,ʴĂʗ,ʴ = ∥Ăʗ,ʴ∥߿߿.

xࡱƟࡪࡱ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ɫƟɻǩɻʉŒȣƁƟ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɫȴʿ ǩȣ ࡱ# ࠆ

BtD¥B ['DIB]
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�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣɻ

ࠆ



�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ 5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ

ࡦ � ƌǩɻƁɫƟʉƟ ʉǩȝƟ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ɠɫȴƁƟɻɻ ǩɻ Œ ƁȴȋȋƟƁʉǩȴȣ ȴǇ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߽, Ĳ߾, Ĳ߿, . . . ,

ࡦ � ƌǩɻƁɫƟʉƟ ʉǩȝƟ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ɠɫȴƁƟɻɻ ǩɻ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩǇ ǩɻ ǩʉ
ȝƟȝȴɫˈȋƟɻɻࡩ

ßɫ(Ĳʂ = Œʂ|Ĳʂ−߾ = Œʂ−߾, . . . , Ĳ߽ = Œ߽) = ßɫ(Ĳʂ = Œʂ|Ĳʂ−߾ = Œʂ−߾)
= ØŒʂ−߾,Œʂ .

üǞǩȣȅ࢙ßŒǩɫ࢙ðǞŒɫƟࡩ xȣ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡪ ǩɻ Ĳʂ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ
Ĳʂ−߿, Ĳʂ−ࠀ, . . . , Ĳ߽ࡲ

߽߾

= . -

N O
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üɫŒȣɻǩʉǩȴȣ �Œʉɫǩˇ

� �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ĲǦ ƁŒȣ ʉŒȅƟ Ț ɠȴɻɻǩŷȋƟ
ʻŒȋʞƟɻࡪ ǩɻ ɻɠƟƁǩ˨Ɵƌ ŷˈ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ [߽, Ț×Ț[߾ ʿǩʉǞ

ØǺ,Ȃ = ßɫ(ĲǦ+߾ = Ȃ|ĲǦ = Ǻ).

�Ɵʉ ɡǦ ∈ [߽, Ț×߾[߾ ŷƟ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ĲǦࡱ üǞƟȣ ɡǦ+߾ = ɡǦØࡱ

߾߾

- →

1 0 0
:
y



üɫŒȣɻǩʉǩȴȣ �Œʉɫǩˇ

� �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ĲǦ ƁŒȣ ʉŒȅƟ Ț ɠȴɻɻǩŷȋƟ
ʻŒȋʞƟɻࡪ ǩɻ ɻɠƟƁǩ˨Ɵƌ ŷˈ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ [߽, Ț×Ț[߾ ʿǩʉǞ

ØǺ,Ȃ = ßɫ(ĲǦ+߾ = Ȃ|ĲǦ = Ǻ).

�Ɵʉ ɡǦ ∈ [߽, Ț×߾[߾ ŷƟ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ĲǦࡱ üǞƟȣ ɡǦ+߾ = ɡǦØࡱ

߾߾

e . s o y
- -



üɫŒȣɻǩʉǩȴȣ �Œʉɫǩˇ

� �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ĲǦ ƁŒȣ ʉŒȅƟ Ț ɠȴɻɻǩŷȋƟ
ʻŒȋʞƟɻࡪ ǩɻ ɻɠƟƁǩ˨Ɵƌ ŷˈ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ [߽, Ț×Ț[߾ ʿǩʉǞ

ØǺ,Ȃ = ßɫ(ĲǦ+߾ = Ȃ|ĲǦ = Ǻ).

�Ɵʉ ɡǦ ∈ [߽, Ț×߾[߾ ŷƟ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ĲǦࡱ üǞƟȣ ɡǦ+߾ = ɡǦØࡱ

߾߾
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üɫŒȣɻǩʉǩȴȣ �Œʉɫǩˇ

� �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǞƟɫƟ ƟŒƁǞ ĲǦ ƁŒȣ ʉŒȅƟ Ț ɠȴɻɻǩŷȋƟ
ʻŒȋʞƟɻࡪ ǩɻ ɻɠƟƁǩ˨Ɵƌ ŷˈ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ [߽, Ț×Ț[߾ ʿǩʉǞ

ØǺ,Ȃ = ßɫ(ĲǦ+߾ = Ȃ|ĲǦ = Ǻ).

�Ɵʉ ɡǦ ∈ [߽, Ț×߾[߾ ŷƟ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ĲǦࡱ üǞƟȣ ɡǦ+߾ = ɡǦØࡱ

߾߾
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cɫŒɠǞ ĨǩƟʿ

´ǇʉƟȣ ʻǩƟʿƟƌ Œɻ Œȣ ʞȣƌƟɫȋˈǩȣǊ ɻʉŒʉƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǊɫŒɠǞࡱ £ȴƌƟɻ
ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌ ʉȴ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉǞŒʉ ƟŒƁǞ ĲǦ ƁŒȣ ʉŒȅƟࡱ

üǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ ǩǇ ʉǞƟ ʞȣƌƟɫȋˈǩȣǊ ǊɫŒɠǞ Ɓȴȣɻǩɻʉɻ ȴǇ
ɻǩȣǊȋƟ ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉࡱ

߿߾

←



cɫŒɠǞ ĨǩƟʿ

´ǇʉƟȣ ʻǩƟʿƟƌ Œɻ Œȣ ʞȣƌƟɫȋˈǩȣǊ ɻʉŒʉƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǊɫŒɠǞࡱ £ȴƌƟɻ
ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌ ʉȴ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉǞŒʉ ƟŒƁǞ ĲǦ ƁŒȣ ʉŒȅƟࡱ

üǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ ǩǇ ʉǞƟ ʞȣƌƟɫȋˈǩȣǊ ǊɫŒɠǞ Ɓȴȣɻǩɻʉɻ ȴǇ
ɻǩȣǊȋƟ ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉࡱ

߿߾



ð�ü࢙߿

�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ `ǩȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ `£+࢙߿
ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿) ∧ (¯ˀ߾ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (ˀ߾ ∨ ˀ߿) ∧ (ˀࠁ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (ˀࠁ ∨ ¯ˀ߾)

� ɻǩȝɠȋƟ ȋȴƁŒȋࢩ ɻƟŒɫƁǞࢪ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ

ࡱ߾ ðʉŒɫʉ ʿǩʉǞ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ
ࡱ߿ æƟɠƟŒʉ ߿ȚȠ߿ ʉǩȝƟɻࡪ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȣǊ ǩǇ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ
Ǉȴʞȣƌࡩ

ࡦ +ǞȴɻƟ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟࡱ
ࡦ ßǩƁȅ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝࡪ Œȣƌ ɻʿǩʉƁǞ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

ࡱࠀ xǇ Œ ʻŒȋǩƌ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ Ǉȴʞȣƌࡪ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ
ʞȣɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟࡱ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ ɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ˨ȣƌɻ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ ࡱȚ−߿

ࠀ߾

× , : O X is ' X ,= l , H l

- - - . .
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ð�ü࢙߿

�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ `ǩȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ `£+࢙߿
ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿) ∧ (¯ˀ߾ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (ˀ߾ ∨ ˀ߿) ∧ (ˀࠁ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (ˀࠁ ∨ ¯ˀ߾)

� ɻǩȝɠȋƟ ȋȴƁŒȋࢩ ɻƟŒɫƁǞࢪ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ

ࡱ߾ ðʉŒɫʉ ʿǩʉǞ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ
ࡱ߿ æƟɠƟŒʉ ߿ȚȠ߿ ʉǩȝƟɻࡪ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȣǊ ǩǇ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ
Ǉȴʞȣƌࡩ

ࡦ +ǞȴɻƟ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟࡱ
ࡦ ßǩƁȅ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝࡪ Œȣƌ ɻʿǩʉƁǞ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

ࡱࠀ xǇ Œ ʻŒȋǩƌ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ Ǉȴʞȣƌࡪ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ
ʞȣɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟࡱ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ ɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ˨ȣƌɻ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ ࡱȚ−߿

ࠀ߾

X ,s a : X , : X , s o X ,s I

③
n s#Vars.

- -

-
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ð�ü࢙߿

�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ `ǩȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ `£+࢙߿
ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿) ∧ (¯ˀ߾ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (ˀ߾ ∨ ˀ߿) ∧ (ˀࠁ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (ˀࠁ ∨ ¯ˀ߾)

� ɻǩȝɠȋƟ ȋȴƁŒȋࢩ ɻƟŒɫƁǞࢪ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ

ࡱ߾ ðʉŒɫʉ ʿǩʉǞ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ
ࡱ߿ æƟɠƟŒʉ ߿ȚȠ߿ ʉǩȝƟɻࡪ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȣǊ ǩǇ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ
Ǉȴʞȣƌࡩ

ࡦ +ǞȴɻƟ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟࡱ
ࡦ ßǩƁȅ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝࡪ Œȣƌ ɻʿǩʉƁǞ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

ࡱࠀ xǇ Œ ʻŒȋǩƌ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ Ǉȴʞȣƌࡪ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ
ʞȣɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟࡱ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ ɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ˨ȣƌɻ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ ࡱȚ−߿ ࠀ߾

£



æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙߿ �ȣŒȋˈɻǩɻ

`ǩˇ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ èࡱ �Ɵʉ ĲǦ ≤ Ƞ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
ʉǞŒʉ ŒɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʻŒȋʞƟɻ Œɻ ǩȣ èࡪ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

ࡦ ĲǦ+߾ = ĲǦ ± ߾ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ˩ǩɠ ȴȣƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ǩȣ Œȣ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟࡱ

ࡦ ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ + (߾ ≥

ࡦ ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ − (߾ ≤

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿) ∧ (¯ˀ߾ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (ˀ߾ ∨ ˀ߿) ∧ (ˀࠁ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (ˀࠁ ∨ ¯ˀ߾)

ࠁ߾

s i s5 0 0 0 0 0

- -



æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙߿ �ȣŒȋˈɻǩɻ

`ǩˇ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ èࡱ �Ɵʉ ĲǦ ≤ Ƞ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
ʉǞŒʉ ŒɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʻŒȋʞƟɻ Œɻ ǩȣ èࡪ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

ࡦ ĲǦ+߾ = ĲǦ ± ߾ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ˩ǩɠ ȴȣƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ǩȣ Œȣ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟࡱ

ࡦ ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ + (߾ ≥

ࡦ ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ − (߾ ≤

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿) ∧ (¯ˀ߾ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (ˀ߾ ∨ ˀ߿) ∧ (ˀࠁ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (ˀࠁ ∨ ¯ˀ߾)

ࠁ߾

Xo,X,Hr,...

- -
1/2

X ,s i , X i - l
-

112
o r

-



+ȴʞɠȋǩȣǊ ʉȴ Œ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ

üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ĲǦࡪ ȴŷƟˈɻ

ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ + (߾ ≥ ߾
߿ Œȣƌ ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ − (߾ ≤ ߾

߿ .

xɻ Ĳ߽, Ĳ߾, Ĳ߿, . . . Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡲ

5Ɵ˨ȣƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ĳ߽ = Ĳ߽ Œȣƌࡩ
ßɫ(ĳǦ+߾ = ĳǦ|߾ = ߽) = ߾

ßɫ(ĳǦ+߾ = Ǻ+ ĳǦ|߾ = Ǻ) = ߿/߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾
ßɫ(ĳǦ+߾ = Ǻ− ĳǦ|߾ = Ǻ) = ߿/߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾
ßɫ(ĳǦ+߾ = Ƞ|ĳǦ = Ƞ) = .߾

ࡦ ´ʞɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉƟɫȝǩȣŒʉƟɻ Œɻ ɻȴȴȣ Œɻ ĲǦ = Ƞࡱ īƟ ƟˇɠƟƁʉ ʉȴ ɫƟŒƁǞ
ʉǞǩɻ ɠȴǩȣʉ ȴȣȋˈ ȝȴɫƟ ɻȋȴʿȋˈ ʿǩʉǞ ĳǦࡱ ðȴ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ
ĳǦ = Ƞ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ Ǧࡱ

ࡦ `ȴɫȝŒȋȋˈ Ɓȴʞȋƌ ʞɻƟ Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ŒɫǊʞȝƟȣʉ ɻƟƟࢍ +ǞŒɠʉƟɫ ߾߾ ȴǇ
�ǩʉ˔ƟȣȝŒƁǞƟɫ ċɠǇŒȋࢎࡱ

ࠂ߾



+ȴʞɠȋǩȣǊ ʉȴ Œ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ

üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ĲǦࡪ ȴŷƟˈɻ

ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ + (߾ ≥ ߾
߿ Œȣƌ ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ − (߾ ≤ ߾

߿ .

xɻ Ĳ߽, Ĳ߾, Ĳ߿, . . . Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡲ

5Ɵ˨ȣƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ĳ߽ = Ĳ߽ Œȣƌࡩ
ßɫ(ĳǦ+߾ = ĳǦ|߾ = ߽) = ߾

ßɫ(ĳǦ+߾ = Ǻ+ ĳǦ|߾ = Ǻ) = ߿/߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾
ßɫ(ĳǦ+߾ = Ǻ− ĳǦ|߾ = Ǻ) = ߿/߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾
ßɫ(ĳǦ+߾ = Ƞ|ĳǦ = Ƞ) = .߾

ࡦ ´ʞɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉƟɫȝǩȣŒʉƟɻ Œɻ ɻȴȴȣ Œɻ ĲǦ = Ƞࡱ īƟ ƟˇɠƟƁʉ ʉȴ ɫƟŒƁǞ
ʉǞǩɻ ɠȴǩȣʉ ȴȣȋˈ ȝȴɫƟ ɻȋȴʿȋˈ ʿǩʉǞ ĳǦࡱ ðȴ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ
ĳǦ = Ƞ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ Ǧࡱ

ࡦ `ȴɫȝŒȋȋˈ Ɓȴʞȋƌ ʞɻƟ Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ŒɫǊʞȝƟȣʉ ɻƟƟࢍ +ǞŒɠʉƟɫ ߾߾ ȴǇ
�ǩʉ˔ƟȣȝŒƁǞƟɫ ċɠǇŒȋࢎࡱ

ࠂ߾

Nod



+ȴʞɠȋǩȣǊ ʉȴ Œ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ

üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ĲǦࡪ ȴŷƟˈɻ

ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ + (߾ ≥ ߾
߿ Œȣƌ ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ − (߾ ≤ ߾

߿ .

xɻ Ĳ߽, Ĳ߾, Ĳ߿, . . . Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡲ

5Ɵ˨ȣƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ĳ߽ = Ĳ߽ Œȣƌࡩ
ßɫ(ĳǦ+߾ = ĳǦ|߾ = ߽) = ߾

ßɫ(ĳǦ+߾ = Ǻ+ ĳǦ|߾ = Ǻ) = ߿/߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾
ßɫ(ĳǦ+߾ = Ǻ− ĳǦ|߾ = Ǻ) = ߿/߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾
ßɫ(ĳǦ+߾ = Ƞ|ĳǦ = Ƞ) = .߾

ࡦ ´ʞɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉƟɫȝǩȣŒʉƟɻ Œɻ ɻȴȴȣ Œɻ ĲǦ = Ƞࡱ īƟ ƟˇɠƟƁʉ ʉȴ ɫƟŒƁǞ
ʉǞǩɻ ɠȴǩȣʉ ȴȣȋˈ ȝȴɫƟ ɻȋȴʿȋˈ ʿǩʉǞ ĳǦࡱ ðȴ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ
ĳǦ = Ƞ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ Ǧࡱ

ࡦ `ȴɫȝŒȋȋˈ Ɓȴʞȋƌ ʞɻƟ Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ŒɫǊʞȝƟȣʉ ɻƟƟࢍ +ǞŒɠʉƟɫ ߾߾ ȴǇ
�ǩʉ˔ƟȣȝŒƁǞƟɫ ċɠǇŒȋࢎࡱ

ࠂ߾

÷



+ȴʞɠȋǩȣǊ ʉȴ Œ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ

üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡪ ĲǦࡪ ȴŷƟˈɻ

ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ + (߾ ≥ ߾
߿ Œȣƌ ßɫ(ĲǦ+߾ = ĲǦ − (߾ ≤ ߾

߿ .

xɻ Ĳ߽, Ĳ߾, Ĳ߿, . . . Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡲ

5Ɵ˨ȣƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ĳ߽ = Ĳ߽ Œȣƌࡩ
ßɫ(ĳǦ+߾ = ĳǦ|߾ = ߽) = ߾

ßɫ(ĳǦ+߾ = Ǻ+ ĳǦ|߾ = Ǻ) = ߿/߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾
ßɫ(ĳǦ+߾ = Ǻ− ĳǦ|߾ = Ǻ) = ߿/߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾
ßɫ(ĳǦ+߾ = Ƞ|ĳǦ = Ƞ) = .߾

ࡦ ´ʞɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉƟɫȝǩȣŒʉƟɻ Œɻ ɻȴȴȣ Œɻ ĲǦ = Ƞࡱ īƟ ƟˇɠƟƁʉ ʉȴ ɫƟŒƁǞ
ʉǞǩɻ ɠȴǩȣʉ ȴȣȋˈ ȝȴɫƟ ɻȋȴʿȋˈ ʿǩʉǞ ĳǦࡱ ðȴ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ŒɫǊʞƟ ʉǞŒʉ
ĳǦ = Ƞ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ Ǧࡱ

ࡦ `ȴɫȝŒȋȋˈ Ɓȴʞȋƌ ʞɻƟ Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ŒɫǊʞȝƟȣʉ ɻƟƟࢍ +ǞŒɠʉƟɫ ߾߾ ȴǇ
�ǩʉ˔ƟȣȝŒƁǞƟɫ ċɠǇŒȋࢎࡱ ࠂ߾

- (§, V ios)
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ðǩȝɠȋƟ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

īŒȣʉ ʉȴ ŷȴʞȣƌ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʉǩȝƟ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ĳǦ = Ƞࡱ

�Ɵʉ ǛǺ ŷƟ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠɻ ʉȴ ɫƟŒƁǞ Ƞ ʿǞƟȣ ɻʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ
ȣȴƌƟ Ǻ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȴȣ ʉǩȝƟ ʿǞƟȣ Ǻ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ŒɫƟ
ŒɻɻǩǊȣƟƌ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ࢎ̍ࡱ

ǛȠ = ߽
Ǜ߽ = Ǜ߾ + ߾

ǛǺ =
ǛǺ−߾
߿ +

ǛǺ+߾
߿ + ߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾

ࠃ߾

o f



ðǩȝɠȋƟ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

īŒȣʉ ʉȴ ŷȴʞȣƌ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʉǩȝƟ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ĳǦ = Ƞࡱ

�Ɵʉ ǛǺ ŷƟ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠɻ ʉȴ ɫƟŒƁǞ Ƞ ʿǞƟȣ ɻʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ
ȣȴƌƟ Ǻ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȴȣ ʉǩȝƟ ʿǞƟȣ Ǻ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ŒɫƟ
ŒɻɻǩǊȣƟƌ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ࢎ̍ࡱ

ǛȠ = ߽
Ǜ߽ = Ǜ߾ + ߾

ǛǺ =
ǛǺ−߾
߿ +

ǛǺ+߾
߿ + ߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾

ࠃ߾

h o

- - -



ðǩȝɠȋƟ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

īŒȣʉ ʉȴ ŷȴʞȣƌ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʉǩȝƟ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ĳǦ = Ƞࡱ

�Ɵʉ ǛǺ ŷƟ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠɻ ʉȴ ɫƟŒƁǞ Ƞ ʿǞƟȣ ɻʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ
ȣȴƌƟ Ǻ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȴȣ ʉǩȝƟ ʿǞƟȣ Ǻ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ŒɫƟ
ŒɻɻǩǊȣƟƌ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ࢎ̍ࡱ

ǛȠ = ߽
Ǜ߽ = Ǜ߾ + ߾

ǛǺ =
ǛǺ−߾
߿ +

ǛǺ+߾
߿ + ߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾

ࠃ߾

j
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ðǩȝɠȋƟ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȋŒǩȝࡩ ǛǺ = ǛǺ+߾ + +Ǻ߿ ࡱ߾

+Œȣ ɠɫȴʻƟ ʻǩŒ ǩȣƌʞƁʉǩȴȣ ȴȣ Ǻࡱ
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+ȋŒǩȝࡩ ǛǺ = ǛǺ+߾ + +Ǻ߿ ࡱ߾ +Œȣ ɠɫȴʻƟ ʻǩŒ ǩȣƌʞƁʉǩȴȣ ȴȣ Ǻࡱ

ࡦ Ǜ߽ = Ǜ߾ + ࡪ߾ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ʉǞƟ ƁȋŒǩȝ ǩȣ ʉǞƟ ŷŒɻƟ ƁŒɻƟࡱ
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+ȋŒǩȝࡩ ǛǺ = ǛǺ+߾ + +Ǻ߿ ࡱ߾ +Œȣ ɠɫȴʻƟ ʻǩŒ ǩȣƌʞƁʉǩȴȣ ȴȣ Ǻࡱ

ࡦ Ǜ߽ = Ǜ߾ + ࡪ߾ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ʉǞƟ ƁȋŒǩȝ ǩȣ ʉǞƟ ŷŒɻƟ ƁŒɻƟࡱ
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=
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ࡦ æƟŒɫɫŒȣǊǩȣǊ ǊǩʻƟɻࡩ ǛǺ = ǛǺ+߾ + +Ǻ߿ ࡱ߾

ðȴ ǩȣ ʉȴʉŒȋ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ
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ċɠɻǞȴʉࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . ࡪ. Œȣƌ ȋƟʉ Ǧ∗ ŷƟ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ Ǧ ɻʞƁǞ ĳǦ∗ = Ƞࡱ üǞƟȣ E[Ǧ∗] ≤ Ƞࡱ߿

ࡦ üǞʞɻࡪ ŷˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࡪ߿/߾ ȴʞɫ
ð�ü࢙߿ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ˨ȣƌɻ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞǩȣ Ƞ߿
ɻʉƟɠɻࡱ

ࡦ ðɠȋǩʉʉǩȣǊ ȴʞɫ ȠȚ߿ ʉȴʉŒȋ ɻʉƟɠɻ ǩȣʉȴ Ț ɠƟɫǩȴƌɻ ȴǇ Ƞ߿ ɻʉƟɠɻ
ƟŒƁǞࡪ ʿƟ ǇŒǩȋ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩȣ Œȋȋ Ț
ɠƟɫǩȴƌɻ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȝȴɻʉ ࡱȚ߿/߾

+ǞƟƁȅ࢙ǩȣ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ `ȴɫ Œ ˨ˇƟƌ Ǧࡪ ʿǞŒʉ ɫȴʞǊǞȋˈ ǩɻ E[ĳǦ]ࡲ

ࠅ߾
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ċɠɻǞȴʉࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . ࡪ. Œȣƌ ȋƟʉ Ǧ∗ ŷƟ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ Ǧ ɻʞƁǞ ĳǦ∗ = Ƞࡱ üǞƟȣ E[Ǧ∗] ≤ Ƞࡱ߿

ࡦ üǞʞɻࡪ ŷˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࡪ߿/߾ ȴʞɫ
ð�ü࢙߿ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ˨ȣƌɻ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞǩȣ Ƞ߿
ɻʉƟɠɻࡱ

ࡦ ðɠȋǩʉʉǩȣǊ ȴʞɫ ȠȚ߿ ʉȴʉŒȋ ɻʉƟɠɻ ǩȣʉȴ Ț ɠƟɫǩȴƌɻ ȴǇ Ƞ߿ ɻʉƟɠɻ
ƟŒƁǞࡪ ʿƟ ǇŒǩȋ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩȣ Œȋȋ Ț
ɠƟɫǩȴƌɻ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȝȴɻʉ ࡱȚ߿/߾

+ǞƟƁȅ࢙ǩȣ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ `ȴɫ Œ ˨ˇƟƌ Ǧࡪ ʿǞŒʉ ɫȴʞǊǞȋˈ ǩɻ E[ĳǦ]ࡲ
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ċɠɻǞȴʉࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . ࡪ. Œȣƌ ȋƟʉ Ǧ∗ ŷƟ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ Ǧ ɻʞƁǞ ĳǦ∗ = Ƞࡱ üǞƟȣ E[Ǧ∗] ≤ Ƞࡱ߿

ࡦ üǞʞɻࡪ ŷˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࡪ߿/߾ ȴʞɫ
ð�ü࢙߿ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ˨ȣƌɻ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞǩȣ Ƞ߿
ɻʉƟɠɻࡱ

ࡦ ðɠȋǩʉʉǩȣǊ ȴʞɫ ȠȚ߿ ʉȴʉŒȋ ɻʉƟɠɻ ǩȣʉȴ Ț ɠƟɫǩȴƌɻ ȴǇ Ƞ߿ ɻʉƟɠɻ
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ċɠɻǞȴʉࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . ࡪ. Œȣƌ ȋƟʉ Ǧ∗ ŷƟ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ Ǧ ɻʞƁǞ ĳǦ∗ = Ƞࡱ üǞƟȣ E[Ǧ∗] ≤ Ƞࡱ߿
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ɻʉƟɠɻࡱ

ࡦ ðɠȋǩʉʉǩȣǊ ȴʞɫ ȠȚ߿ ʉȴʉŒȋ ɻʉƟɠɻ ǩȣʉȴ Ț ɠƟɫǩȴƌɻ ȴǇ Ƞ߿ ɻʉƟɠɻ
ƟŒƁǞࡪ ʿƟ ǇŒǩȋ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩȣ Œȋȋ Ț
ɠƟɫǩȴƌɻ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȝȴɻʉ ࡱȚ߿/߾

+ǞƟƁȅ࢙ǩȣ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ `ȴɫ Œ ˨ˇƟƌ Ǧࡪ ʿǞŒʉ ɫȴʞǊǞȋˈ ǩɻ E[ĳǦ]ࡲ
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ð�ü࢙ࠀ

�ȴɫƟ +ǞŒȋȋƟȣǊǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝࡩ `ǩȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ `£+࢙ࠀ
ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (¯ˀ߾ ∨ ¯ˀࠀ ∨ ˀࠁ) ∧ (ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ¯ˀࠀ).

ࡦ ð�ü࢙ࠀ ǩɻ ǇŒȝȴʞɻȋˈ £ß࢙ǞŒɫƌࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ɫʞȣʉǩȝƟ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ࡲð�ü࢙ࠀ

ࡦ üǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ (Ƞࠄ߽ࠀ.߾)® ࡪoŒȣɻƟȣࢁ �ŒɠȋŒȣࡪ
ĿŒȝǩɫࡪ ĿʿǩƁȅࡪ ࡱࢂࠆ߾߽߿

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ʉǞŒʉ ȴʞɫ ɻǩȝɠȋƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ǊǩʻƟɻ Œȣ
(Ƞࠁࠀࠀࠀ.߾)® ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

ࡦ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟɻ ʉǞŒʉ
®(ƀȠ) ǩɻ ȣƟƟƌƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ð�ü࢙ࠀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ƀ > ࡱ߾ üǞƟ
ɻʉɫȴȣǊ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟɻ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Ȃ→ ࡪ∞
ɻȴȋʻǩȣǊ Ȃ࢙ð�ü ɫƟɧʞǩɫƟɻ (Ƞ߿)® ʉǩȝƟࡱ

ࠆ߾



ð�ü࢙ࠀ

�ȴɫƟ +ǞŒȋȋƟȣǊǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝࡩ `ǩȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ `£+࢙ࠀ
ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (¯ˀ߾ ∨ ¯ˀࠀ ∨ ˀࠁ) ∧ (ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ¯ˀࠀ).

ࡦ ð�ü࢙ࠀ ǩɻ ǇŒȝȴʞɻȋˈ £ß࢙ǞŒɫƌࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ɫʞȣʉǩȝƟ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ࡲð�ü࢙ࠀ

ࡦ üǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ (Ƞࠄ߽ࠀ.߾)® ࡪoŒȣɻƟȣࢁ �ŒɠȋŒȣࡪ
ĿŒȝǩɫࡪ ĿʿǩƁȅࡪ ࡱࢂࠆ߾߽߿

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ʉǞŒʉ ȴʞɫ ɻǩȝɠȋƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ǊǩʻƟɻ Œȣ
(Ƞࠁࠀࠀࠀ.߾)® ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

ࡦ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟɻ ʉǞŒʉ
®(ƀȠ) ǩɻ ȣƟƟƌƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ð�ü࢙ࠀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ƀ > ࡱ߾ üǞƟ
ɻʉɫȴȣǊ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟɻ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Ȃ→ ࡪ∞
ɻȴȋʻǩȣǊ Ȃ࢙ð�ü ɫƟɧʞǩɫƟɻ (Ƞ߿)® ʉǩȝƟࡱ

ࠆ߾
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ð�ü࢙ࠀ

�ȴɫƟ +ǞŒȋȋƟȣǊǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝࡩ `ǩȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ `£+࢙ࠀ
ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (¯ˀ߾ ∨ ¯ˀࠀ ∨ ˀࠁ) ∧ (ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ¯ˀࠀ).

ࡦ ð�ü࢙ࠀ ǩɻ ǇŒȝȴʞɻȋˈ £ß࢙ǞŒɫƌࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ɫʞȣʉǩȝƟ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ࡲð�ü࢙ࠀ

ࡦ üǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ (Ƞࠄ߽ࠀ.߾)® ࡪoŒȣɻƟȣࢁ �ŒɠȋŒȣࡪ
ĿŒȝǩɫࡪ ĿʿǩƁȅࡪ ࡱࢂࠆ߾߽߿

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ʉǞŒʉ ȴʞɫ ɻǩȝɠȋƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ǊǩʻƟɻ Œȣ
(Ƞࠁࠀࠀࠀ.߾)® ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

ࡦ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟɻ ʉǞŒʉ
®(ƀȠ) ǩɻ ȣƟƟƌƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ð�ü࢙ࠀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ƀ > ࡱ߾ üǞƟ
ɻʉɫȴȣǊ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟɻ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Ȃ→ ࡪ∞
ɻȴȋʻǩȣǊ Ȃ࢙ð�ü ɫƟɧʞǩɫƟɻ (Ƞ߿)® ʉǩȝƟࡱ

ࠆ߾
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ð�ü࢙ࠀ

�ȴɫƟ +ǞŒȋȋƟȣǊǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝࡩ `ǩȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ `£+࢙ࠀ
ǇȴɫȝʞȋŒ ʿǩʉǞ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

(ˀ߾ ∨ ¯ˀ߿ ∨ ¯ˀࠀ) ∧ (¯ˀ߾ ∨ ¯ˀࠀ ∨ ˀࠁ) ∧ (ˀ߾ ∨ ˀ߿ ∨ ¯ˀࠀ).

ࡦ ð�ü࢙ࠀ ǩɻ ǇŒȝȴʞɻȋˈ £ß࢙ǞŒɫƌࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ɫʞȣʉǩȝƟ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ࡲð�ü࢙ࠀ

ࡦ üǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ (Ƞࠄ߽ࠀ.߾)® ࡪoŒȣɻƟȣࢁ �ŒɠȋŒȣࡪ
ĿŒȝǩɫࡪ ĿʿǩƁȅࡪ ࡱࢂࠆ߾߽߿

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ʉǞŒʉ ȴʞɫ ɻǩȝɠȋƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ǊǩʻƟɻ Œȣ
(Ƞࠁࠀࠀࠀ.߾)® ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

ࡦ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟɻ ʉǞŒʉ
®(ƀȠ) ǩɻ ȣƟƟƌƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ð�ü࢙ࠀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ƀ > ࡱ߾ üǞƟ
ɻʉɫȴȣǊ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉǩȝƟ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ƁȴȣǽƟƁʉʞɫƟɻ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Ȃ→ ࡪ∞
ɻȴȋʻǩȣǊ Ȃ࢙ð�ü ɫƟɧʞǩɫƟɻ (Ƞ߿)® ʉǩȝƟࡱ

ࠆ߾
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æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

ࡱ߾ ðʉŒɫʉ ʿǩʉǞ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ
ࡱ߿ æƟɠƟŒʉ Ț ʉǩȝƟɻࡪ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȣǊ ǩǇ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ
Ǉȴʞȣƌࡩ

ࡦ +ǞȴɻƟ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟࡱ
ࡦ ßǩƁȅ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝࡪ Œȣƌ ɻʿǩʉƁǞ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

ࡱࠀ xǇ Œ ʻŒȋǩƌ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ Ǉȴʞȣƌࡪ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ
ǩɻ ʞȣɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟࡱ

߽߿

-



æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�ɻ ǩȣ ʉǞƟ ð�ü࢙߿ ɻƟʉʉǩȣǊࡪ ȋƟʉ ĲǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ īƟ ǞŒʻƟࡩ

ßɫ(ĲǦ = ĲǦ−߾ + (߾ ≥
ßɫ(ĲǦ = ĲǦ−߾ − (߾ ≤

5Ɵ˨ȣƟ ʉǞƟ ƁȴʞɠȋƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . . Œɻ ŷƟǇȴɫƟࡪ ŷʞʉ ʿǩʉǞ
ĳǦ = ĳǦ−߾ + ߾ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࠀ/߾ Œȣƌ ĳǦ = ĳǦ−߾ − ߾ = ࡱࠀ/߿

oȴʿ ȝŒȣˈ ɻʉƟɠɻ ƌȴ ˈȴʞ ƟˇɠƟƁʉ ŒɫƟ ȣƟƟƌƟƌ ʉȴ ɫƟŒƁǞ ĳǦ = Ƞࡲ

߾߿
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æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�ɻ ǩȣ ʉǞƟ ð�ü࢙߿ ɻƟʉʉǩȣǊࡪ ȋƟʉ ĲǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ īƟ ǞŒʻƟࡩ

ßɫ(ĲǦ = ĲǦ−߾ + (߾ ≥
ßɫ(ĲǦ = ĲǦ−߾ − (߾ ≤

5Ɵ˨ȣƟ ʉǞƟ ƁȴʞɠȋƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . . Œɻ ŷƟǇȴɫƟࡪ ŷʞʉ ʿǩʉǞ
ĳǦ = ĳǦ−߾ + ߾ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࠀ/߾ Œȣƌ ĳǦ = ĳǦ−߾ − ߾ = ࡱࠀ/߿

oȴʿ ȝŒȣˈ ɻʉƟɠɻ ƌȴ ˈȴʞ ƟˇɠƟƁʉ ŒɫƟ ȣƟƟƌƟƌ ʉȴ ɫƟŒƁǞ ĳǦ = Ƞࡲ

߾߿



æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�ɻ ǩȣ ʉǞƟ ð�ü࢙߿ ɻƟʉʉǩȣǊࡪ ȋƟʉ ĲǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ īƟ ǞŒʻƟࡩ

ßɫ(ĲǦ = ĲǦ−߾ + (߾ ≥
ßɫ(ĲǦ = ĲǦ−߾ − (߾ ≤

5Ɵ˨ȣƟ ʉǞƟ ƁȴʞɠȋƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ĳ߽, ĳ߾, . . . Œɻ ŷƟǇȴɫƟࡪ ŷʞʉ ʿǩʉǞ
ĳǦ = ĳǦ−߾ + ߾ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࠀ/߾ Œȣƌ ĳǦ = ĳǦ−߾ − ߾ = ࡱࠀ/߿

oȴʿ ȝŒȣˈ ɻʉƟɠɻ ƌȴ ˈȴʞ ƟˇɠƟƁʉ ŒɫƟ ȣƟƟƌƟƌ ʉȴ ɫƟŒƁǞ ĳǦ = Ƞࡲ

߾߿

-
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æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�ƟʉʉǩȣǊ ǛǺ ŷƟ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠɻ ʉȴ ɫƟŒƁǞ Ƞ ʿǞƟȣ
ɻʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ ȣȴƌƟ Ǻࡪ

ǛȠ = ߽
Ǜ߽ = Ǜ߾ + ߾

ǛǺ =
߾−ǛǺ߿
ࠀ +

ǛǺ+߾
ࠀ + ߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾

ࡦ īƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ʻǩŒ ǩȣƌʞƁʉǩȴȣ ʉǞŒʉ ǛǺ = ǛǺ+߾ + ߿+Ǻ߿ − ࠀ Œȣƌ ǩȣ
ʉʞɫȣࡪ Ǜ߽ = ߿+Ƞ߿ − −ࠁ ࡱȠࠀ

ࡦ üǞʞɻࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ȴʞɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉŒȅƟɻ Œʉ ȝȴɻʉ ≈ ߿+Ƞ߿
ɻʉƟɠɻ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȴȣƟࡱ

ࡦ xɻ ʉǞǩɻ Œȣ ǩȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ɫƟɻʞȋʉࡲ

߿߿

=



æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�ƟʉʉǩȣǊ ǛǺ ŷƟ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠɻ ʉȴ ɫƟŒƁǞ Ƞ ʿǞƟȣ
ɻʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ ȣȴƌƟ Ǻࡪ

ǛȠ = ߽
Ǜ߽ = Ǜ߾ + ߾

ǛǺ =
߾−ǛǺ߿
ࠀ +

ǛǺ+߾
ࠀ + ߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾

ࡦ īƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ʻǩŒ ǩȣƌʞƁʉǩȴȣ ʉǞŒʉ ǛǺ = ǛǺ+߾ + ߿+Ǻ߿ − ࠀ Œȣƌ ǩȣ
ʉʞɫȣࡪ Ǜ߽ = ߿+Ƞ߿ − −ࠁ ࡱȠࠀ

ࡦ üǞʞɻࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ȴʞɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉŒȅƟɻ Œʉ ȝȴɻʉ ≈ ߿+Ƞ߿
ɻʉƟɠɻ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȴȣƟࡱ

ࡦ xɻ ʉǞǩɻ Œȣ ǩȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ɫƟɻʞȋʉࡲ

߿߿

-
- -



æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�ƟʉʉǩȣǊ ǛǺ ŷƟ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠɻ ʉȴ ɫƟŒƁǞ Ƞ ʿǞƟȣ
ɻʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ ȣȴƌƟ Ǻࡪ

ǛȠ = ߽
Ǜ߽ = Ǜ߾ + ߾

ǛǺ =
߾−ǛǺ߿
ࠀ +

ǛǺ+߾
ࠀ + ߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾

ࡦ īƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ʻǩŒ ǩȣƌʞƁʉǩȴȣ ʉǞŒʉ ǛǺ = ǛǺ+߾ + ߿+Ǻ߿ − ࠀ Œȣƌ ǩȣ
ʉʞɫȣࡪ Ǜ߽ = ߿+Ƞ߿ − −ࠁ ࡱȠࠀ

ࡦ üǞʞɻࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ȴʞɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉŒȅƟɻ Œʉ ȝȴɻʉ ≈ ߿+Ƞ߿
ɻʉƟɠɻ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȴȣƟࡱ

ࡦ xɻ ʉǞǩɻ Œȣ ǩȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ɫƟɻʞȋʉࡲ

߿߿

Take a r a n d om walk o n a n infiniteline[EH:-& prly.sn)⇐RAY;-evil
antis)
¥y¥g"":))



æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�ƟʉʉǩȣǊ ǛǺ ŷƟ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠɻ ʉȴ ɫƟŒƁǞ Ƞ ʿǞƟȣ
ɻʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ ȣȴƌƟ Ǻࡪ

ǛȠ = ߽
Ǜ߽ = Ǜ߾ + ߾

ǛǺ =
߾−ǛǺ߿
ࠀ +

ǛǺ+߾
ࠀ + ߾ Ǉȴɫ ߾ ≤ Ǻ ≤ Ƞ− ߾

ࡦ īƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ʻǩŒ ǩȣƌʞƁʉǩȴȣ ʉǞŒʉ ǛǺ = ǛǺ+߾ + ߿+Ǻ߿ − ࠀ Œȣƌ ǩȣ
ʉʞɫȣࡪ Ǜ߽ = ߿+Ƞ߿ − −ࠁ ࡱȠࠀ

ࡦ üǞʞɻࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ȴʞɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉŒȅƟɻ Œʉ ȝȴɻʉ ≈ ߿+Ƞ߿
ɻʉƟɠɻ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȴȣƟࡱ

ࡦ xɻ ʉǞǩɻ Œȣ ǩȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ɫƟɻʞȋʉࡲ

N߿߿ I worse than 21



�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

�Ɵˈ xƌƟŒࡩ xǇ ʿƟ ɠǩƁȅ ȴʞɫ ǩȣǩʉǩŒȋ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࡪ ʿƟ
ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ E[Ĳ߽] = Ƞ/ࡱ߿ īǩʉǞ ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋࡪ ŷʞʉ ɻʉǩȋȋ ȣȴȣ࢙ȣƟǊȋǩǊǩŷȋƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ĳ߽ ʿǩȋȋ ŷƟ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ Œȣƌ ȴʞɫ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ʿǩȋȋ ŷƟ ȝȴɫƟ
ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

�ȴƌǩ˨Ɵƌ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ

æƟɠƟŒʉ Ț ʉǩȝƟɻࡪ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȣǊ ǩǇ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ Ǉȴʞȣƌࡩ

ࡱ߾ ßǩƁȅ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ
ࡱ߿ æƟɠƟŒʉ Ƞࠀ ʉǩȝƟɻࡪ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȣǊ ǩǇ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ Ǉȴʞȣƌࡩ

ࡦ +ǞȴɻƟ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟࡱ
ࡦ ßǩƁȅ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝࡪ Œȣƌ ɻʿǩʉƁǞ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

xǇ Œ ʻŒȋǩƌ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ Ǉȴʞȣƌࡪ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ
ʞȣɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟࡱ

ࠀ߿

=



�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

�Ɵˈ xƌƟŒࡩ xǇ ʿƟ ɠǩƁȅ ȴʞɫ ǩȣǩʉǩŒȋ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࡪ ʿƟ
ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ E[Ĳ߽] = Ƞ/ࡱ߿ īǩʉǞ ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋࡪ ŷʞʉ ɻʉǩȋȋ ȣȴȣ࢙ȣƟǊȋǩǊǩŷȋƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ĳ߽ ʿǩȋȋ ŷƟ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ Œȣƌ ȴʞɫ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅ ʿǩȋȋ ŷƟ ȝȴɫƟ
ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

�ȴƌǩ˨Ɵƌ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ

æƟɠƟŒʉ Ț ʉǩȝƟɻࡪ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȣǊ ǩǇ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ Ǉȴʞȣƌࡩ

ࡱ߾ ßǩƁȅ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ
ࡱ߿ æƟɠƟŒʉ Ƞࠀ ʉǩȝƟɻࡪ ʉƟɫȝǩȣŒʉǩȣǊ ǩǇ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ Ǉȴʞȣƌࡩ

ࡦ +ǞȴɻƟ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʞȣɻŒʉǩɻ˨Ɵƌ ƁȋŒʞɻƟࡱ
ࡦ ßǩƁȅ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȋŒʞɻƟ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ
ɫŒȣƌȴȝࡪ Œȣƌ ɻʿǩʉƁǞ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

xǇ Œ ʻŒȋǩƌ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ Ǉȴʞȣƌࡪ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ ǩɻ
ʞȣɻŒʉǩɻ˨ŒŷȋƟࡱ

ࠀ߿

F



�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞ Ĳ߽ = Ƞ− Ǻࡱ xࡱƟࡪࡱ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ
ƁȴɫɫƟƁʉ Ǻ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

�Ɵʉ ɡǺ ŷƟ Œ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ ɻʞƁƁƟɻɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡱ ðǩȣƁƟ
Ǻ ≤ Ƞ Œȣƌ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ɫʞȣ ʉǞƟ ɻƟŒɫƁǞ ɠɫȴƁƟɻɻ Ǉȴɫ Ƞࠀ ɻʉƟɠɻࡪ

ɡǺ = ßɫ[ĲࠀȠ = Ƞ]
≥ ßɫ[ĲࠀǺ = Ƞ]

≥ ßɫ[ʉŒȅƟ ƟˇŒƁʉȋˈ Ǻ߿ ɻʉƟɠɻ ǇȴɫʿŒɫƌ Œȣƌ Ǻ ɻʉƟɠɻ ŷŒƁȅ ǩȣ Ǻࠀ ɻʉƟɠɻ]

=

Ǻࠀ)
Ǻ

߿)(
ࠀ

)Ǻ
·
( ߾
ࠀ

Ǻ߿(
.

ĨǩŒ ðʉǩɫȋǩȣǊࢪɻ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ
Ǻࠀ)
Ǻ
)
≥ √߾

Ǻ
· ࠀ

߿−Ǻࠀ

߿−Ǻ߿߿ ࡪ ǊǩʻǩȣǊࡩ

ɡǺ ≥
߿߿

߿ࠀ
√
Ǻ
· ࠀ

Ǻࠀ

Ǻ߿߿ ·
Ǻ߿
Ǻࠀࠀ ≈

√߾
Ǻ · Ǻ߿

≥ √߾
ȣ · ǽ߿ .

ࠁ߿

-



�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞ Ĳ߽ = Ƞ− Ǻࡱ xࡱƟࡪࡱ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ
ƁȴɫɫƟƁʉ Ǻ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

�Ɵʉ ɡǺ ŷƟ Œ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ ɻʞƁƁƟɻɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡱ ðǩȣƁƟ
Ǻ ≤ Ƞ Œȣƌ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ɫʞȣ ʉǞƟ ɻƟŒɫƁǞ ɠɫȴƁƟɻɻ Ǉȴɫ Ƞࠀ ɻʉƟɠɻࡪ

ɡǺ = ßɫ[ĲࠀȠ = Ƞ]
≥ ßɫ[ĲࠀǺ = Ƞ]

≥ ßɫ[ʉŒȅƟ ƟˇŒƁʉȋˈ Ǻ߿ ɻʉƟɠɻ ǇȴɫʿŒɫƌ Œȣƌ Ǻ ɻʉƟɠɻ ŷŒƁȅ ǩȣ Ǻࠀ ɻʉƟɠɻ]

=

Ǻࠀ)
Ǻ

߿)(
ࠀ

)Ǻ
·
( ߾
ࠀ

Ǻ߿(
.

ĨǩŒ ðʉǩɫȋǩȣǊࢪɻ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ
Ǻࠀ)
Ǻ
)
≥ √߾

Ǻ
· ࠀ

߿−Ǻࠀ

߿−Ǻ߿߿ ࡪ ǊǩʻǩȣǊࡩ

ɡǺ ≥
߿߿

߿ࠀ
√
Ǻ
· ࠀ

Ǻࠀ

Ǻ߿߿ ·
Ǻ߿
Ǻࠀࠀ ≈

√߾
Ǻ · Ǻ߿

≥ √߾
ȣ · ǽ߿ .

ࠁ߿

-
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�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞ Ĳ߽ = Ƞ− Ǻࡱ xࡱƟࡪࡱ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ
ƁȴɫɫƟƁʉ Ǻ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

�Ɵʉ ɡǺ ŷƟ Œ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ ɻʞƁƁƟɻɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡱ ðǩȣƁƟ
Ǻ ≤ Ƞ Œȣƌ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ɫʞȣ ʉǞƟ ɻƟŒɫƁǞ ɠɫȴƁƟɻɻ Ǉȴɫ Ƞࠀ ɻʉƟɠɻࡪ

ɡǺ = ßɫ[ĲࠀȠ = Ƞ]
≥ ßɫ[ĲࠀǺ = Ƞ]
≥ ßɫ[ʉŒȅƟ ƟˇŒƁʉȋˈ Ǻ߿ ɻʉƟɠɻ ǇȴɫʿŒɫƌ Œȣƌ Ǻ ɻʉƟɠɻ ŷŒƁȅ ǩȣ Ǻࠀ ɻʉƟɠɻ]

=

Ǻࠀ)
Ǻ

߿)(
ࠀ

)Ǻ
·
( ߾
ࠀ

Ǻ߿(
.

ĨǩŒ ðʉǩɫȋǩȣǊࢪɻ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ
Ǻࠀ)
Ǻ
)
≥ √߾

Ǻ
· ࠀ

߿−Ǻࠀ

߿−Ǻ߿߿ ࡪ ǊǩʻǩȣǊࡩ

ɡǺ ≥
߿߿

߿ࠀ
√
Ǻ
· ࠀ

Ǻࠀ

Ǻ߿߿ ·
Ǻ߿
Ǻࠀࠀ ≈

√߾
Ǻ · Ǻ߿

≥ √߾
ȣ · ǽ߿ .

ࠁ߿
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�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞ Ĳ߽ = Ƞ− Ǻࡱ xࡱƟࡪࡱ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ
ƁȴɫɫƟƁʉ Ǻ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

�Ɵʉ ɡǺ ŷƟ Œ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ ɻʞƁƁƟɻɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡱ ðǩȣƁƟ
Ǻ ≤ Ƞ Œȣƌ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ɫʞȣ ʉǞƟ ɻƟŒɫƁǞ ɠɫȴƁƟɻɻ Ǉȴɫ Ƞࠀ ɻʉƟɠɻࡪ

ɡǺ = ßɫ[ĲࠀȠ = Ƞ]
≥ ßɫ[ĲࠀǺ = Ƞ]
≥ ßɫ[ʉŒȅƟ ƟˇŒƁʉȋˈ Ǻ߿ ɻʉƟɠɻ ǇȴɫʿŒɫƌ Œȣƌ Ǻ ɻʉƟɠɻ ŷŒƁȅ ǩȣ Ǻࠀ ɻʉƟɠɻ]

=

Ǻࠀ)
Ǻ

߿)(
ࠀ

)Ǻ
·
( ߾
ࠀ

Ǻ߿(
.

ĨǩŒ ðʉǩɫȋǩȣǊࢪɻ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ
Ǻࠀ)
Ǻ
)
≥ √߾

Ǻ
· ࠀ

߿−Ǻࠀ

߿−Ǻ߿߿ ࡪ ǊǩʻǩȣǊࡩ

ɡǺ ≥
߿߿

߿ࠀ
√
Ǻ
· ࠀ

Ǻࠀ

Ǻ߿߿ ·
Ǻ߿
Ǻࠀࠀ ≈

√߾
Ǻ · Ǻ߿

≥ √߾
ȣ · ǽ߿ .

ࠁ߿

- - -



�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʿǩʉǞ Ĳ߽ = Ƞ− Ǻࡱ xࡱƟࡪࡱ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ
ƁȴɫɫƟƁʉ Ǻ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

�Ɵʉ ɡǺ ŷƟ Œ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ ɻʞƁƁƟɻɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡱ ðǩȣƁƟ
Ǻ ≤ Ƞ Œȣƌ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ɫʞȣ ʉǞƟ ɻƟŒɫƁǞ ɠɫȴƁƟɻɻ Ǉȴɫ Ƞࠀ ɻʉƟɠɻࡪ

ɡǺ = ßɫ[ĲࠀȠ = Ƞ]
≥ ßɫ[ĲࠀǺ = Ƞ]
≥ ßɫ[ʉŒȅƟ ƟˇŒƁʉȋˈ Ǻ߿ ɻʉƟɠɻ ǇȴɫʿŒɫƌ Œȣƌ Ǻ ɻʉƟɠɻ ŷŒƁȅ ǩȣ Ǻࠀ ɻʉƟɠɻ]

=

Ǻࠀ)
Ǻ

߿)(
ࠀ

)Ǻ
·
( ߾
ࠀ

Ǻ߿(
.

ĨǩŒ ðʉǩɫȋǩȣǊࢪɻ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ
Ǻࠀ)
Ǻ
)
≥ √߾

Ǻ
· ࠀ

߿−Ǻࠀ

߿−Ǻ߿߿ ࡪ ǊǩʻǩȣǊࡩ

ɡǺ ≥
߿߿

߿ࠀ
√
Ǻ
· ࠀ

Ǻࠀ

Ǻ߿߿ ·
Ǻ߿
Ǻࠀࠀ ≈

√߾
Ǻ · Ǻ߿

≥ √߾
ȣ · ǽ߿ .

ࠁ߿

-
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�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

´ʞɫ ȴʻƟɫŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ɻʞƁƁƟɻɻ ǩȣ Œ ɻǩȣǊȋƟ ʉɫǩŒȋ ǩɻ ʉǞƟȣ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

ɡ ≥
Ƞ∑

Ǻ=߽
ßɫ[Ĳ߽ = Ƞ− Ǻ] · ɡǺ

≥
Ƞ∑

Ǻ=߽

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ƞ߿߾ · √߾

Ƞ · Ǻ߿

≥ √߾
Ƞ · Ƞ߿

Ƞ∑

Ǻ=߾

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ǻ߿߾

=
√߾
Ƞ · Ƞ߿

·
ࠀ)
߿

)Ƞ
≤ √߾

ȣ ·
ࠀ)
ࠁ

)ȣ
.

üǞʞɻࡪ ǩǇ ʿƟ ɫƟɠƟŒʉ Ǉȴɫ Ț = ®
(√

Ƞ ·
( ࠁ
ࠀ
)Ƞ)

= (Ƞࠁࠀࠀࠀࠀ.߾)® ʉɫǩŒȋɻࡪ ʿǩʉǞ
ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʿƟ ʿǩȋȋ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ
ȴȣƟࡱ

ࠂ߿

- -



�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

´ʞɫ ȴʻƟɫŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ɻʞƁƁƟɻɻ ǩȣ Œ ɻǩȣǊȋƟ ʉɫǩŒȋ ǩɻ ʉǞƟȣ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

ɡ ≥
Ƞ∑

Ǻ=߽
ßɫ[Ĳ߽ = Ƞ− Ǻ] · ɡǺ

≥
Ƞ∑

Ǻ=߽

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ƞ߿߾ · √߾

Ƞ · Ǻ߿

≥ √߾
Ƞ · Ƞ߿

Ƞ∑

Ǻ=߾

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ǻ߿߾

=
√߾
Ƞ · Ƞ߿

·
ࠀ)
߿

)Ƞ
≤ √߾

ȣ ·
ࠀ)
ࠁ

)ȣ
.

üǞʞɻࡪ ǩǇ ʿƟ ɫƟɠƟŒʉ Ǉȴɫ Ț = ®
(√

Ƞ ·
( ࠁ
ࠀ
)Ƞ)

= (Ƞࠁࠀࠀࠀࠀ.߾)® ʉɫǩŒȋɻࡪ ʿǩʉǞ
ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʿƟ ʿǩȋȋ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ
ȴȣƟࡱ

ࠂ߿
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�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

´ʞɫ ȴʻƟɫŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ɻʞƁƁƟɻɻ ǩȣ Œ ɻǩȣǊȋƟ ʉɫǩŒȋ ǩɻ ʉǞƟȣ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

ɡ ≥
Ƞ∑

Ǻ=߽
ßɫ[Ĳ߽ = Ƞ− Ǻ] · ɡǺ

≥
Ƞ∑

Ǻ=߽

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ƞ߿߾ · √߾

Ƞ · Ǻ߿

≥ √߾
Ƞ · Ƞ߿

Ƞ∑

Ǻ=߾

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ǻ߿߾

=
√߾
Ƞ · Ƞ߿

·
ࠀ)
߿

)Ƞ
≤ √߾

ȣ ·
ࠀ)
ࠁ

)ȣ
.

üǞʞɻࡪ ǩǇ ʿƟ ɫƟɠƟŒʉ Ǉȴɫ Ț = ®
(√

Ƞ ·
( ࠁ
ࠀ
)Ƞ)

= (Ƞࠁࠀࠀࠀࠀ.߾)® ʉɫǩŒȋɻࡪ ʿǩʉǞ
ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʿƟ ʿǩȋȋ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ
ȴȣƟࡱ

ࠂ߿
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�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

´ʞɫ ȴʻƟɫŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ɻʞƁƁƟɻɻ ǩȣ Œ ɻǩȣǊȋƟ ʉɫǩŒȋ ǩɻ ʉǞƟȣ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

ɡ ≥
Ƞ∑

Ǻ=߽
ßɫ[Ĳ߽ = Ƞ− Ǻ] · ɡǺ

≥
Ƞ∑

Ǻ=߽

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ƞ߿߾ · √߾

Ƞ · Ǻ߿

≥ √߾
Ƞ · Ƞ߿

Ƞ∑

Ǻ=߾

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ǻ߿߾

=
√߾
Ƞ · Ƞ߿
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߿
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≤ √߾
ȣ ·

ࠀ)
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üǞʞɻࡪ ǩǇ ʿƟ ɫƟɠƟŒʉ Ǉȴɫ Ț = ®
(√

Ƞ ·
( ࠁ
ࠀ
)Ƞ)

= (Ƞࠁࠀࠀࠀࠀ.߾)® ʉɫǩŒȋɻࡪ ʿǩʉǞ
ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʿƟ ʿǩȋȋ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ
ȴȣƟࡱ

ࠂ߿



�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

´ʞɫ ȴʻƟɫŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ɻʞƁƁƟɻɻ ǩȣ Œ ɻǩȣǊȋƟ ʉɫǩŒȋ ǩɻ ʉǞƟȣ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

ɡ ≥
Ƞ∑

Ǻ=߽
ßɫ[Ĳ߽ = Ƞ− Ǻ] · ɡǺ

≥
Ƞ∑

Ǻ=߽

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ƞ߿߾ · √߾

Ƞ · Ǻ߿

≥ √߾
Ƞ · Ƞ߿

Ƞ∑

Ǻ=߾
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Ƞ
Ǻ

)
· Ǻ߿߾

=
√߾
Ƞ · Ƞ߿

·
ࠀ)
߿

)Ƞ
≤ √߾

ȣ ·
ࠀ)
ࠁ

)ȣ
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üǞʞɻࡪ ǩǇ ʿƟ ɫƟɠƟŒʉ Ǉȴɫ Ț = ®
(√

Ƞ ·
( ࠁ
ࠀ
)Ƞ)

= (Ƞࠁࠀࠀࠀࠀ.߾)® ʉɫǩŒȋɻࡪ ʿǩʉǞ
ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʿƟ ʿǩȋȋ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ
ȴȣƟࡱ

ࠂ߿

- "binomial
theorem"

O

-

s
-



�ȴƌǩ˨Ɵƌ ð�ü࢙ࠀ �ȣŒȋˈɻǩɻ

´ʞɫ ȴʻƟɫŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ɻʞƁƁƟɻɻ ǩȣ Œ ɻǩȣǊȋƟ ʉɫǩŒȋ ǩɻ ʉǞƟȣ ȋȴʿƟɫ
ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

ɡ ≥
Ƞ∑

Ǻ=߽
ßɫ[Ĳ߽ = Ƞ− Ǻ] · ɡǺ

≥
Ƞ∑

Ǻ=߽

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ƞ߿߾ · √߾

Ƞ · Ǻ߿

≥ √߾
Ƞ · Ƞ߿

Ƞ∑

Ǻ=߾

(
Ƞ
Ǻ

)
· Ǻ߿߾

=
√߾
Ƞ · Ƞ߿

·
ࠀ)
߿

)Ƞ
≤ √߾

ȣ ·
ࠀ)
ࠁ

)ȣ
.

üǞʞɻࡪ ǩǇ ʿƟ ɫƟɠƟŒʉ Ǉȴɫ Ț = ®
(√

Ƞ ·
( ࠁ
ࠀ
)Ƞ)

= (Ƞࠁࠀࠀࠀࠀ.߾)® ʉɫǩŒȋɻࡪ ʿǩʉǞ
ʻƟɫˈ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʿƟ ʿǩȋȋ ˨ȣƌ Œ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ
ȴȣƟࡱ

ࠂ߿
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cŒȝŷȋƟɫࢪɻ æʞǩȣ

ࠂ߿



cŒȝŷȋƟɫࢪɻ æʞǩȣ

ࡦ ĳȴʞ Œȣƌ Œࢩ ǇɫǩƟȣƌࢪ ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈ ʉȴɻɻ Œ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣࡱ xǇ ǩʉ Ǟǩʉɻ ǞƟŒƌɻࡪ ˈȴʞ
ǊǩʻƟ ˈȴʞɫ ǇɫǩƟȣƌ ࡱ߾ࢾ xǇ ǩʉ Ǟǩʉɻ ʉŒǩȋɻࡪ ʉǞƟˈ ǊǩʻƟ ˈȴʞ ࡱ߾ࢾ

ࡦ ĳȴʞ ɻʉŒɫʉ ʿǩʉǞ $ℓ߾ Œȣƌ ˈȴʞɫ ǇɫǩƟȣƌ ɻʉŒɫʉɻ ʿǩʉǞ $ℓࡱ߿ īǞƟȣ ƟǩʉǞƟɫ ȴǇ
ˈȴʞ ɫʞȣɻ ȴʞʉ ȴǇ ȝȴȣƟˈ ʉǞƟ ǊŒȝƟ ʉƟɫȝǩȣŒʉƟɻࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ˈȴʞ ʿǩȣ $ℓࡲ߿

ࠃ߿



cŒȝŷȋƟɫࢪɻ æʞǩȣ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ

�Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ ĲǦ ǩɻ ˈȴʞɫ ɠɫȴ˨ʉ Œʉ ɻʉƟɠ
Ǧࡱ Ĳ߽ = ߽ Œȣƌࡩ

Ø−ℓ߾,−ℓ߾ = Øℓ߿,ℓ߿ = ߾
ØǺ,Ǻ+߾ = ØǺ,Ǻ−߾ = ߿/߾ Ǉȴɫ − ℓ߾ < Ǻ < ℓ߿

ࡦ ℓ߾ Œȣƌ ℓ߿ ŒɫƟ ŒŷɻȴɫŷǩȣǊ ɻʉŒʉƟɻࡱ
ࡦ �ȋȋ Ǻ ʿǩʉǞ −ℓ߾ < Ǻ < ℓ߿ ŒɫƟ ʉɫŒȣɻǩƟȣʉ ɻʉŒʉƟɻࡱ xࡱƟࡪࡱ
ßɫ[ĲǦ′ = Ǻ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǧ′ > Ǧ | ĲǦ = Ǻ] < ࡱ߾

´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ Œȋɻȴ Œ �ŒɫʉǩȣǊŒȋƟ ɻǩȣƁƟ
E[ĲǦ+߾|ĲǦ] = ĲǦࡱ

ࠄ߿



cŒȝŷȋƟɫࢪɻ æʞǩȣ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ

�Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ ĲǦ ǩɻ ˈȴʞɫ ɠɫȴ˨ʉ Œʉ ɻʉƟɠ
Ǧࡱ Ĳ߽ = ߽ Œȣƌࡩ

Ø−ℓ߾,−ℓ߾ = Øℓ߿,ℓ߿ = ߾
ØǺ,Ǻ+߾ = ØǺ,Ǻ−߾ = ߿/߾ Ǉȴɫ − ℓ߾ < Ǻ < ℓ߿

ࡦ ℓ߾ Œȣƌ ℓ߿ ŒɫƟ ŒŷɻȴɫŷǩȣǊ ɻʉŒʉƟɻࡱ
ࡦ �ȋȋ Ǻ ʿǩʉǞ −ℓ߾ < Ǻ < ℓ߿ ŒɫƟ ʉɫŒȣɻǩƟȣʉ ɻʉŒʉƟɻࡱ xࡱƟࡪࡱ
ßɫ[ĲǦ′ = Ǻ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǧ′ > Ǧ | ĲǦ = Ǻ] < ࡱ߾

´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ Œȋɻȴ Œ �ŒɫʉǩȣǊŒȋƟ ɻǩȣƁƟ
E[ĲǦ+߾|ĲǦ] = ĲǦࡱ

ࠄ߿



cŒȝŷȋƟɫࢪɻ æʞǩȣ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ

�Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ ĲǦ ǩɻ ˈȴʞɫ ɠɫȴ˨ʉ Œʉ ɻʉƟɠ
Ǧࡱ Ĳ߽ = ߽ Œȣƌࡩ

Ø−ℓ߾,−ℓ߾ = Øℓ߿,ℓ߿ = ߾
ØǺ,Ǻ+߾ = ØǺ,Ǻ−߾ = ߿/߾ Ǉȴɫ − ℓ߾ < Ǻ < ℓ߿

ࡦ ℓ߾ Œȣƌ ℓ߿ ŒɫƟ ŒŷɻȴɫŷǩȣǊ ɻʉŒʉƟɻࡱ
ࡦ �ȋȋ Ǻ ʿǩʉǞ −ℓ߾ < Ǻ < ℓ߿ ŒɫƟ ʉɫŒȣɻǩƟȣʉ ɻʉŒʉƟɻࡱ xࡱƟࡪࡱ
ßɫ[ĲǦ′ = Ǻ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǧ′ > Ǧ | ĲǦ = Ǻ] < ࡱ߾

´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ Œȋɻȴ Œ �ŒɫʉǩȣǊŒȋƟ ɻǩȣƁƟ
E[ĲǦ+߾|ĲǦ] = ĲǦࡱ ࠄ߿



cŒȝŷȋƟɫࢪɻ æʞǩȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ ĲǦ ǩɻ ˈȴʞɫ ɠɫȴ˨ʉ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ
Ĳ߽ = ߽ Œȣƌࡩ

Ø−ℓ߾,−ℓ߾ = Øℓ߿,ℓ߿ = ߾
ØǺ,Ǻ+߾ = ØǺ,Ǻ−߾ = ߿/߾ Ǉȴɫ − ℓ߾ < Ǻ < ℓ߿

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ɡ = ȋǩȝǦ→∞ ßɫ[ĲǦ = ℓࡱ[߿

#ˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǧࡪ E[ĲǦ] = ࡱ߽ `ʞɫʉǞƟɫࡪ Ǉȴɫ
ɡ = ȋǩȝǦ→∞ ßɫ[ĲǦ = ℓࡪ[߿ ɻǩȣƁƟ −ℓ߾, ℓ߿ ŒɫƟ ʉǞƟ ȴȣȋˈ ȣȴȣ࢙ʉɫŒȣɻǩƟȣʉ ɻʉŒʉƟɻࡪ

ȋǩȝ
Ǧ→∞

E[ĲǦ] = ℓ߿ɡ+−ℓ߾)߾− ɡ) = ߽.

ðȴȋʻǩȣǊ Ǉȴɫ ɡࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ɡ = ℓ߾
ℓ߾+ℓ߿

ࡱ

ࠅ߿



cŒȝŷȋƟɫࢪɻ æʞǩȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ ĲǦ ǩɻ ˈȴʞɫ ɠɫȴ˨ʉ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ
Ĳ߽ = ߽ Œȣƌࡩ

Ø−ℓ߾,−ℓ߾ = Øℓ߿,ℓ߿ = ߾
ØǺ,Ǻ+߾ = ØǺ,Ǻ−߾ = ߿/߾ Ǉȴɫ − ℓ߾ < Ǻ < ℓ߿

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ɡ = ȋǩȝǦ→∞ ßɫ[ĲǦ = ℓࡱ[߿

#ˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǧࡪ E[ĲǦ] = ࡱ߽ `ʞɫʉǞƟɫࡪ Ǉȴɫ
ɡ = ȋǩȝǦ→∞ ßɫ[ĲǦ = ℓࡪ[߿ ɻǩȣƁƟ −ℓ߾, ℓ߿ ŒɫƟ ʉǞƟ ȴȣȋˈ ȣȴȣ࢙ʉɫŒȣɻǩƟȣʉ ɻʉŒʉƟɻࡪ

ȋǩȝ
Ǧ→∞

E[ĲǦ] = ℓ߿ɡ+−ℓ߾)߾− ɡ) = ߽.

ðȴȋʻǩȣǊ Ǉȴɫ ɡࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ɡ = ℓ߾
ℓ߾+ℓ߿

ࡱ
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cŒȝŷȋƟɫࢪɻ æʞǩȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ ĲǦ ǩɻ ˈȴʞɫ ɠɫȴ˨ʉ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ
Ĳ߽ = ߽ Œȣƌࡩ

Ø−ℓ߾,−ℓ߾ = Øℓ߿,ℓ߿ = ߾
ØǺ,Ǻ+߾ = ØǺ,Ǻ−߾ = ߿/߾ Ǉȴɫ − ℓ߾ < Ǻ < ℓ߿

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ɡ = ȋǩȝǦ→∞ ßɫ[ĲǦ = ℓࡱ[߿

#ˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ Ǧࡪ E[ĲǦ] = ࡱ߽ `ʞɫʉǞƟɫࡪ Ǉȴɫ
ɡ = ȋǩȝǦ→∞ ßɫ[ĲǦ = ℓࡪ[߿ ɻǩȣƁƟ −ℓ߾, ℓ߿ ŒɫƟ ʉǞƟ ȴȣȋˈ ȣȴȣ࢙ʉɫŒȣɻǩƟȣʉ ɻʉŒʉƟɻࡪ

ȋǩȝ
Ǧ→∞

E[ĲǦ] = ℓ߿ɡ+−ℓ߾)߾− ɡ) = ߽.

ðȴȋʻǩȣǊ Ǉȴɫ ɡࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ɡ = ℓ߾
ℓ߾+ℓ߿

ࡱ

ࠅ߿



cŒȝŷȋƟɫࢪɻ æʞǩȣ üǞȴʞǊǞʉ DˇƟɫƁǩɻƟ

īǞŒʉ ǩǇ ˈȴʞ ŒȋʿŒˈɻ ʿŒȋȅ ŒʿŒˈ Œɻ ɻȴȴȣ Œɻ ˈȴʞ ʿǩȣ ǽʞɻʉ ࡱ߾$ üǞƟȣ
ʿǞŒʉ ǩɻ ˈȴʞɫ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ʿǩȣȣǩȣǊࡪ Œȣƌ ʿǞŒʉ ŒɫƟ ˈȴʞɫ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʿǩȣȣǩȣǊɻࡲ

ࠆ߿


