
+´�ßð+x ࡩ�æ߽ࠆࠃ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Œȣƌ
ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ 5ŒʉŒ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴǇࡱ +ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߿߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠄ

߾



�ȴǊǩɻʉǩƁɻ

ࡦ xࢪȋȋ ɫƟʉʞɫȣ ȝǩƌʉƟɫȝɻ Œʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ƁȋŒɻɻࡱ
ࡦ ´ʻƟɫŒȋȋ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻ ƌǩƌ ʻƟɫˈ ʿƟȋȋ  ȝƟŒȣ ʿŒɻ Œ ࠂࠄࡱࠆ߿ ȴʞʉ ȴǇ ࠃࠀ
≈ࢍ ࡱࢎ%ࠀࠅ

ࡦ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ȣȴʉ ǞŒɠɠˈ ʿǩʉǞ ˈȴʞɫ ɠƟɫǇȴɫȝŒȣƁƟࡪ ȝƟɻɻŒǊƟ ȝƟ
Œȣƌ ʿƟ ƁŒȣ ƁǞŒʉ Œŷȴʞʉ ǩʉࡱ xࢪȝ Œȋɻȴ ǞŒɠɠˈ ʉȴ ɫƟʻǩƟʿ
ɻȴȋʞʉǩȴȣɻ ǩȣ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻࡱ

ࡦ x ɠȋŒȣ ʉȴ ɫƟȋƟŒɻƟ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠀ ŷˈ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞǩɻ ʿƟƟȅࡱ
ࡦ ߾ ɠŒǊƟ ɠɫȴǊɫƟɻɻ ɫƟɠȴɫʉ ȴȣ `ǩȣŒȋ ßɫȴǽƟƁʉ ƌʞƟ ࡱࠅࡷࠁ
ࡦ īƟƟȅȋˈ ɧʞǩ˔ ƌʞƟ ȣƟˇʉ üʞƟɻƌŒˈ Œʉ ࡱɠȝࠅ

߿



ðʞȝȝŒɫˈ

æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ǩȣƟŒɫ �ȋǊƟŷɫŒ #ƟǇȴɫƟ #ɫƟŒȅࡩ
ࡦ `ɫƟǩʻŒȋƌࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ ɠɫȴƌʞƁʉ ʉƟɻʉǩȣǊࡱ
ࡦ oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡱ �ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ
ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟ Ǉȴɫ ɠŒǩɫʿǩɻƟ࢙ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʻǩŒ ȣȴɫȝ࢙ŷŒɻƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ
�ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȴʞʉƟɫ࢙ɠɫȴƌʞƁʉ ʻǩƟʿ ȴǇ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ǇŒɻʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ
ࡦ æƟȋŒʉƟƌ ǩƌƟŒɻ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Ǉȴɫ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔ǩȣǊ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ 
ʉǞƟ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

üȴƌŒˈࡩ æŒȣƌȴȝ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ Œȣƌ ʉǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒࡱ
ࡦ ðʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Œȣƌ ϵ࢙ȣƟʉ ŒɫǊʞȝƟȣʉɻࡱ
ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ǇŒɻʉ ȴʻƟɫ࢙ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱ

ࠀ

A B : c ?
(AB-c)y



ðʞȝȝŒɫˈ

æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ǩȣƟŒɫ �ȋǊƟŷɫŒ #ƟǇȴɫƟ #ɫƟŒȅࡩ
ࡦ `ɫƟǩʻŒȋƌࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ȝŒʉɫǩˇ ɠɫȴƌʞƁʉ ʉƟɻʉǩȣǊࡱ
ࡦ oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡱ �ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ
ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟ Ǉȴɫ ɠŒǩɫʿǩɻƟ࢙ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʻǩŒ ȣȴɫȝ࢙ŷŒɻƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ
�ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȴʞʉƟɫ࢙ɠɫȴƌʞƁʉ ʻǩƟʿ ȴǇ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ǇŒɻʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ
ࡦ æƟȋŒʉƟƌ ǩƌƟŒɻ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Ǉȴɫ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔ǩȣǊ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ 
ʉǞƟ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

üȴƌŒˈࡩ æŒȣƌȴȝ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ Œȣƌ ʉǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒࡱ
ࡦ ðʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Œȣƌ ϵ࢙ȣƟʉ ŒɫǊʞȝƟȣʉɻࡱ
ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ǇŒɻʉ ȴʻƟɫ࢙ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱ

ࠀ

- -



�ǩȣƟŒɫ ðȅƟʉƁǞǩȣǊ

ࠀ



�ǩȣƟŒɫ ðȅƟʉƁǞǩȣǊ

cǩʻƟȣ Œ ȋŒɫǊƟ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ ʿƟ ɠǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ
ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ð ∈ RȚ×Ƞ Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉƟ ð� ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟȋࢍ ࡪ̍ ɠǩƁȅ
ð ∈ RƊ×Ț Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉƟ �ðࡱࢎ ċɻǩȣǊ ð� ʿƟ ƁŒȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒȣˈ
ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣɻ ǩȣʻȴȋʻǩȣǊ ࡱ�

īǞŒʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ǞŒʻƟ ʿƟ ɻƟƟȣ ǩȣ ƁȋŒɻɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ȋǩȣƟŒɫ
ɻȅƟʉƁǞǩȣǊࡲ

ࠁ

m

n

-



�ǩȣƟŒɫ ðȅƟʉƁǞǩȣǊ

cǩʻƟȣ Œ ȋŒɫǊƟ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ ʿƟ ɠǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȋǩȣƟŒɫ
ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ð ∈ RȚ×Ƞ Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉƟ ð� ŒȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟȋࢍ ࡪ̍ ɠǩƁȅ
ð ∈ RƊ×Ț Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉƟ �ðࡱࢎ ċɻǩȣǊ ð� ʿƟ ƁŒȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒȣˈ
ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣɻ ǩȣʻȴȋʻǩȣǊ ࡱ�

īǞŒʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ǞŒʻƟ ʿƟ ɻƟƟȣ ǩȣ ƁȋŒɻɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ȋǩȣƟŒɫ
ɻȅƟʉƁǞǩȣǊࡲ ࠁ

(BB-c)§,ya-Y)

- t o sampling
- f r i e nd s
- hutchinson's



�ǩȣƟŒɫ ðȅƟʉƁǞǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟɻ

`ɫƟǩʻŒȋƌࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ

ࠂ

i s * s o f iff
l y i s 0 i f
AB-C i s 0

else y probnot0 .



�ǩȣƟŒɫ ðȅƟʉƁǞǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟɻ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ üɫŒƁƟ DɻʉǩȝŒʉȴɫࡩ

ࠃ

XIAN

11
¥xIAX

x .xz.tn//
tmtrlstADatrtD

m

t r (A) i'mExitAXii n

k i k . - X m a r e i i .d I I



�ǩȣƟŒɫ ðȅƟʉƁǞǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟɻ

cɫŒɠǞ +ȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉˈ ʻǩŒ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡩ

ࠄ

n

m ~

(doe
s * i s represent

a connected graph



�ǩȣƟŒɫ ðȅƟʉƁǞǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟɻ

£ȴɫȝ࢙#ŒɻƟƌ ðŒȝɠȋǩȣǊ Ǉȴɫ æŒȣȅ࢙�ȴʿࡷ��� �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ

ࠅ

i i i .
I -

-pistaili preserves spectral info
"Alli in-duding singular

lectors



ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

ࠅ



ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

xʉ ǩɻ ǞƟȋɠǇʞȋ ʉȴ ƌƟ˨ȣƟ ǊƟȣƟɫŒȋ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟɻ Ǉȴɫ ɻȅƟʉƁǞƟɻࡪ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʞɻƟǇʞȋ
ǩȣ ȝŒȣˈ ɠɫȴŷȋƟȝɻࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ðʞŷɻɠŒƁƟࢍ DȝŷƟƌƌǩȣǊࢎ
è ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ � ∈ RȠ×Ɗ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ∥߿ ≤ ∥è�ˀ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ∥߿.

xࡱƟࡪࡱ è ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ �ˀ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ ࡱ�

üȴȣɻ ȴǇ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ DࡱǊࡪࡱ
ࡦ `Œɻʉ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࢎȣƟˇʉࢍ Œȣƌ ɠɫƟƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ɻࢪ� ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡷɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ɫƟȋŒʉƟƌࢍ ʉȴ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱࢎ

ࠆ



ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

xʉ ǩɻ ǞƟȋɠǇʞȋ ʉȴ ƌƟ˨ȣƟ ǊƟȣƟɫŒȋ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟɻ Ǉȴɫ ɻȅƟʉƁǞƟɻࡪ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʞɻƟǇʞȋ
ǩȣ ȝŒȣˈ ɠɫȴŷȋƟȝɻࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ðʞŷɻɠŒƁƟࢍ DȝŷƟƌƌǩȣǊࢎ
è ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ � ∈ RȠ×Ɗ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ∥߿ ≤ ∥è�ˀ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ∥߿.

xࡱƟࡪࡱ è ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ �ˀ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ ࡱ�

üȴȣɻ ȴǇ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ DࡱǊࡪࡱ
ࡦ `Œɻʉ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࢎȣƟˇʉࢍ Œȣƌ ɠɫƟƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ɻࢪ� ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡷɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ɫƟȋŒʉƟƌࢍ ʉȴ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱࢎ

ࠆ

A

sketch
muti." -

HSAxllfeln.dk

d

" [pf.EE#IxI



ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

xʉ ǩɻ ǞƟȋɠǇʞȋ ʉȴ ƌƟ˨ȣƟ ǊƟȣƟɫŒȋ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟɻ Ǉȴɫ ɻȅƟʉƁǞƟɻࡪ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʞɻƟǇʞȋ
ǩȣ ȝŒȣˈ ɠɫȴŷȋƟȝɻࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ðʞŷɻɠŒƁƟࢍ DȝŷƟƌƌǩȣǊࢎ
è ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ � ∈ RȠ×Ɗ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ∥߿ ≤ ∥è�ˀ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ∥߿.

xࡱƟࡪࡱ è ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ �ˀ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ ࡱ�

üȴȣɻ ȴǇ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ DࡱǊࡪࡱ
ࡦ `Œɻʉ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࢎȣƟˇʉࢍ Œȣƌ ɠɫƟƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ɻࢪ� ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡷɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ɫƟȋŒʉƟƌࢍ ʉȴ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱࢎ

ࠆ

✓
columnspan A .

-

A x

fagxtf,
-

-



ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

xʉ ǩɻ ǞƟȋɠǇʞȋ ʉȴ ƌƟ˨ȣƟ ǊƟȣƟɫŒȋ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟɻ Ǉȴɫ ɻȅƟʉƁǞƟɻࡪ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʞɻƟǇʞȋ
ǩȣ ȝŒȣˈ ɠɫȴŷȋƟȝɻࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ðʞŷɻɠŒƁƟࢍ DȝŷƟƌƌǩȣǊࢎ
è ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ � ∈ RȠ×Ɗ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ∥߿ ≤ ∥è�ˀ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ∥߿.

xࡱƟࡪࡱ è ɠɫƟɻƟɫʻƟɻ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ �ˀ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ ࡱ�
üȴȣɻ ȴǇ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ DࡱǊࡪࡱ

ࡦ `Œɻʉ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࢎȣƟˇʉࢍ Œȣƌ ɠɫƟƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ɻࢪ� ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡷɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ɫƟȋŒʉƟƌࢍ ʉȴ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱࢎ ࠆ

AH
• A

m = n how bigi s
5 -I n n • - m ? m o n

- f ,
S A

I A → streaming mode

-



ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ

üǞƟȴɫƟȝ ðȅƟʉƁǞƟƌࢍ �ǩȣƟŒɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
*ȰȠɵǦƊƝɥ � ∈ RȠ×Ɗ ŒȠƊ Ŷ ∈ RȠࡰ ĢƝ ɵƝƝȂ ʂȰ ˧ȠƊ ŒȠ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂƝ
ɵȰȈʗʂǦȰȠ ʂȰ ʂǛƝ ȈǦȠƝŒɥ ɥƝǈɥƝɵɵǦȰȠ ɛɥȰŶȈƝȚࡩ

ŒɫǊȝǩȣ
ˀ∈RƊ

∥�ˀ− Ŷ∥߿.

�Ɲʂ è ∈ RȚ×Ɗ ŶƝ ŒȠ ϵɵʗŶɵɛŒƀƝ ƝȚŶƝƊƊǦȠǈ ǅȰɥ [�;Ŷ] ∈ RȠ×Ɗ+ࡰ߾ �Ɲʂ
˜ˀ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥è�ˀ− èŶ∥ࡰ߿ óǛƝȠ ʸƝ ǛŒʴƝࡩ

∥�˜ˀ− Ŷ∥߿ ≤
+߾ ϵ

−߾ ϵ
·ȝǩȣ
ˀ∈RƊ

∥�ˀ− Ŷ∥߿.

ࡦ üǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ˀ∗ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥�ˀ− Ŷ∥߿ ǩɻ ®(ȠƊ߿)ࡱ
ࡦ üǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ˜ˀ ǩɻ ǽʞɻʉ ®(ȚƊ߿)ࡱ `ȴɫ ȋŒɫǊƟ Ƞ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Œ ǞǩǊǞȋˈ
ȴʻƟɫ࢙ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ɠɫȴŷȋƟȝࢎ ƁŒȣ ɻƟʉ Ț≪ Ƞࡱ

߽߾

ma m i , and)
-

n " m "

⇒ a µ))

(Aft



ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ

üǞƟȴɫƟȝ ðȅƟʉƁǞƟƌࢍ �ǩȣƟŒɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
*ȰȠɵǦƊƝɥ � ∈ RȠ×Ɗ ŒȠƊ Ŷ ∈ RȠࡰ ĢƝ ɵƝƝȂ ʂȰ ˧ȠƊ ŒȠ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂƝ
ɵȰȈʗʂǦȰȠ ʂȰ ʂǛƝ ȈǦȠƝŒɥ ɥƝǈɥƝɵɵǦȰȠ ɛɥȰŶȈƝȚࡩ

ŒɫǊȝǩȣ
ˀ∈RƊ

∥�ˀ− Ŷ∥߿.

�Ɲʂ è ∈ RȚ×Ɗ ŶƝ ŒȠ ϵɵʗŶɵɛŒƀƝ ƝȚŶƝƊƊǦȠǈ ǅȰɥ [�;Ŷ] ∈ RȠ×Ɗ+ࡰ߾ �Ɲʂ
˜ˀ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥è�ˀ− èŶ∥ࡰ߿ óǛƝȠ ʸƝ ǛŒʴƝࡩ

∥�˜ˀ− Ŷ∥߿ ≤
+߾ ϵ

−߾ ϵ
·ȝǩȣ
ˀ∈RƊ

∥�ˀ− Ŷ∥߿.

ࡦ üǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ˀ∗ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥�ˀ− Ŷ∥߿ ǩɻ ®(ȠƊ߿)ࡱ
ࡦ üǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ˜ˀ ǩɻ ǽʞɻʉ ®(ȚƊ߿)ࡱ `ȴɫ ȋŒɫǊƟ Ƞ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Œ ǞǩǊǞȋˈ
ȴʻƟɫ࢙ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ɠɫȴŷȋƟȝࢎ ƁŒȣ ɻƟʉ Ț≪ Ƞࡱ

߽߾

a.÷,

=



ðȅƟʉƁǞƟƌ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ßɫȴȴǇ

+ȋŒǩȝࡩ ðǩȣƁƟ è ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ [�;Ŷ]ࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿ ≤ ∥è�ˀ− èŶ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿.

߾߾

÷



ðȅƟʉƁǞƟƌ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ßɫȴȴǇ

+ȋŒǩȝࡩ ðǩȣƁƟ è ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ [�;Ŷ]ࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿ ≤ ∥è�ˀ− èŶ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿.

߾߾

[A;b]f't) s[Aib)[I] CA;b]µ,]

→

L t l c t i x i A x - b

n . .
'

•

-



ðȅƟʉƁǞƟƌ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ßɫȴȴǇ

+ȋŒǩȝࡩ ðǩȣƁƟ è ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ [�;Ŷ]ࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿ ≤ ∥è�ˀ− èŶ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿.

�Ɵʉ ˀ∗ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥�ˀ− Ŷ∥߿ Œȣƌ ˜ˀ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥è�ˀ− èŶ∥ࡱ߿
īƟ ǞŒʻƟࡩ

∥�˜ˀ− Ŷ∥߿ ≤
߾

−߾ ϵ
∥è�ˀ− èŶ∥߿

≤ ߾
−߾ ϵ

· ∥è�ˀ∗ − èŶ∥߿

≤ +߾ ϵ

−߾ ϵ
· ∥�ˀ∗ − Ŷ∥߿.

߿߾



ðȅƟʉƁǞƟƌ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ßɫȴȴǇ

+ȋŒǩȝࡩ ðǩȣƁƟ è ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ [�;Ŷ]ࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿ ≤ ∥è�ˀ− èŶ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿.

�Ɵʉ ˀ∗ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥�ˀ− Ŷ∥߿ Œȣƌ ˜ˀ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥è�ˀ− èŶ∥ࡱ߿

īƟ ǞŒʻƟࡩ

∥�˜ˀ− Ŷ∥߿ ≤
߾

−߾ ϵ
∥è�ˀ− èŶ∥߿

≤ ߾
−߾ ϵ

· ∥è�ˀ∗ − èŶ∥߿

≤ +߾ ϵ

−߾ ϵ
· ∥�ˀ∗ − Ŷ∥߿.

߿߾



ðȅƟʉƁǞƟƌ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ßɫȴȴǇ

+ȋŒǩȝࡩ ðǩȣƁƟ è ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ [�;Ŷ]ࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿ ≤ ∥è�ˀ− èŶ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿.

�Ɵʉ ˀ∗ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥�ˀ− Ŷ∥߿ Œȣƌ ˜ˀ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥è�ˀ− èŶ∥ࡱ߿
īƟ ǞŒʻƟࡩ

∥�˜ˀ− Ŷ∥߿ ≤
߾

−߾ ϵ
∥è�ˀ− èŶ∥߿

≤ ߾
−߾ ϵ

· ∥è�ˀ∗ − èŶ∥߿

≤ +߾ ϵ

−߾ ϵ
· ∥�ˀ∗ − Ŷ∥߿.

߿߾

[
-

n

-

l-e)HAE-blls ASAF-Sbn



ðȅƟʉƁǞƟƌ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ßɫȴȴǇ

+ȋŒǩȝࡩ ðǩȣƁƟ è ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ [�;Ŷ]ࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿ ≤ ∥è�ˀ− èŶ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿.

�Ɵʉ ˀ∗ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥�ˀ− Ŷ∥߿ Œȣƌ ˜ˀ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥è�ˀ− èŶ∥ࡱ߿
īƟ ǞŒʻƟࡩ

∥�˜ˀ− Ŷ∥߿ ≤
߾

−߾ ϵ
∥è�ˀ− èŶ∥߿ ≤

߾
−߾ ϵ

· ∥è�ˀ∗ − èŶ∥߿

≤ +߾ ϵ

−߾ ϵ
· ∥�ˀ∗ − Ŷ∥߿.

߿߾

n ?
- -
I s argminMAX-Sb"



ðȅƟʉƁǞƟƌ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ßɫȴȴǇ

+ȋŒǩȝࡩ ðǩȣƁƟ è ǩɻ Œ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ [�;Ŷ]ࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ∈ RƊࡪ

−߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿ ≤ ∥è�ˀ− èŶ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥�ˀ− Ŷ∥߿.

�Ɵʉ ˀ∗ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥�ˀ− Ŷ∥߿ Œȣƌ ˜ˀ = ŒɫǊȝǩȣˀ∈RƊ ∥è�ˀ− èŶ∥ࡱ߿
īƟ ǞŒʻƟࡩ

∥�˜ˀ− Ŷ∥߿ ≤
߾

−߾ ϵ
∥è�ˀ− èŶ∥߿ ≤

߾
−߾ ϵ

· ∥è�ˀ∗ − èŶ∥߿

≤ +߾ ϵ

−߾ ϵ
· ∥�ˀ∗ − Ŷ∥߿.

߿߾

positte O

- - -

•
I n
a.lt#Ax*-blk



ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ xȣʉʞǩʉǩȴȣ

üǞǩȣȅ࢙ßŒǩɫ࢙ðǞŒɫƟ ࡩ߾ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ Ƞ > Ɗ Œȣƌ ʉǞŒʉ ɫŒȣȅ(�) = Ɗࡱ xǇ
è ∈ RȚ×Ƞ Œȣ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ � ʿǩʉǞ ϵ < ࡪ߾ Ǟȴʿ ȋŒɫǊƟ
ȝʞɻʉ Ț ŷƟࡲ oǩȣʉࡩ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ɫŒȣȅ(è�) Œȣƌࡷȴɫ ʉǞƟ ȣʞȋȋɻɠŒƁƟ ȴǇ èࡱ�

üǞǩȣȅ࢙ßŒǩɫ࢙ðǞŒɫƟ ࡩ߿ 5ƟɻƁɫǩŷƟ Ǟȴʿ ʉȴ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁŒȋȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ Œ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ è ʿǩʉǞ Ț = Ɗ Œȣƌ ϵ = ߽ ǩȣ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ

ࠀ߾

-

MIrankth
-

null(A)has sank µ):O
d -runkla)

i f m<rankedmillionsh i s r a n kd -
ranklsa)?d-m-d-ranking

£ any x , 11×1130 i f m < d

A x ¥ 0
rank(SA)s m i n(mid)

= m

"Ax"#ball:O s o F x , # o s i t Hsaxll:O



ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ xȣʉʞǩʉǩȴȣ

üǞǩȣȅ࢙ßŒǩɫ࢙ðǞŒɫƟ ࡩ߾ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ Ƞ > Ɗ Œȣƌ ʉǞŒʉ ɫŒȣȅ(�) = Ɗࡱ xǇ
è ∈ RȚ×Ƞ Œȣ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ � ʿǩʉǞ ϵ < ࡪ߾ Ǟȴʿ ȋŒɫǊƟ
ȝʞɻʉ Ț ŷƟࡲ oǩȣʉࡩ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ɫŒȣȅ(è�) Œȣƌࡷȴɫ ʉǞƟ ȣʞȋȋɻɠŒƁƟ ȴǇ èࡱ�

üǞǩȣȅ࢙ßŒǩɫ࢙ðǞŒɫƟ ࡩ߿ 5ƟɻƁɫǩŷƟ Ǟȴʿ ʉȴ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁŒȋȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ Œ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ è ʿǩʉǞ Ț = Ɗ Œȣƌ ϵ = ߽ ǩȣ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ

ࠀ߾



´ɠʉǩȝŒȋ ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

�Ɵʉ Ý ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ�
üǞƟȣ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ �ˀ ǩȣ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ýˁ Ǉȴɫ
ɻȴȝƟ ˁ ∈ RƊࡱ

�Ɵʉ è = Ýóࡱ è ∈ RƊ×Ƞ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ț = Ɗࢎ Œȣƌ ǇʞɫʉǞƟɫࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ ˀ ∈ RƊ

∥è�ˀ∥߿߿ = ∥ÝóÝˁ∥߿߿

= ∥ˁ∥߿߿ = ∥�ˀ∥߿߿

.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ˈȴʞ ƁȴȝɠʞʉƟ Ýࡲ

ࠁ߾

EQ.IE#Y'fad)

-

( I t t ) :callQ) -



´ɠʉǩȝŒȋ ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

�Ɵʉ Ý ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ�
üǞƟȣ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ �ˀ ǩȣ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ýˁ Ǉȴɫ
ɻȴȝƟ ˁ ∈ RƊࡱ

�Ɵʉ è = Ýóࡱ è ∈ RƊ×Ƞ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ț = Ɗࢎ Œȣƌ ǇʞɫʉǞƟɫࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ ˀ ∈ RƊ

∥è�ˀ∥߿߿ = ∥ÝóÝˁ∥߿߿

= ∥ˁ∥߿߿ = ∥�ˀ∥߿߿

.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ˈȴʞ ƁȴȝɠʞʉƟ Ýࡲ

ࠁ߾

⇐
- s a x



´ɠʉǩȝŒȋ ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

�Ɵʉ Ý ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ�
üǞƟȣ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ �ˀ ǩȣ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ýˁ Ǉȴɫ
ɻȴȝƟ ˁ ∈ RƊࡱ

�Ɵʉ è = Ýóࡱ è ∈ RƊ×Ƞ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ț = Ɗࢎ Œȣƌ ǇʞɫʉǞƟɫࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ ˀ ∈ RƊ

∥è�ˀ∥߿߿ = ∥ÝóÝˁ∥߿߿ = ∥ˁ∥߿߿

= ∥�ˀ∥߿߿

.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ˈȴʞ ƁȴȝɠʞʉƟ Ýࡲ

ࠁ߾



´ɠʉǩȝŒȋ ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

�Ɵʉ Ý ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ�
üǞƟȣ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ �ˀ ǩȣ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ýˁ Ǉȴɫ
ɻȴȝƟ ˁ ∈ RƊࡱ

�Ɵʉ è = Ýóࡱ è ∈ RƊ×Ƞ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ț = Ɗࢎ Œȣƌ ǇʞɫʉǞƟɫࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ ˀ ∈ RƊ

∥è�ˀ∥߿߿ = ∥ÝóÝˁ∥߿߿ = ∥ˁ∥߿߿ = ∥�ˀ∥߿߿.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ˈȴʞ ƁȴȝɠʞʉƟ Ýࡲ

ࠁ߾
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´ɠʉǩȝŒȋ ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

�Ɵʉ Ý ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ�
üǞƟȣ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ �ˀ ǩȣ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ýˁ Ǉȴɫ
ɻȴȝƟ ˁ ∈ RƊࡱ

�Ɵʉ è = Ýóࡱ è ∈ RƊ×Ƞ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ț = Ɗࢎ Œȣƌ ǇʞɫʉǞƟɫࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ ˀ ∈ RƊ

∥è�ˀ∥߿߿ = ∥ÝóÝˁ∥߿߿ = ∥ˁ∥߿߿ = ∥�ˀ∥߿߿.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ˈȴʞ ƁȴȝɠʞʉƟ Ýࡲ
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æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

üǞƟȴɫƟȝ ŷȋǩʻǩȴʞɻ´ࢍ ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊࢎ
�Ɲʂ ð ∈ RȚ×Ɗ ŶƝ Œ ɥŒȠƊȰȚ ȚŒʂɥǦˀ ʸǦʂǛ ǦࡰǦࡰƊࡰ /߾±

√
Ț ƝȠʂɥǦƝɵࡰ óǛƝȠ Ǧǅ

Ț = ®
(
Ɗ+ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ǅȰɥ ŒȠˁ � ∈ RȠ×Ɗࡪ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ ð Ǧɵ

ŒȠ ϵɵʗŶɵɛŒƀƝ ƝȚŶƝƊƊǦȠǈ Ȱǅ ࡰ�

ࡦ ð ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ʿǩʉǞȴʞʉ Œȣˈ ȅȣȴʿȋƟƌǊƟ ȴǇ ࡱ�
ࡦ ðʉǩȋȋ ŒƁǞǩƟʻƟɻ ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ
ࡦ +ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ʿǞƟɫƟ ð ǩɻ ɻɠŒɫɻƟ ȴɫ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌࡪ Œȋȋȴʿ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ
ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ȴǇ ð� ǇŒɻʉࢍ ࡪʉɫŒȣɻǇȴɫȝ࢙�� ǩȣɠʞʉ࢙ɻɠŒɫɻǩʉˈ ʉǩȝƟ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

ࠂ߾
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æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ

üǞƟȴɫƟȝ ŷȋǩʻǩȴʞɻ´ࢍ ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊࢎ
�Ɲʂ ð ∈ RȚ×Ɗ ŶƝ Œ ɥŒȠƊȰȚ ȚŒʂɥǦˀ ʸǦʂǛ ǦࡰǦࡰƊࡰ /߾±

√
Ț ƝȠʂɥǦƝɵࡰ óǛƝȠ Ǧǅ

Ț = ®
(
Ɗ+ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ǅȰɥ ŒȠˁ � ∈ RȠ×Ɗࡪ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ ð Ǧɵ

ŒȠ ϵɵʗŶɵɛŒƀƝ ƝȚŶƝƊƊǦȠǈ Ȱǅ ࡰ�

ࡦ ð ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ʿǩʉǞȴʞʉ Œȣˈ ȅȣȴʿȋƟƌǊƟ ȴǇ ࡱ�
ࡦ ðʉǩȋȋ ŒƁǞǩƟʻƟɻ ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ
ࡦ +ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣɻ ʿǞƟɫƟ ð ǩɻ ɻɠŒɫɻƟ ȴɫ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟƌࡪ Œȋȋȴʿ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ
ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ȴǇ ð� ǇŒɻʉࢍ ࡪʉɫŒȣɻǇȴɫȝ࢙�� ǩȣɠʞʉ࢙ɻɠŒɫɻǩʉˈ ʉǩȝƟ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ ࠂ߾
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´ŷȋǩʻǩȴʞɻ ðʞŷɻɠŒƁƟ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ßɫȴȴǇ

ࠂ߾



ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟ

ࡱ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻࡩ `ȴɫ ð ∈ RȚ×Ɗ ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ
/߾±

√
Ț ƟȣʉɫǩƟɻࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ˁ ∈ RȠࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ δ Ǉȴɫ

ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ δࡪ −߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.

ࡱ߿ ĨǩŒ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ǞŒʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ
N ⊂ RȠࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ |N | · δࡪ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ N ࡱ

ࡱࠀ #ʞʉ ʿƟ ʿŒȣʉ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ = �ˀ ʿǩʉǞ ˀ ∈ RƊࡱ üǞǩɻ ǩɻ Œ
ȋǩȣƟŒɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡪ ǩࡱƟࡪࡱ Œȣ ǩȣ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ

ࡱࠁ ࢪ5ǩɻƁɫƟʉǩ˔Ɵࢩ ʉǞǩɻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ŷˈ ɫȴʞȣƌǩȣǊ ʉȴ Œ ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ
N ࡪ ƁŒȋȋƟƌ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ üǞƟȣ Œɠɠȋˈ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉȴ
ʉǞǩɻ ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉࡪ Œȣƌ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻƁɫƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ƌȴƟɻ ȣȴʉ
ǩȣʉɫȴƌʞƁƟ ʉȴȴ ȝʞƁǞ Ɵɫɫȴɫࡱ

æƟȝŒɫȅࡩ ϵ࢙ȣƟʉɻ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ɠɫȴȴǇ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ƁȴȝɠʞʉƟɫ
ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ʉǞƟȴɫˈ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣࢍ ŷȴʞȣƌɻࡪࢎ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ
ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ Œȣƌ ŷƟˈȴȣƌࡱ üǞƟˈ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ʉŒȅƟ࢙ŒʿŒˈ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ȋƟƁʉʞɫƟࡱ
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ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟ

ࡱ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻࡩ `ȴɫ ð ∈ RȚ×Ɗ ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ
/߾±

√
Ț ƟȣʉɫǩƟɻࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ˁ ∈ RȠࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ δ Ǉȴɫ

ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ δࡪ −߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.
ࡱ߿ ĨǩŒ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ǞŒʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ

N ⊂ RȠࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ |N | · δࡪ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ N ࡱ

ࡱࠀ #ʞʉ ʿƟ ʿŒȣʉ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ = �ˀ ʿǩʉǞ ˀ ∈ RƊࡱ üǞǩɻ ǩɻ Œ
ȋǩȣƟŒɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡪ ǩࡱƟࡪࡱ Œȣ ǩȣ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ

ࡱࠁ ࢪ5ǩɻƁɫƟʉǩ˔Ɵࢩ ʉǞǩɻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ŷˈ ɫȴʞȣƌǩȣǊ ʉȴ Œ ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ
N ࡪ ƁŒȋȋƟƌ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ üǞƟȣ Œɠɠȋˈ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉȴ
ʉǞǩɻ ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉࡪ Œȣƌ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻƁɫƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ƌȴƟɻ ȣȴʉ
ǩȣʉɫȴƌʞƁƟ ʉȴȴ ȝʞƁǞ Ɵɫɫȴɫࡱ

æƟȝŒɫȅࡩ ϵ࢙ȣƟʉɻ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ɠɫȴȴǇ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ƁȴȝɠʞʉƟɫ
ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ʉǞƟȴɫˈ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣࢍ ŷȴʞȣƌɻࡪࢎ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ
ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ Œȣƌ ŷƟˈȴȣƌࡱ üǞƟˈ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ʉŒȅƟ࢙ŒʿŒˈ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ȋƟƁʉʞɫƟࡱ
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ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟ

ࡱ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻࡩ `ȴɫ ð ∈ RȚ×Ɗ ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ
/߾±

√
Ț ƟȣʉɫǩƟɻࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ˁ ∈ RȠࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ δ Ǉȴɫ

ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ δࡪ −߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.
ࡱ߿ ĨǩŒ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ǞŒʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ

N ⊂ RȠࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ |N | · δࡪ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ N ࡱ
ࡱࠀ #ʞʉ ʿƟ ʿŒȣʉ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ = �ˀ ʿǩʉǞ ˀ ∈ RƊࡱ üǞǩɻ ǩɻ Œ
ȋǩȣƟŒɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡪ ǩࡱƟࡪࡱ Œȣ ǩȣ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ

ࡱࠁ ࢪ5ǩɻƁɫƟʉǩ˔Ɵࢩ ʉǞǩɻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ŷˈ ɫȴʞȣƌǩȣǊ ʉȴ Œ ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ
N ࡪ ƁŒȋȋƟƌ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ üǞƟȣ Œɠɠȋˈ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉȴ
ʉǞǩɻ ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉࡪ Œȣƌ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻƁɫƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ƌȴƟɻ ȣȴʉ
ǩȣʉɫȴƌʞƁƟ ʉȴȴ ȝʞƁǞ Ɵɫɫȴɫࡱ

æƟȝŒɫȅࡩ ϵ࢙ȣƟʉɻ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ɠɫȴȴǇ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ƁȴȝɠʞʉƟɫ
ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ʉǞƟȴɫˈ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣࢍ ŷȴʞȣƌɻࡪࢎ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ
ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ Œȣƌ ŷƟˈȴȣƌࡱ üǞƟˈ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ʉŒȅƟ࢙ŒʿŒˈ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ȋƟƁʉʞɫƟࡱ
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ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟ

ࡱ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻࡩ `ȴɫ ð ∈ RȚ×Ɗ ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ
/߾±

√
Ț ƟȣʉɫǩƟɻࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ˁ ∈ RȠࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ δ Ǉȴɫ

ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ δࡪ −߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.
ࡱ߿ ĨǩŒ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ǞŒʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ

N ⊂ RȠࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ |N | · δࡪ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ N ࡱ
ࡱࠀ #ʞʉ ʿƟ ʿŒȣʉ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ = �ˀ ʿǩʉǞ ˀ ∈ RƊࡱ üǞǩɻ ǩɻ Œ
ȋǩȣƟŒɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡪ ǩࡱƟࡪࡱ Œȣ ǩȣ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ

ࡱࠁ ࢪ5ǩɻƁɫƟʉǩ˔Ɵࢩ ʉǞǩɻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ŷˈ ɫȴʞȣƌǩȣǊ ʉȴ Œ ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ
N ࡪ ƁŒȋȋƟƌ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ üǞƟȣ Œɠɠȋˈ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉȴ
ʉǞǩɻ ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉࡪ Œȣƌ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻƁɫƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ƌȴƟɻ ȣȴʉ
ǩȣʉɫȴƌʞƁƟ ʉȴȴ ȝʞƁǞ Ɵɫɫȴɫࡱ

æƟȝŒɫȅࡩ ϵ࢙ȣƟʉɻ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ɠɫȴȴǇ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ƁȴȝɠʞʉƟɫ
ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ʉǞƟȴɫˈ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣࢍ ŷȴʞȣƌɻࡪࢎ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ
ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ Œȣƌ ŷƟˈȴȣƌࡱ üǞƟˈ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ʉŒȅƟ࢙ŒʿŒˈ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ȋƟƁʉʞɫƟࡱ
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ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟ

ࡱ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻࡩ `ȴɫ ð ∈ RȚ×Ɗ ʿǩʉǞ ǩࡱǩࡱƌࡱ
/߾±

√
Ț ƟȣʉɫǩƟɻࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ˁ ∈ RȠࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ δ Ǉȴɫ

ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ δࡪ −߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.
ࡱ߿ ĨǩŒ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ǞŒʻƟ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ

N ⊂ RȠࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ |N | · δࡪ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ N ࡱ
ࡱࠀ #ʞʉ ʿƟ ʿŒȣʉ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ = �ˀ ʿǩʉǞ ˀ ∈ RƊࡱ üǞǩɻ ǩɻ Œ
ȋǩȣƟŒɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡪ ǩࡱƟࡪࡱ Œȣ ǩȣ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ

ࡱࠁ ࢪ5ǩɻƁɫƟʉǩ˔Ɵࢩ ʉǞǩɻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ŷˈ ɫȴʞȣƌǩȣǊ ʉȴ Œ ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉ ȴǇ ʻƟƁʉȴɫɻ
N ࡪ ƁŒȋȋƟƌ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ üǞƟȣ Œɠɠȋˈ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉȴ
ʉǞǩɻ ˨ȣǩʉƟ ɻƟʉࡪ Œȣƌ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻƁɫƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ƌȴƟɻ ȣȴʉ
ǩȣʉɫȴƌʞƁƟ ʉȴȴ ȝʞƁǞ Ɵɫɫȴɫࡱ

æƟȝŒɫȅࡩ ϵ࢙ȣƟʉɻ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ɠɫȴȴǇ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ǩȣ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ƁȴȝɠʞʉƟɫ
ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ʉǞƟȴɫˈ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣࢍ ŷȴʞȣƌɻࡪࢎ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ
ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ Œȣƌ ŷƟˈȴȣƌࡱ üǞƟˈ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ʉŒȅƟ࢙ŒʿŒˈ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ȋƟƁʉʞɫƟࡱ ࠃ߾

o



ðʉƟɠ ࡩ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ

üǞƟȴɫƟȝ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋࢍ ࢎ��
�Ɲʂ ð ∈ RȚ×Ɗ ŶƝ Œ ɥŒȠƊȰȚ ȚŒʂɥǦˀ ʸǦʂǛ ǦࡰǦࡰƊࡰ /߾±

√
Ț ƝȠʂɥǦƝɵࡰ óǛƝȠ Ǧǅ

Ț = ®(ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿)ࡪ ǅȰɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ ˁ ∈ RȠࡪ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ
−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.

xࡱƟࡪࡱ ʻǩŒ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿƟ ƁŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ Ǉɫȴȝ Ƞ ʉȴ
≈ ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Œȣƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟ ǩʉɻ ȣȴɫȝࡱ �
ŷǩʉ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ ȝŒˈŷƟ ʉǞŒʉ Ț ƌȴƟɻ ȣȴʉ ƌƟɠƟȣƌ ȴȣ Ƞ Œʉ Œȋȋࡱ

DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ
E[∥ðˁ∥߿߿] =

Ț∑

Ǧ=߾
E[⟨ðǦ,:, ˁ⟩߿]

=
Ț∑

Ǧ=߾
E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ƞ∑

Ǻ=߾
ðǦǺ · ˁǺ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

=
Ț∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ĨŒɫ(ðǦǺ · ˁǺ)

=
Ț∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ˁ߿Ǻ

= ∥ˁ∥߿߿.
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ðʉƟɠ ࡩ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ

üǞƟȴɫƟȝ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋࢍ ࢎ��
�Ɲʂ ð ∈ RȚ×Ɗ ŶƝ Œ ɥŒȠƊȰȚ ȚŒʂɥǦˀ ʸǦʂǛ ǦࡰǦࡰƊࡰ /߾±

√
Ț ƝȠʂɥǦƝɵࡰ óǛƝȠ Ǧǅ

Ț = ®(ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿)ࡪ ǅȰɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ ˁ ∈ RȠࡪ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ
−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.

xࡱƟࡪࡱ ʻǩŒ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿƟ ƁŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ Ǉɫȴȝ Ƞ ʉȴ
≈ ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Œȣƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟ ǩʉɻ ȣȴɫȝࡱ �
ŷǩʉ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ ȝŒˈŷƟ ʉǞŒʉ Ț ƌȴƟɻ ȣȴʉ ƌƟɠƟȣƌ ȴȣ Ƞ Œʉ Œȋȋࡱ

DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ
E[∥ðˁ∥߿߿] =

Ț∑

Ǧ=߾
E[⟨ðǦ,:, ˁ⟩߿]

=
Ț∑

Ǧ=߾
E

⎡
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⎛
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Ǻ=߾
ðǦǺ · ˁǺ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

=
Ț∑

Ǧ=߾
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Ǻ=߾
ĨŒɫ(ðǦǺ · ˁǺ)

=
Ț∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ˁ߿Ǻ

= ∥ˁ∥߿߿.
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ðʉƟɠ ࡩ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ

üǞƟȴɫƟȝ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋࢍ ࢎ��
�Ɲʂ ð ∈ RȚ×Ɗ ŶƝ Œ ɥŒȠƊȰȚ ȚŒʂɥǦˀ ʸǦʂǛ ǦࡰǦࡰƊࡰ /߾±

√
Ț ƝȠʂɥǦƝɵࡰ óǛƝȠ Ǧǅ

Ț = ®(ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿)ࡪ ǅȰɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ ˁ ∈ RȠࡪ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ
−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.

xࡱƟࡪࡱ ʻǩŒ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿƟ ƁŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ Ǉɫȴȝ Ƞ ʉȴ
≈ ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Œȣƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟ ǩʉɻ ȣȴɫȝࡱ �
ŷǩʉ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ ȝŒˈŷƟ ʉǞŒʉ Ț ƌȴƟɻ ȣȴʉ ƌƟɠƟȣƌ ȴȣ Ƞ Œʉ Œȋȋࡱ

DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ
E[∥ðˁ∥߿߿] =

Ț∑

Ǧ=߾
E[⟨ðǦ,:, ˁ⟩߿] =

Ț∑

Ǧ=߾
E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ƞ∑

Ǻ=߾
ðǦǺ · ˁǺ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

=
Ț∑

Ǧ=߾
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Ǻ=߾
ĨŒɫ(ðǦǺ · ˁǺ)

=
Ț∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ˁ߿Ǻ

= ∥ˁ∥߿߿.
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ðʉƟɠ ࡩ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ

üǞƟȴɫƟȝ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋࢍ ࢎ��
�Ɲʂ ð ∈ RȚ×Ɗ ŶƝ Œ ɥŒȠƊȰȚ ȚŒʂɥǦˀ ʸǦʂǛ ǦࡰǦࡰƊࡰ /߾±

√
Ț ƝȠʂɥǦƝɵࡰ óǛƝȠ Ǧǅ

Ț = ®(ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿)ࡪ ǅȰɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ ˁ ∈ RȠࡪ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ
−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.

xࡱƟࡪࡱ ʻǩŒ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿƟ ƁŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ Ǉɫȴȝ Ƞ ʉȴ
≈ ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Œȣƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟ ǩʉɻ ȣȴɫȝࡱ �
ŷǩʉ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ ȝŒˈŷƟ ʉǞŒʉ Ț ƌȴƟɻ ȣȴʉ ƌƟɠƟȣƌ ȴȣ Ƞ Œʉ Œȋȋࡱ

DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ
E[∥ðˁ∥߿߿] =

Ț∑

Ǧ=߾
E[⟨ðǦ,:, ˁ⟩߿] =

Ț∑

Ǧ=߾
E
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Ƞ∑

Ǻ=߾
ðǦǺ · ˁǺ
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=
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ĨŒɫ(ðǦǺ · ˁǺ)

=
Ț∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ˁ߿Ǻ

= ∥ˁ∥߿߿.
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ðʉƟɠ ࡩ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ

üǞƟȴɫƟȝ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋࢍ ࢎ��
�Ɲʂ ð ∈ RȚ×Ɗ ŶƝ Œ ɥŒȠƊȰȚ ȚŒʂɥǦˀ ʸǦʂǛ ǦࡰǦࡰƊࡰ /߾±

√
Ț ƝȠʂɥǦƝɵࡰ óǛƝȠ Ǧǅ

Ț = ®(ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿)ࡪ ǅȰɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ ˁ ∈ RȠࡪ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ
−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.

xࡱƟࡪࡱ ʻǩŒ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿƟ ƁŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ Ǉɫȴȝ Ƞ ʉȴ
≈ ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Œȣƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟ ǩʉɻ ȣȴɫȝࡱ �
ŷǩʉ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ ȝŒˈŷƟ ʉǞŒʉ Ț ƌȴƟɻ ȣȴʉ ƌƟɠƟȣƌ ȴȣ Ƞ Œʉ Œȋȋࡱ

DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ
E[∥ðˁ∥߿߿] =

Ț∑

Ǧ=߾
E[⟨ðǦ,:, ˁ⟩߿] =

Ț∑

Ǧ=߾
E
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⎛

⎝
Ƞ∑

Ǻ=߾
ðǦǺ · ˁǺ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

=
Ț∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ĨŒɫ(ðǦǺ · ˁǺ)

=
Ț∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ˁ߿Ǻ

= ∥ˁ∥߿߿.

ࠄ߾



ðʉƟɠ ࡩ߾ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ

üǞƟȴɫƟȝ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋࢍ ࢎ��
�Ɲʂ ð ∈ RȚ×Ɗ ŶƝ Œ ɥŒȠƊȰȚ ȚŒʂɥǦˀ ʸǦʂǛ ǦࡰǦࡰƊࡰ /߾±

√
Ț ƝȠʂɥǦƝɵࡰ óǛƝȠ Ǧǅ

Ț = ®(ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿)ࡪ ǅȰɥ ŒȠˁ ˧ˀƝƊ ˁ ∈ RȠࡪ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ
−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.

xࡱƟࡪࡱ ʻǩŒ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿƟ ƁŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ Ǉɫȴȝ Ƞ ʉȴ
≈ ȋȴǊ(߾/δ)/ϵ߿ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Œȣƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɠɫƟɻƟɫʻƟ ǩʉɻ ȣȴɫȝࡱ �
ŷǩʉ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊ ȝŒˈŷƟ ʉǞŒʉ Ț ƌȴƟɻ ȣȴʉ ƌƟɠƟȣƌ ȴȣ Ƞ Œʉ Œȋȋࡱ

DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ
E[∥ðˁ∥߿߿] =

Ț∑

Ǧ=߾
E[⟨ðǦ,:, ˁ⟩߿] =

Ț∑

Ǧ=߾
E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ƞ∑

Ǻ=߾
ðǦǺ · ˁǺ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

=
Ț∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ĨŒɫ(ðǦǺ · ˁǺ)

=
Ț∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾

߾
Ț · ˁ߿Ǻ = ∥ˁ∥߿߿. ࠄ߾
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æƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣ ʉȴ ċȣǩʉ #Œȋȋ

īŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ
ˁ ∈ {�ˀ : ˀ ∈ RƊ}ࡱ xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ V ࡪ ʿǞƟɫƟ V ǩɻ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣࡱ

´ŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣࡩ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ = ߾ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ èV ʿǞƟɫƟ

èV = {ˁ : ˁ ∈ V Œȣƌ ∥ˁ∥߿ = .{߾

ßɫȴȴǇࡩ `ȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ V ࡪ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ ˁ = ∥ˁ∥߿ · ¯ˁ ʿǞƟɫƟ ¯ˁ = ˁ/∥ˁ∥߿ ∈ èV .

−߾) ϵ) ≤ ∥ð¯ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ) =⇒
−߾) ϵ) · ∥ˁ∥߿ ≤ ∥ð¯ˁ∥߿ · ∥ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ) · ∥ˁ∥߿ =⇒

−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.

ࠅ߾

- -

- .



æƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣ ʉȴ ċȣǩʉ #Œȋȋ

īŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ
ˁ ∈ {�ˀ : ˀ ∈ RƊ}ࡱ xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ V ࡪ ʿǞƟɫƟ V ǩɻ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣࡱ

´ŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣࡩ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ = ߾ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ èV ʿǞƟɫƟ

èV = {ˁ : ˁ ∈ V Œȣƌ ∥ˁ∥߿ = .{߾

ßɫȴȴǇࡩ `ȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ V ࡪ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ ˁ = ∥ˁ∥߿ · ¯ˁ ʿǞƟɫƟ ¯ˁ = ˁ/∥ˁ∥߿ ∈ èV .

−߾) ϵ) ≤ ∥ð¯ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ) =⇒
−߾) ϵ) · ∥ˁ∥߿ ≤ ∥ð¯ˁ∥߿ · ∥ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ) · ∥ˁ∥߿ =⇒

−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿.

ࠅ߾
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æƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣ ʉȴ ċȣǩʉ #Œȋȋ

īŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ
ˁ ∈ {�ˀ : ˀ ∈ RƊ}ࡱ xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ V ࡪ ʿǞƟɫƟ V ǩɻ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣࡱ

´ŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣࡩ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥߿ = ߾ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ èV ʿǞƟɫƟ

èV = {ˁ : ˁ ∈ V Œȣƌ ∥ˁ∥߿ = .{߾

ßɫȴȴǇࡩ `ȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ V ࡪ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ ˁ = ∥ˁ∥߿ · ¯ˁ ʿǞƟɫƟ ¯ˁ = ˁ/∥ˁ∥߿ ∈ èV .

−߾) ϵ) ≤ ∥ð¯ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ) =⇒
−߾) ϵ) · ∥ˁ∥߿ ≤ ∥ð¯ˁ∥߿ · ∥ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ) · ∥ˁ∥߿ =⇒

−߾) ϵ)∥ˁ∥߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˁ∥߿. ࠅ߾
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5ǩɻƁɫƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ċȣǩʉ #Œȋȋ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ϵ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ɛȰǦȠʂɵ Nϵ ⊂ èV ʸǦʂǛ
|Nϵ| =

ࠁ)
ϵ

)Ɗ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂࡪ ǅȰɥ ŒȈȈ ˁ ∈ èV ࡪ
ȝǩȣ
ʸ∈Nϵ

∥ˁ− ʸ∥߿ ≤ ϵ.

#ˈ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ȋƟȝȝŒࡪ ǩǇ ʿƟ ɻƟʉ δ′ = δ ·
(
ϵ
ࠁ
)Ɗ ʉǞƟȣࡪ ʻǩŒ Œ

ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δ′ · |Nϵ| = −߾ δࡪ Ǉȴɫ
Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡪ

−߾) ϵ)∥ʸ∥߿ ≤ ∥ðʸ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ʸ∥߿.

æƟɧʞǩɫƟɻ ð ∈ RȚ×Ƞ ʿǞƟɫƟ

Ț = ®
( ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)

= ®
(
Ɗ ȋȴǊ(ࠁ/ϵ) + ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
= ®̃

(
Ɗ
ϵ߿

)
.

ࠆ߾



5ǩɻƁɫƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ċȣǩʉ #Œȋȋ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ϵ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ɛȰǦȠʂɵ Nϵ ⊂ èV ʸǦʂǛ
|Nϵ| =

ࠁ)
ϵ

)Ɗ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂࡪ ǅȰɥ ŒȈȈ ˁ ∈ èV ࡪ
ȝǩȣ
ʸ∈Nϵ

∥ˁ− ʸ∥߿ ≤ ϵ.

#ˈ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ȋƟȝȝŒࡪ ǩǇ ʿƟ ɻƟʉ δ′ = δ ·
(
ϵ
ࠁ
)Ɗ ʉǞƟȣࡪ ʻǩŒ Œ

ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δ′ · |Nϵ| = −߾ δࡪ Ǉȴɫ
Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡪ

−߾) ϵ)∥ʸ∥߿ ≤ ∥ðʸ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ʸ∥߿.

æƟɧʞǩɫƟɻ ð ∈ RȚ×Ƞ ʿǞƟɫƟ

Ț = ®
( ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)

= ®
(
Ɗ ȋȴǊ(ࠁ/ϵ) + ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
= ®̃

(
Ɗ
ϵ߿

)
.
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5ǩɻƁɫƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ċȣǩʉ #Œȋȋ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ϵ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ɛȰǦȠʂɵ Nϵ ⊂ èV ʸǦʂǛ
|Nϵ| =

ࠁ)
ϵ

)Ɗ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂࡪ ǅȰɥ ŒȈȈ ˁ ∈ èV ࡪ
ȝǩȣ
ʸ∈Nϵ

∥ˁ− ʸ∥߿ ≤ ϵ.

#ˈ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ȋƟȝȝŒࡪ ǩǇ ʿƟ ɻƟʉ δ′ = δ ·
(
ϵ
ࠁ
)Ɗ ʉǞƟȣࡪ ʻǩŒ Œ

ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δ′ · |Nϵ| = −߾ δࡪ Ǉȴɫ
Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡪ

−߾) ϵ)∥ʸ∥߿ ≤ ∥ðʸ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ʸ∥߿.

æƟɧʞǩɫƟɻ ð ∈ RȚ×Ƞ ʿǞƟɫƟ

Ț = ®
( ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)

= ®
(
Ɗ ȋȴǊ(ࠁ/ϵ) + ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
= ®̃

(
Ɗ
ϵ߿

)
.

ࠆ߾
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5ǩɻƁɫƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ċȣǩʉ #Œȋȋ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ϵ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ɛȰǦȠʂɵ Nϵ ⊂ èV ʸǦʂǛ
|Nϵ| =

ࠁ)
ϵ

)Ɗ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂࡪ ǅȰɥ ŒȈȈ ˁ ∈ èV ࡪ
ȝǩȣ
ʸ∈Nϵ

∥ˁ− ʸ∥߿ ≤ ϵ.

#ˈ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ȋƟȝȝŒࡪ ǩǇ ʿƟ ɻƟʉ δ′ = δ ·
(
ϵ
ࠁ
)Ɗ ʉǞƟȣࡪ ʻǩŒ Œ

ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δ′ · |Nϵ| = −߾ δࡪ Ǉȴɫ
Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡪ

−߾) ϵ)∥ʸ∥߿ ≤ ∥ðʸ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ʸ∥߿.

æƟɧʞǩɫƟɻ ð ∈ RȚ×Ƞ ʿǞƟɫƟ

Ț = ®
( ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)

= ®
(
Ɗ ȋȴǊ(ࠁ/ϵ) + ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
= ®̃

(
Ɗ
ϵ߿

)
.
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5ǩɻƁɫƟʉǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ċȣǩʉ #Œȋȋ

üǞƟȴɫƟȝ
^Ȱɥ ŒȠˁ ϵ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ɛȰǦȠʂɵ Nϵ ⊂ èV ʸǦʂǛ
|Nϵ| =

ࠁ)
ϵ

)Ɗ ɵʗƀǛ ʂǛŒʂࡪ ǅȰɥ ŒȈȈ ˁ ∈ èV ࡪ
ȝǩȣ
ʸ∈Nϵ

∥ˁ− ʸ∥߿ ≤ ϵ.

#ˈ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ȋƟȝȝŒࡪ ǩǇ ʿƟ ɻƟʉ δ′ = δ ·
(
ϵ
ࠁ
)Ɗ ʉǞƟȣࡪ ʻǩŒ Œ

ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ Œʉ ȋƟŒɻʉ −߾ δ′ · |Nϵ| = −߾ δࡪ Ǉȴɫ
Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡪ

−߾) ϵ)∥ʸ∥߿ ≤ ∥ðʸ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ʸ∥߿.

æƟɧʞǩɫƟɻ ð ∈ RȚ×Ƞ ʿǞƟɫƟ

Ț = ®
( ȋȴǊ(߾/δ′)

ϵ߿

)
= ®

(
Ɗ ȋȴǊ(ࠁ/ϵ) + ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
= ®̃

(
Ɗ
ϵ߿

)
.
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

ðȴ `Œɫࡩ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®̃(Ɗ/ϵ߿) Œȣƌ ɠǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ð ∈ RȚ×Ƞࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡱ

DˇɠŒȣɻǩȴȣ ʻǩŒ ȣƟʉ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ `ȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ SV ࡪ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

ˁ = ʸ߽ + (ˁ− ʸ߽) Ǉȴɫ ʸ߽ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · Ɲ߾ Ǉȴɫ ƀ߾ = ∥ˁ− ʸ߽∥߿ Œȣƌ Ɲ߾ =
ˁ− ʸ߽

∥ˁ− ʸ߽∥߿
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߾ · (Ɲ߾ − ʸ߾) Ǉȴɫ ʸ߾ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · Ɲ߿ Ǉȴɫ ƀ߿ = ƀ߾ · ∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾ Œȣƌ Ɲ߿ =
Ɲ߾ − ʸ߾

∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · ʸ߿ + ƀࠀ · ʸࠀ + . . .

`ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǞŒʻƟ ƀǦ ≤ ϵǦࡱ

߽߿



ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

ðȴ `Œɫࡩ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®̃(Ɗ/ϵ߿) Œȣƌ ɠǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ð ∈ RȚ×Ƞࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡱ

DˇɠŒȣɻǩȴȣ ʻǩŒ ȣƟʉ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ `ȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ SV ࡪ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

ˁ = ʸ߽ + (ˁ− ʸ߽) Ǉȴɫ ʸ߽ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · Ɲ߾ Ǉȴɫ ƀ߾ = ∥ˁ− ʸ߽∥߿ Œȣƌ Ɲ߾ =
ˁ− ʸ߽

∥ˁ− ʸ߽∥߿
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߾ · (Ɲ߾ − ʸ߾) Ǉȴɫ ʸ߾ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · Ɲ߿ Ǉȴɫ ƀ߿ = ƀ߾ · ∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾ Œȣƌ Ɲ߿ =
Ɲ߾ − ʸ߾

∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · ʸ߿ + ƀࠀ · ʸࠀ + . . .

`ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǞŒʻƟ ƀǦ ≤ ϵǦࡱ
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

ðȴ `Œɫࡩ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®̃(Ɗ/ϵ߿) Œȣƌ ɠǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ð ∈ RȚ×Ƞࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡱ

DˇɠŒȣɻǩȴȣ ʻǩŒ ȣƟʉ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ `ȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ SV ࡪ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

ˁ = ʸ߽ + (ˁ− ʸ߽) Ǉȴɫ ʸ߽ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · Ɲ߾ Ǉȴɫ ƀ߾ = ∥ˁ− ʸ߽∥߿ Œȣƌ Ɲ߾ =
ˁ− ʸ߽

∥ˁ− ʸ߽∥߿
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߾ · (Ɲ߾ − ʸ߾) Ǉȴɫ ʸ߾ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · Ɲ߿ Ǉȴɫ ƀ߿ = ƀ߾ · ∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾ Œȣƌ Ɲ߿ =
Ɲ߾ − ʸ߾

∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · ʸ߿ + ƀࠀ · ʸࠀ + . . .

`ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǞŒʻƟ ƀǦ ≤ ϵǦࡱ
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ
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ˁ = ʸ߽ + (ˁ− ʸ߽) Ǉȴɫ ʸ߽ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · Ɲ߾ Ǉȴɫ ƀ߾ = ∥ˁ− ʸ߽∥߿ Œȣƌ Ɲ߾ =
ˁ− ʸ߽

∥ˁ− ʸ߽∥߿
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߾ · (Ɲ߾ − ʸ߾) Ǉȴɫ ʸ߾ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · Ɲ߿ Ǉȴɫ ƀ߿ = ƀ߾ · ∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾ Œȣƌ Ɲ߿ =
Ɲ߾ − ʸ߾

∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · ʸ߿ + ƀࠀ · ʸࠀ + . . .
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

ðȴ `Œɫࡩ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®̃(Ɗ/ϵ߿) Œȣƌ ɠǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ð ∈ RȚ×Ƞࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡱ

DˇɠŒȣɻǩȴȣ ʻǩŒ ȣƟʉ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ `ȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ SV ࡪ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

ˁ = ʸ߽ + (ˁ− ʸ߽) Ǉȴɫ ʸ߽ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · Ɲ߾ Ǉȴɫ ƀ߾ = ∥ˁ− ʸ߽∥߿ Œȣƌ Ɲ߾ =
ˁ− ʸ߽

∥ˁ− ʸ߽∥߿
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߾ · (Ɲ߾ − ʸ߾) Ǉȴɫ ʸ߾ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · Ɲ߿ Ǉȴɫ ƀ߿ = ƀ߾ · ∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾ Œȣƌ Ɲ߿ =
Ɲ߾ − ʸ߾
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

ðȴ `Œɫࡩ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®̃(Ɗ/ϵ߿) Œȣƌ ɠǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ð ∈ RȚ×Ƞࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡱ

DˇɠŒȣɻǩȴȣ ʻǩŒ ȣƟʉ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ `ȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ SV ࡪ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

ˁ = ʸ߽ + (ˁ− ʸ߽) Ǉȴɫ ʸ߽ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · Ɲ߾ Ǉȴɫ ƀ߾ = ∥ˁ− ʸ߽∥߿ Œȣƌ Ɲ߾ =
ˁ− ʸ߽

∥ˁ− ʸ߽∥߿
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߾ · (Ɲ߾ − ʸ߾) Ǉȴɫ ʸ߾ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · Ɲ߿ Ǉȴɫ ƀ߿ = ƀ߾ · ∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾ Œȣƌ Ɲ߿ =
Ɲ߾ − ʸ߾

∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · ʸ߿ + ƀࠀ · ʸࠀ + . . .
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

ðȴ `Œɫࡩ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®̃(Ɗ/ϵ߿) Œȣƌ ɠǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ð ∈ RȚ×Ƞࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡱ

DˇɠŒȣɻǩȴȣ ʻǩŒ ȣƟʉ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ `ȴɫ Œȣˈ ˁ ∈ SV ࡪ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

ˁ = ʸ߽ + (ˁ− ʸ߽) Ǉȴɫ ʸ߽ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · Ɲ߾ Ǉȴɫ ƀ߾ = ∥ˁ− ʸ߽∥߿ Œȣƌ Ɲ߾ =
ˁ− ʸ߽

∥ˁ− ʸ߽∥߿
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߾ · (Ɲ߾ − ʸ߾) Ǉȴɫ ʸ߾ ∈ Nϵ

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · Ɲ߿ Ǉȴɫ ƀ߿ = ƀ߾ · ∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾ Œȣƌ Ɲ߿ =
Ɲ߾ − ʸ߾

∥Ɲ߾ − ʸ߿∥߾
∈ èV

= ʸ߽ + ƀ߾ · ʸ߾ + ƀ߿ · ʸ߿ + ƀࠀ · ʸࠀ + . . .

`ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǞŒʻƟ ƀǦ ≤ ϵǦࡱ
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

oŒʻƟ ʿɫǩʉʉƟȣ ˁ ∈ èV Œɻ ˁ = ʸ߽ + ƀ߾ʸ߾ + ƀ߿ʸ߿ + . . . ʿǞƟɫƟ
ʸ߽,ʸ߾, . . . ∈ Nϵࡪ Œȣƌ ƀǦ ≤ ϵǦࡱ

#ˈ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

∥ðˁ∥߿ = ∥ðʸ߽ + ƀ߾ðʸ߾ + ƀ߿ðʸ߿ + . . . ߿∥

≤ ∥ðʸ߽∥߿ + ƀ߾∥ðʸ߿∥߾ + ƀ߿∥ðʸ߿∥߿ + . . .

≤ +߾) ϵ) + ϵ(߾+ ϵ) + ϵ߾)߿+ ϵ) + . . .

ɻǩȣƁƟࢍ ʻǩŒ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࢎ

≤ +߾ ϵ

−߾ ϵ
≈ +߾ ϵ߿

ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ ∥ðˁ∥߿ ≥ −߾ ,ϵ߿ ǊǩʻǩȣǊࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ èV
Œȣƌࢍ ǞƟȣƁƟ Œȋȋ ˁ ∈ Vࡩࢎ

−߾) ߿∥ϵ)∥ˁ߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) .߿∥ϵ)∥ˁ߿

߾߿



ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

oŒʻƟ ʿɫǩʉʉƟȣ ˁ ∈ èV Œɻ ˁ = ʸ߽ + ƀ߾ʸ߾ + ƀ߿ʸ߿ + . . . ʿǞƟɫƟ
ʸ߽,ʸ߾, . . . ∈ Nϵࡪ Œȣƌ ƀǦ ≤ ϵǦࡱ #ˈ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

∥ðˁ∥߿ = ∥ðʸ߽ + ƀ߾ðʸ߾ + ƀ߿ðʸ߿ + . . . ߿∥

≤ ∥ðʸ߽∥߿ + ƀ߾∥ðʸ߿∥߾ + ƀ߿∥ðʸ߿∥߿ + . . .

≤ +߾) ϵ) + ϵ(߾+ ϵ) + ϵ߾)߿+ ϵ) + . . .

ɻǩȣƁƟࢍ ʻǩŒ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࢎ

≤ +߾ ϵ

−߾ ϵ
≈ +߾ ϵ߿

ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ ∥ðˁ∥߿ ≥ −߾ ,ϵ߿ ǊǩʻǩȣǊࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ èV
Œȣƌࢍ ǞƟȣƁƟ Œȋȋ ˁ ∈ Vࡩࢎ

−߾) ߿∥ϵ)∥ˁ߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) .߿∥ϵ)∥ˁ߿

߾߿
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

oŒʻƟ ʿɫǩʉʉƟȣ ˁ ∈ èV Œɻ ˁ = ʸ߽ + ƀ߾ʸ߾ + ƀ߿ʸ߿ + . . . ʿǞƟɫƟ
ʸ߽,ʸ߾, . . . ∈ Nϵࡪ Œȣƌ ƀǦ ≤ ϵǦࡱ #ˈ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

∥ðˁ∥߿ = ∥ðʸ߽ + ƀ߾ðʸ߾ + ƀ߿ðʸ߿ + . . . ߿∥
≤ ∥ðʸ߽∥߿ + ƀ߾∥ðʸ߿∥߾ + ƀ߿∥ðʸ߿∥߿ + . . .

≤ +߾) ϵ) + ϵ(߾+ ϵ) + ϵ߾)߿+ ϵ) + . . .

ɻǩȣƁƟࢍ ʻǩŒ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࢎ

≤ +߾ ϵ

−߾ ϵ
≈ +߾ ϵ߿

ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ ∥ðˁ∥߿ ≥ −߾ ,ϵ߿ ǊǩʻǩȣǊࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ èV
Œȣƌࢍ ǞƟȣƁƟ Œȋȋ ˁ ∈ Vࡩࢎ

−߾) ߿∥ϵ)∥ˁ߿ ≤ ∥ðˁ∥߿ ≤ +߾) .߿∥ϵ)∥ˁ߿

߾߿
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

oŒʻƟ ʿɫǩʉʉƟȣ ˁ ∈ èV Œɻ ˁ = ʸ߽ + ƀ߾ʸ߾ + ƀ߿ʸ߿ + . . . ʿǞƟɫƟ
ʸ߽,ʸ߾, . . . ∈ Nϵࡪ Œȣƌ ƀǦ ≤ ϵǦࡱ #ˈ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

∥ðˁ∥߿ = ∥ðʸ߽ + ƀ߾ðʸ߾ + ƀ߿ðʸ߿ + . . . ߿∥
≤ ∥ðʸ߽∥߿ + ƀ߾∥ðʸ߿∥߾ + ƀ߿∥ðʸ߿∥߿ + . . .

≤ +߾) ϵ) + ϵ(߾+ ϵ) + ϵ߾)߿+ ϵ) + . . .

ɻǩȣƁƟࢍ ʻǩŒ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࢎ

≤ +߾ ϵ

−߾ ϵ
≈ +߾ ϵ߿

ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ ∥ðˁ∥߿ ≥ −߾ ,ϵ߿ ǊǩʻǩȣǊࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ èV
Œȣƌࢍ ǞƟȣƁƟ Œȋȋ ˁ ∈ Vࡩࢎ
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

oŒʻƟ ʿɫǩʉʉƟȣ ˁ ∈ èV Œɻ ˁ = ʸ߽ + ƀ߾ʸ߾ + ƀ߿ʸ߿ + . . . ʿǞƟɫƟ
ʸ߽,ʸ߾, . . . ∈ Nϵࡪ Œȣƌ ƀǦ ≤ ϵǦࡱ #ˈ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

∥ðˁ∥߿ = ∥ðʸ߽ + ƀ߾ðʸ߾ + ƀ߿ðʸ߿ + . . . ߿∥
≤ ∥ðʸ߽∥߿ + ƀ߾∥ðʸ߿∥߾ + ƀ߿∥ðʸ߿∥߿ + . . .

≤ +߾) ϵ) + ϵ(߾+ ϵ) + ϵ߾)߿+ ϵ) + . . .

ɻǩȣƁƟࢍ ʻǩŒ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ ∥ʸ∥߿ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࢎ
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≈ +߾ ϵ߿
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ßɫȴȴǇ ĨǩŒ ϵ࢙ȣƟʉ

oŒʻƟ ʿɫǩʉʉƟȣ ˁ ∈ èV Œɻ ˁ = ʸ߽ + ƀ߾ʸ߾ + ƀ߿ʸ߿ + . . . ʿǞƟɫƟ
ʸ߽,ʸ߾, . . . ∈ Nϵࡪ Œȣƌ ƀǦ ≤ ϵǦࡱ #ˈ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

∥ðˁ∥߿ = ∥ðʸ߽ + ƀ߾ðʸ߾ + ƀ߿ðʸ߿ + . . . ߿∥
≤ ∥ðʸ߽∥߿ + ƀ߾∥ðʸ߿∥߾ + ƀ߿∥ðʸ߿∥߿ + . . .
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`ʞȋȋ �ɫǊʞȝƟȣʉ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉ Nϵ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋ ǩȣ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣࡪ èV ʿǩʉǞ |Nϵ| ≤

ࠁ)
ϵ

)Ɗࡱ

ࡦ #ˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ ࡪ�� Ǉȴɫ Ț = ®
(
Ɗ ȋȴǊ(߾/ϵ)+ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ

ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥ࡱ߿
=⇒ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ SV ࡪ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥ࡱ߿
=⇒ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ V ࡪ ǩࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ = �ˀ Ǉȴɫ ˀ ∈ RƊࡪ
∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥ࡱ߿
=⇒ ð ∈ RȚ×Ƞ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ࡱ�

߿߿



`ʞȋȋ �ɫǊʞȝƟȣʉ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉ Nϵ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋ ǩȣ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣࡪ èV ʿǩʉǞ |Nϵ| ≤

ࠁ)
ϵ

)Ɗࡱ

ࡦ #ˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ ࡪ�� Ǉȴɫ Ț = ®
(
Ɗ ȋȴǊ(߾/ϵ)+ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ

ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥ࡱ߿

=⇒ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ SV ࡪ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥ࡱ߿
=⇒ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ V ࡪ ǩࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ = �ˀ Ǉȴɫ ˀ ∈ RƊࡪ
∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥ࡱ߿
=⇒ ð ∈ RȚ×Ƞ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ࡱ�

߿߿



`ʞȋȋ �ɫǊʞȝƟȣʉ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉ Nϵ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋ ǩȣ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣࡪ èV ʿǩʉǞ |Nϵ| ≤

ࠁ)
ϵ

)Ɗࡱ

ࡦ #ˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ ࡪ�� Ǉȴɫ Ț = ®
(
Ɗ ȋȴǊ(߾/ϵ)+ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ

ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥ࡱ߿
=⇒ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ SV ࡪ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥ࡱ߿

=⇒ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ V ࡪ ǩࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ = �ˀ Ǉȴɫ ˀ ∈ RƊࡪ
∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥ࡱ߿
=⇒ ð ∈ RȚ×Ƞ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ࡱ�

߿߿



`ʞȋȋ �ɫǊʞȝƟȣʉ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉ Nϵ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋ ǩȣ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣࡪ èV ʿǩʉǞ |Nϵ| ≤

ࠁ)
ϵ

)Ɗࡱ

ࡦ #ˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ ࡪ�� Ǉȴɫ Ț = ®
(
Ɗ ȋȴǊ(߾/ϵ)+ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ

ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥ࡱ߿
=⇒ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ SV ࡪ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥ࡱ߿
=⇒ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ V ࡪ ǩࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ = �ˀ Ǉȴɫ ˀ ∈ RƊࡪ
∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥ࡱ߿

=⇒ ð ∈ RȚ×Ƞ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ࡱ�

߿߿



`ʞȋȋ �ɫǊʞȝƟȣʉ

ࡦ üǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉ Nϵ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ŷŒȋȋ ǩȣ ɻࢪ� Ɓȴȋʞȝȣ
ɻɠŒȣࡪ èV ʿǩʉǞ |Nϵ| ≤

ࠁ)
ϵ

)Ɗࡱ

ࡦ #ˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ ࡪ�� Ǉȴɫ Ț = ®
(
Ɗ ȋȴǊ(߾/ϵ)+ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ

ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ʸ ∈ Nϵࡪ ∥ðʸ∥߿ ≈ϵ ∥ʸ∥ࡱ߿
=⇒ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ SV ࡪ ∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥ࡱ߿
=⇒ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ ∈ V ࡪ ǩࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ ˁ = �ˀ Ǉȴɫ ˀ ∈ RƊࡪ
∥ðˁ∥߿ ≈ϵ ∥ˁ∥ࡱ߿
=⇒ ð ∈ RȚ×Ƞ ǩɻ Œȣ ϵ࢙ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ࡱ�

߿߿



£Ɵʉ +ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ

üǞƟȴɫƟȝ ȣƟʉ࢙ϵࢍ ȴʻƟɫ ℓ߿ ŷŒȋȋࢎ
^Ȱɥ ŒȠˁ ϵ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ɛȰǦȠʂɵ Nϵ ⊂ èV ʸǦʂǛ |Nϵ| =

( ࠁ
ϵ

)Ɗ

ɵʗƀǛ ʂǛŒʂࡪ ǅȰɥ ŒȈȈ ˁ ∈ èV ࡪ
ȝǩȣ
ʸ∈Nϵ

∥ˁ− ʸ∥߿ ≤ ϵ.

üǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȣǊ Nϵࡩ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ Nϵ = ࡱ{}

ࡦ īǞǩȋƟ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ʴ ∈ èV ʿǞƟɫƟ ȝǩȣʸ∈Nϵ ∥ʴ− ʸ∥߿ > ϵࡪ ɠǩƁȅ Œȣ
ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ɻʞƁǞ ʴ Œȣƌ ȋƟʉ Nϵ := Nϵ ∪ {ʴ}ࡱ

xǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉƟɫȝǩȣŒʉƟɻ ǩȣ ó ɻʉƟɠɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ |Nϵ| ≤ ó Œȣƌ Nϵ ǩɻ Œ
ʻŒȋǩƌ ϵ࢙ȣƟʉࡱ

ࠀ߿

-



£Ɵʉ +ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ

üǞƟȴɫƟȝ ȣƟʉ࢙ϵࢍ ȴʻƟɫ ℓ߿ ŷŒȋȋࢎ
^Ȱɥ ŒȠˁ ϵ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ɛȰǦȠʂɵ Nϵ ⊂ èV ʸǦʂǛ |Nϵ| =

( ࠁ
ϵ

)Ɗ

ɵʗƀǛ ʂǛŒʂࡪ ǅȰɥ ŒȈȈ ˁ ∈ èV ࡪ
ȝǩȣ
ʸ∈Nϵ

∥ˁ− ʸ∥߿ ≤ ϵ.

üǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȣǊ Nϵࡩ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ Nϵ = ࡱ{}

ࡦ īǞǩȋƟ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ʴ ∈ èV ʿǞƟɫƟ ȝǩȣʸ∈Nϵ ∥ʴ− ʸ∥߿ > ϵࡪ ɠǩƁȅ Œȣ
ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ɻʞƁǞ ʴ Œȣƌ ȋƟʉ Nϵ := Nϵ ∪ {ʴ}ࡱ

xǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉƟɫȝǩȣŒʉƟɻ ǩȣ ó ɻʉƟɠɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ |Nϵ| ≤ ó Œȣƌ Nϵ ǩɻ Œ
ʻŒȋǩƌ ϵ࢙ȣƟʉࡱ

ࠀ߿

- - -



£Ɵʉ +ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ

üǞƟȴɫƟȝ ȣƟʉ࢙ϵࢍ ȴʻƟɫ ℓ߿ ŷŒȋȋࢎ
^Ȱɥ ŒȠˁ ϵ ≤ ࡪ߾ ʂǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ɵƝʂ Ȱǅ ɛȰǦȠʂɵ Nϵ ⊂ èV ʸǦʂǛ |Nϵ| =

( ࠁ
ϵ

)Ɗ

ɵʗƀǛ ʂǛŒʂࡪ ǅȰɥ ŒȈȈ ˁ ∈ èV ࡪ
ȝǩȣ
ʸ∈Nϵ

∥ˁ− ʸ∥߿ ≤ ϵ.

üǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȣǊ Nϵࡩ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ Nϵ = ࡱ{}

ࡦ īǞǩȋƟ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ ʴ ∈ èV ʿǞƟɫƟ ȝǩȣʸ∈Nϵ ∥ʴ− ʸ∥߿ > ϵࡪ ɠǩƁȅ Œȣ
ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ɻʞƁǞ ʴ Œȣƌ ȋƟʉ Nϵ := Nϵ ∪ {ʴ}ࡱ

xǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉƟɫȝǩȣŒʉƟɻ ǩȣ ó ɻʉƟɠɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ |Nϵ| ≤ ó Œȣƌ Nϵ ǩɻ Œ
ʻŒȋǩƌ ϵ࢙ȣƟʉࡱ

ࠀ߿

[
O



£Ɵʉ +ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ

oȴʿ ȋŒɫǊƟ ǩɻ ʉǞƟ ȣƟʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ ŷˈ ȴʞɫ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡲ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʸ,ʸ′ ∈ Nϵࡱ īƟ ȝʞɻʉ ǞŒʻƟ ∥ʸ− ʸ′∥߿ > ϵࡪ ȴɫ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ
ȣȴʉ ŒƌƌƟƌ ŷȴʉǞ ʉȴ ʉǞƟ ȣƟʉࡱ

üǞʞɻࡪ ʿƟ ƁŒȣ ɠȋŒƁƟ Œȣ ϵ/߿ ɫŒƌǩʞɻ ŷŒȋȋ Œɫȴʞȣƌ ƟŒƁǞ ʸ ∈ Nϵࡪ Œȣƌ ȣȴȣƟ
ȴǇ ʉǞƟɻƟ ŷŒȋȋɻ ʿǩȋȋ ǩȣʉƟɫɻƟƁʉࡱ

£ȴʉƟ ʉǞŒʉ Œȋȋ ʉǞƟɻƟ ŷŒȋȋɻ ȋǩƟ ʿǩʉǞǩȣ ʉǞƟ ŷŒȋȋ ȴǇ ɫŒƌǩʞɻ +߾) ϵ/ࡱ(߿

ࠁ߿



£Ɵʉ +ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ

oȴʿ ȋŒɫǊƟ ǩɻ ʉǞƟ ȣƟʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ ŷˈ ȴʞɫ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡲ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʸ,ʸ′ ∈ Nϵࡱ īƟ ȝʞɻʉ ǞŒʻƟ ∥ʸ− ʸ′∥߿ > ϵࡪ ȴɫ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ
ȣȴʉ ŒƌƌƟƌ ŷȴʉǞ ʉȴ ʉǞƟ ȣƟʉࡱ

üǞʞɻࡪ ʿƟ ƁŒȣ ɠȋŒƁƟ Œȣ ϵ/߿ ɫŒƌǩʞɻ ŷŒȋȋ Œɫȴʞȣƌ ƟŒƁǞ ʸ ∈ Nϵࡪ Œȣƌ ȣȴȣƟ
ȴǇ ʉǞƟɻƟ ŷŒȋȋɻ ʿǩȋȋ ǩȣʉƟɫɻƟƁʉࡱ

£ȴʉƟ ʉǞŒʉ Œȋȋ ʉǞƟɻƟ ŷŒȋȋɻ ȋǩƟ ʿǩʉǞǩȣ ʉǞƟ ŷŒȋȋ ȴǇ ɫŒƌǩʞɻ +߾) ϵ/ࡱ(߿

ࠁ߿

- a



£Ɵʉ +ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ

oȴʿ ȋŒɫǊƟ ǩɻ ʉǞƟ ȣƟʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ ŷˈ ȴʞɫ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡲ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʸ,ʸ′ ∈ Nϵࡱ īƟ ȝʞɻʉ ǞŒʻƟ ∥ʸ− ʸ′∥߿ > ϵࡪ ȴɫ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ
ȣȴʉ ŒƌƌƟƌ ŷȴʉǞ ʉȴ ʉǞƟ ȣƟʉࡱ

üǞʞɻࡪ ʿƟ ƁŒȣ ɠȋŒƁƟ Œȣ ϵ/߿ ɫŒƌǩʞɻ ŷŒȋȋ Œɫȴʞȣƌ ƟŒƁǞ ʸ ∈ Nϵࡪ Œȣƌ ȣȴȣƟ
ȴǇ ʉǞƟɻƟ ŷŒȋȋɻ ʿǩȋȋ ǩȣʉƟɫɻƟƁʉࡱ

£ȴʉƟ ʉǞŒʉ Œȋȋ ʉǞƟɻƟ ŷŒȋȋɻ ȋǩƟ ʿǩʉǞǩȣ ʉǞƟ ŷŒȋȋ ȴǇ ɫŒƌǩʞɻ +߾) ϵ/ࡱ(߿

ࠁ߿
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£Ɵʉ +ȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ

oȴʿ ȋŒɫǊƟ ǩɻ ʉǞƟ ȣƟʉ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ ŷˈ ȴʞɫ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡲ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʸ,ʸ′ ∈ Nϵࡱ īƟ ȝʞɻʉ ǞŒʻƟ ∥ʸ− ʸ′∥߿ > ϵࡪ ȴɫ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ
ȣȴʉ ŒƌƌƟƌ ŷȴʉǞ ʉȴ ʉǞƟ ȣƟʉࡱ

üǞʞɻࡪ ʿƟ ƁŒȣ ɠȋŒƁƟ Œȣ ϵ/߿ ɫŒƌǩʞɻ ŷŒȋȋ Œɫȴʞȣƌ ƟŒƁǞ ʸ ∈ Nϵࡪ Œȣƌ ȣȴȣƟ
ȴǇ ʉǞƟɻƟ ŷŒȋȋɻ ʿǩȋȋ ǩȣʉƟɫɻƟƁʉࡱ

£ȴʉƟ ʉǞŒʉ Œȋȋ ʉǞƟɻƟ ŷŒȋȋɻ ȋǩƟ ʿǩʉǞǩȣ ʉǞƟ ŷŒȋȋ ȴǇ ɫŒƌǩʞɻ +߾) ϵ/ࡱ(߿ ࠁ߿
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E



ĨȴȋʞȝƟ �ɫǊʞȝƟȣʉ

īƟ ǞŒʻƟ |Nϵ| ƌǩɻǽȴǩȣʉ ŷŒȋȋɻ ʿǩʉǞ ɫŒƌǩʞɻ ϵ/ࡪ߿ ȋˈǩȣǊ ʿǩʉǞǩȣ Œ ŷŒȋȋ ȴǇ
ɫŒƌǩʞɻ +߾) ϵ/ࡱ(߿

xȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟ ɫŒƌǩʞɻ ɥ ŷŒȋȋ ǞŒɻ ʻȴȋʞȝƟ ƀƊ · ɥƊࡪ ʿǞƟɫƟ ƀƊ
ǩɻ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ʉǞŒʉ ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ Ɗ ŷʞʉ ȣȴʉ ɥࡱ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ŷŒȋȋɻ ǩɻ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

|Nϵ| ≤
+߾) ϵ/߿)Ɗ
(ϵ/߿)Ɗ ≤

ࠁ)
ϵ

)Ɗ
.

æƟȝŒɫȅࡩ īƟ ȣƟʻƟɫ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉࡱ īƟ ǽʞɻʉ ʞɻƟ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ȴȣƟ Ɵˇǩɻʉɻ ʉǞƟࢍ ȴʞʉɠʞʉ ȴǇ ʉǞǩɻ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࢎ ǩȣ
ȴʞɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠɫȴȴǇࡱ

ࠂ߿

= -



ĨȴȋʞȝƟ �ɫǊʞȝƟȣʉ

īƟ ǞŒʻƟ |Nϵ| ƌǩɻǽȴǩȣʉ ŷŒȋȋɻ ʿǩʉǞ ɫŒƌǩʞɻ ϵ/ࡪ߿ ȋˈǩȣǊ ʿǩʉǞǩȣ Œ ŷŒȋȋ ȴǇ
ɫŒƌǩʞɻ +߾) ϵ/ࡱ(߿

xȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟ ɫŒƌǩʞɻ ɥ ŷŒȋȋ ǞŒɻ ʻȴȋʞȝƟ ƀƊ · ɥƊࡪ ʿǞƟɫƟ ƀƊ
ǩɻ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ʉǞŒʉ ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ Ɗ ŷʞʉ ȣȴʉ ɥࡱ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ŷŒȋȋɻ ǩɻ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

|Nϵ| ≤
+߾) ϵ/߿)Ɗ
(ϵ/߿)Ɗ ≤

ࠁ)
ϵ

)Ɗ
.

æƟȝŒɫȅࡩ īƟ ȣƟʻƟɫ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉࡱ īƟ ǽʞɻʉ ʞɻƟ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ȴȣƟ Ɵˇǩɻʉɻ ʉǞƟࢍ ȴʞʉɠʞʉ ȴǇ ʉǞǩɻ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࢎ ǩȣ
ȴʞɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠɫȴȴǇࡱ

ࠂ߿
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ĨȴȋʞȝƟ �ɫǊʞȝƟȣʉ

īƟ ǞŒʻƟ |Nϵ| ƌǩɻǽȴǩȣʉ ŷŒȋȋɻ ʿǩʉǞ ɫŒƌǩʞɻ ϵ/ࡪ߿ ȋˈǩȣǊ ʿǩʉǞǩȣ Œ ŷŒȋȋ ȴǇ
ɫŒƌǩʞɻ +߾) ϵ/ࡱ(߿

xȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟ ɫŒƌǩʞɻ ɥ ŷŒȋȋ ǞŒɻ ʻȴȋʞȝƟ ƀƊ · ɥƊࡪ ʿǞƟɫƟ ƀƊ
ǩɻ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ʉǞŒʉ ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ Ɗ ŷʞʉ ȣȴʉ ɥࡱ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ŷŒȋȋɻ ǩɻ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

|Nϵ| ≤
+߾) ϵ/߿)Ɗ
(ϵ/߿)Ɗ ≤

ࠁ)
ϵ

)Ɗ
.

æƟȝŒɫȅࡩ īƟ ȣƟʻƟɫ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉࡱ īƟ ǽʞɻʉ ʞɻƟ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ȴȣƟ Ɵˇǩɻʉɻ ʉǞƟࢍ ȴʞʉɠʞʉ ȴǇ ʉǞǩɻ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࢎ ǩȣ
ȴʞɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠɫȴȴǇࡱ

ࠂ߿

I
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ĨȴȋʞȝƟ �ɫǊʞȝƟȣʉ

īƟ ǞŒʻƟ |Nϵ| ƌǩɻǽȴǩȣʉ ŷŒȋȋɻ ʿǩʉǞ ɫŒƌǩʞɻ ϵ/ࡪ߿ ȋˈǩȣǊ ʿǩʉǞǩȣ Œ ŷŒȋȋ ȴǇ
ɫŒƌǩʞɻ +߾) ϵ/ࡱ(߿

xȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟ ɫŒƌǩʞɻ ɥ ŷŒȋȋ ǞŒɻ ʻȴȋʞȝƟ ƀƊ · ɥƊࡪ ʿǞƟɫƟ ƀƊ
ǩɻ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ʉǞŒʉ ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ Ɗ ŷʞʉ ȣȴʉ ɥࡱ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ŷŒȋȋɻ ǩɻ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

|Nϵ| ≤
+߾) ϵ/߿)Ɗ
(ϵ/߿)Ɗ ≤

ࠁ)
ϵ

)Ɗ
.

æƟȝŒɫȅࡩ īƟ ȣƟʻƟɫ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉ Œȣ ϵ࢙ȣƟʉࡱ īƟ ǽʞɻʉ ʞɻƟ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ȴȣƟ Ɵˇǩɻʉɻ ʉǞƟࢍ ȴʞʉɠʞʉ ȴǇ ʉǞǩɻ ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࢎ ǩȣ
ȴʞɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠɫȴȴǇࡱ

ࠂ߿



5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ ßɫȴȴǇ

ࠂ߿



ßɫȴȴǇɻ ȴǇ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ

üǞƟɫƟ ŒɫƟ ȝŒȣˈ ɠɫȴȴǇɻ ȴǇ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ

ࡦ �Ɵʉ ð ∈ RȚ×Ƞ ǞŒʻƟ ǩࡱǩࡱƌࡱ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ƟŒƁǞ
Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ðˁ ǩɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ Œɻ N (߽, ∥ˁ∥ࡪ(߿߿ Œȣƌ ǊǩʻƟ Œ ɠɫȴȴǇ ʻǩŒ
ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
ɻƟƟࢍ ࠁ߾ࠂ ɻȋǩƌƟɻࡱࢎ

ࡦ īɫǩʉƟ ∥ðˁ∥߿߿ =
∑Ț

Ǧ=߾
∑Ƞ

Ǻ=߾
∑Ƞ

Ȃ=߾ ðǦ,ǺðǦ,ȂˁǺˁȂ Œȣƌ ɠɫȴʻƟ
ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ɻʞȝࡪ ƟʻƟȣ ʉǞȴʞǊǞ ʉǞƟ ʉƟɫȝɻ ŒɫƟ ȣȴʉ Œȋȋ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ ƟŒƁǞ ȴʉǞƟɫ ˈȴȣȋࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞǩȣ
ȴȣƟ ɫȴʿࡱࢎ

ࡦ �ɠɠȋˈ ʉǞƟ oŒȣɻȴȣ࢙īɫǩǊǞʉ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ  Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ
ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɫŒȣƌȴȝ ɧʞŒƌɫŒʉǩƁ Ǉȴɫȝɻࡱ

ࡦ üǞǩɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƁȴȝƟɻ ʞɠ ǩȣ Œ ȋȴʉ ȴǇ ɠȋŒƁƟɻࡪ ǩȣƁȋʞƌǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ʉǩǊǞʉ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡱ

ࠃ߿
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ßɫȴȴǇɻ ȴǇ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ

üǞƟɫƟ ŒɫƟ ȝŒȣˈ ɠɫȴȴǇɻ ȴǇ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ

ࡦ �Ɵʉ ð ∈ RȚ×Ƞ ǞŒʻƟ ǩࡱǩࡱƌࡱ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ƟŒƁǞ
Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ðˁ ǩɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ Œɻ N (߽, ∥ˁ∥ࡪ(߿߿ Œȣƌ ǊǩʻƟ Œ ɠɫȴȴǇ ʻǩŒ
ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
ɻƟƟࢍ ࠁ߾ࠂ ɻȋǩƌƟɻࡱࢎ

ࡦ īɫǩʉƟ ∥ðˁ∥߿߿ =
∑Ț

Ǧ=߾
∑Ƞ

Ǻ=߾
∑Ƞ

Ȃ=߾ ðǦ,ǺðǦ,ȂˁǺˁȂ Œȣƌ ɠɫȴʻƟ
ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ɻʞȝࡪ ƟʻƟȣ ʉǞȴʞǊǞ ʉǞƟ ʉƟɫȝɻ ŒɫƟ ȣȴʉ Œȋȋ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ ƟŒƁǞ ȴʉǞƟɫ ˈȴȣȋࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞǩȣ
ȴȣƟ ɫȴʿࡱࢎ

ࡦ �ɠɠȋˈ ʉǞƟ oŒȣɻȴȣ࢙īɫǩǊǞʉ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ  Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ
ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɫŒȣƌȴȝ ɧʞŒƌɫŒʉǩƁ Ǉȴɫȝɻࡱ

ࡦ üǞǩɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƁȴȝƟɻ ʞɠ ǩȣ Œ ȋȴʉ ȴǇ ɠȋŒƁƟɻࡪ ǩȣƁȋʞƌǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ʉǩǊǞʉ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡱ

ࠃ߿
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ßɫȴȴǇɻ ȴǇ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ

üǞƟɫƟ ŒɫƟ ȝŒȣˈ ɠɫȴȴǇɻ ȴǇ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ

ࡦ �Ɵʉ ð ∈ RȚ×Ƞ ǞŒʻƟ ǩࡱǩࡱƌࡱ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ƟŒƁǞ
Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ðˁ ǩɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ Œɻ N (߽, ∥ˁ∥ࡪ(߿߿ Œȣƌ ǊǩʻƟ Œ ɠɫȴȴǇ ʻǩŒ
ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
ɻƟƟࢍ ࠁ߾ࠂ ɻȋǩƌƟɻࡱࢎ

ࡦ īɫǩʉƟ ∥ðˁ∥߿߿ =
∑Ț

Ǧ=߾
∑Ƞ

Ǻ=߾
∑Ƞ

Ȃ=߾ ðǦ,ǺðǦ,ȂˁǺˁȂ Œȣƌ ɠɫȴʻƟ
ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ɻʞȝࡪ ƟʻƟȣ ʉǞȴʞǊǞ ʉǞƟ ʉƟɫȝɻ ŒɫƟ ȣȴʉ Œȋȋ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ ƟŒƁǞ ȴʉǞƟɫ ˈȴȣȋࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞǩȣ
ȴȣƟ ɫȴʿࡱࢎ

ࡦ �ɠɠȋˈ ʉǞƟ oŒȣɻȴȣ࢙īɫǩǊǞʉ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ  Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ
ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɫŒȣƌȴȝ ɧʞŒƌɫŒʉǩƁ Ǉȴɫȝɻࡱ

ࡦ üǞǩɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƁȴȝƟɻ ʞɠ ǩȣ Œ ȋȴʉ ȴǇ ɠȋŒƁƟɻࡪ ǩȣƁȋʞƌǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ʉǩǊǞʉ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡱ

ࠃ߿
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oŒȣɻȴȣ īɫǩǊǞʉ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

üǞƟȴɫƟȝ īɫǩǊǞʉ࢙oŒȣɻȴȣࢍ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࢎ
�Ɲʂ ˇ ∈ RȠ ŶƝ Œ ʴƝƀʂȰɥ Ȱǅ ǦࡰǦࡰƊࡰ ɥŒȠƊȰȚ ߾± ʴŒȈʗƝɵࡰ ^Ȱɥ ŒȠˁ ȚŒʂɥǦˀ
� ∈ RȠ×Ƞࡪ

ßɫ[
∣∣̌ó�ˇ− ʉɫ(�)

∣∣≥ ʂ] ≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ƀ ·ȝǩȣ

{
ʂ߿

^߿∥�∥
,

ʂ
߿∥�∥

})
.

´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ɻó�ɻ = ∑Ț
Ǧ=߾

∑Ƞ
Ǻ=߾

∑Ƞ
Ȃ=߾ ðǦ,ǺðǦ,ȂˁǺˁȂ = ∥ðˁ∥߿߿ Œȣƌ ʉǞŒʉ

ʉɫ(�) = Ț · ʉɫ(ˁˁó)

= Ț · ∥ˁ∥߿߿.

ࠄ߿
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oŒȣɻȴȣ īɫǩǊǞʉ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

üǞƟȴɫƟȝ īɫǩǊǞʉ࢙oŒȣɻȴȣࢍ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࢎ
�Ɲʂ ˇ ∈ RȠ ŶƝ Œ ʴƝƀʂȰɥ Ȱǅ ǦࡰǦࡰƊࡰ ɥŒȠƊȰȚ ߾± ʴŒȈʗƝɵࡰ ^Ȱɥ ŒȠˁ ȚŒʂɥǦˀ
� ∈ RȠ×Ƞࡪ

ßɫ[
∣∣̌ó�ˇ− ʉɫ(�)

∣∣≥ ʂ] ≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ƀ ·ȝǩȣ

{
ʂ߿

^߿∥�∥
,

ʂ
߿∥�∥

})
.

´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ɻó�ɻ = ∑Ț
Ǧ=߾

∑Ƞ
Ǻ=߾

∑Ƞ
Ȃ=߾ ðǦ,ǺðǦ,ȂˁǺˁȂ = ∥ðˁ∥߿߿ Œȣƌ ʉǞŒʉ

ʉɫ(�) = Ț · ʉɫ(ˁˁó)

= Ț · ∥ˁ∥߿߿.

ࠄ߿
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oŒȣɻȴȣ īɫǩǊǞʉ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

üǞƟȴɫƟȝ īɫǩǊǞʉ࢙oŒȣɻȴȣࢍ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࢎ
�Ɲʂ ˇ ∈ RȠ ŶƝ Œ ʴƝƀʂȰɥ Ȱǅ ǦࡰǦࡰƊࡰ ɥŒȠƊȰȚ ߾± ʴŒȈʗƝɵࡰ ^Ȱɥ ŒȠˁ ȚŒʂɥǦˀ
� ∈ RȠ×Ƞࡪ

ßɫ[
∣∣̌ó�ˇ− ʉɫ(�)

∣∣≥ ʂ] ≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ƀ ·ȝǩȣ

{
ʂ߿

^߿∥�∥
,

ʂ
߿∥�∥

})
.

´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ɻó�ɻ = ∑Ț
Ǧ=߾

∑Ƞ
Ǻ=߾

∑Ƞ
Ȃ=߾ ðǦ,ǺðǦ,ȂˁǺˁȂ = ∥ðˁ∥߿߿ Œȣƌ ʉǞŒʉ

ʉɫ(�) = Ț · ʉɫ(ˁˁó)

= Ț · ∥ˁ∥߿߿.
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−ƀ ·ȝǩȣ
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ʂ߿

^߿∥�∥
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ʂ
߿∥�∥
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.
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Ȃ=߾ ðǦ,ǺðǦ,ȂˁǺˁȂ = ∥ðˁ∥߿߿ Œȣƌ ʉǞŒʉ
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5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ʻǩŒ īɫǩǊǞʉ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

�Ɵʉ ˇ =
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ßɫ[
∣∣∥ðˁ∥߿߿ − ߾
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∣∣̌ó�ˇ− ʉɫ(�)
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(ϵȚ)߿

^߿∥�∥
,
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߿∥�∥
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.
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∥ˁˁó∥߿ = ∥ˁ∥߿ = ߾
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−ƀ ·ȝǩȣ
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(ϵȚ)߿
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ϵȚ
߾
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xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
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ϵ߿
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ࡪ ßɫ[

∣∣∥ðˁ∥߿߿ − ߾
∣∣≥ ϵ] ≤ δࡪ ǊǩʻǩȣǊ ʉǞƟ

ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ȋƟȝȝŒࡱ
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ßɫ[
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∣∣≥ ϵ] = ßɫ[
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∣∣≥ ϵ]

= ßɫ[
∣∣̌ó�ˇ−Ț

∣∣≥ ϵȚ]

= ßɫ[
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∣∣≥ ϵȚ]

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ƀ ·ȝǩȣ

{
(ϵȚ)߿

^߿∥�∥
,
ϵȚ
߿∥�∥

})
.

^߿∥�∥ =

Ț · ∥ˁˁó∥߿^ = Ț · ∥ˁ∥߿߿ = Ț

߿∥�∥ =

∥ˁˁó∥߿ = ∥ˁ∥߿ = ߾

ßɫ[
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∣∣≥ ϵ] ≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ƀ ·ȝǩȣ
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(ϵȚ)߿

Ț ,
ϵȚ
߾

})
= ߿ Ɵˇɠ(−ƀϵ߿Ț)

xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
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�Ɵʉ ˇ =
√
Ț · ɻࡪ ɻȴ ˇ ǞŒɻ ǩࡱǩࡱƌࡱ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡱ �ɻɻʞȝƟ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ ʉǞŒʉ ∥ˁ∥߿ = ࡱ߾

ßɫ[
∣∣∥ðˁ∥߿߿ − ߾

∣∣≥ ϵ] = ßɫ[
∣∣ɻó�ɻ− ߾

∣∣≥ ϵ]

= ßɫ[
∣∣̌ó�ˇ−Ț

∣∣≥ ϵȚ]

= ßɫ[
∣∣̌ó�ˇ− ʉɫ(�)

∣∣≥ ϵȚ]

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ƀ ·ȝǩȣ

{
(ϵȚ)߿

^߿∥�∥
,
ϵȚ
߿∥�∥

})
.

^߿∥�∥ =

Ț · ∥ˁˁó∥߿^ = Ț · ∥ˁ∥߿߿ = Ț

߿∥�∥ =

∥ˁˁó∥߿ = ∥ˁ∥߿ = ߾

ßɫ[
∣∣∥ðˁ∥߿߿ − ߾

∣∣≥ ϵ] ≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ƀ ·ȝǩȣ

{
(ϵȚ)߿

Ț ,
ϵȚ
߾

})
= ߿ Ɵˇɠ(−ƀϵ߿Ț)

xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ßɫ[

∣∣∥ðˁ∥߿߿ − ߾
∣∣≥ ϵ] ≤ δࡪ ǊǩʻǩȣǊ ʉǞƟ

ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ȋƟȝȝŒࡱ
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�Ɵʉ ˇ =
√
Ț · ɻࡪ ɻȴ ˇ ǞŒɻ ǩࡱǩࡱƌࡱ ߾± ƟȣʉɫǩƟɻࡱ �ɻɻʞȝƟ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ ʉǞŒʉ ∥ˁ∥߿ = ࡱ߾

ßɫ[
∣∣∥ðˁ∥߿߿ − ߾

∣∣≥ ϵ] = ßɫ[
∣∣ɻó�ɻ− ߾

∣∣≥ ϵ]

= ßɫ[
∣∣̌ó�ˇ−Ț

∣∣≥ ϵȚ]

= ßɫ[
∣∣̌ó�ˇ− ʉɫ(�)

∣∣≥ ϵȚ]

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ƀ ·ȝǩȣ

{
(ϵȚ)߿

^߿∥�∥
,
ϵȚ
߿∥�∥

})
.

^߿∥�∥ =

Ț · ∥ˁˁó∥߿^ = Ț · ∥ˁ∥߿߿ = Ț

߿∥�∥ =

∥ˁˁó∥߿ = ∥ˁ∥߿ = ߾
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Ț ,
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߾

})
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∣∣≥ ϵ] ≤ δࡪ ǊǩʻǩȣǊ ʉǞƟ

ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� ȋƟȝȝŒࡱ
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∣∣∥ðˁ∥߿߿ − ߾

∣∣≥ ϵ] = ßɫ[
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∣∣≥ ϵ]

= ßɫ[
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∣∣≥ ϵȚ]

= ßɫ[
∣∣̌ó�ˇ− ʉɫ(�)
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^߿∥�∥
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