
+´�ßð+x ࡩ�æ߽ࠆࠃ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Œȣƌ
ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ 5ŒʉŒ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴǇࡱ +ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߿߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠃ

߾



�ȴǊǩɻʉǩƁɻ �ȴʉɻࢍ ȴǇ üǞƟȝࢎ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ǩɻ ƌʞƟ ʉȴȝȴɫɫȴʿ ࠀࡷࠀ Œʉ ࡱɠȝࠅ
ࡦ ´ȣƟ ɠŒǊƟ ɠɫȴǽƟƁʉ ɠɫȴɠȴɻŒȋ ƌʞƟ �ȴȣƌŒˈ ࡱࠄࡷࠀ
ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ȣƟˇʉ ʿƟƟȅ ǩȣ ƁȋŒɻɻ  ƌƟɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ŷƟ ࠂࡱ߾ Ǟȴʞɫɻ
ȋȴȣǊࡪ ŷʞʉ x ʿǩȋȋ ǊǩʻƟ ʉǞƟ Ǉʞȋȋ ƁȋŒɻɻ Ǉȴɫ ǩʉࡱ

ࡦ +ȋȴɻƟƌ ŷȴȴȅࡪ ȝȴɻʉȋˈ ɻǞȴɫʉ࢙ŒȣɻʿƟɫ ɻʉˈȋƟ ɧʞƟɻʉǩȴȣɻࡱ
ࡦ ðƟƟ ðƁǞƟƌʞȋƟ ʉŒŷ Ǉȴɫ ȝǩƌʉƟɫȝ ɻʉʞƌˈ ǊʞǩƌƟࡷɠɫŒƁʉǩƁƟ
ɧʞƟɻʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ x ʿǩȋȋ Ǟȴȋƌ ŒƌƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ �ȴȣƌŒˈ ࠄࡷࠀ Ǉɫȴȝ ɠȝࠃ࢙ࠁ
Ǉȴɫ ȝǩƌʉƟɫȝ ɫƟʻǩƟʿࡱ

ࡦ īƟ ŒǊŒǩȣ ƌȴ ȣȴʉ ǞŒʻƟ Œ ɧʞǩ˔ ʉǞǩɻ ʿƟƟȅ ƌʞƟ ʉȴ ʉǞƟ
ʞɠƁȴȝǩȣǊ ȝǩƌʉƟɫȝࡱ

߿

2.30



ðʞȝȝŒɫˈ

�Œɻʉ üǩȝƟࡩ
ࡦ ðŒʿ Ǟȴʿ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉˈ ʞɻǩȣǊ
®(Ƞ ȋȴǊƀ Ƞ) ŷǩʉɻ ȴǇ ȝƟȝȴɫˈ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝǩȣǊ ɻƟʉʉǩȣǊࡱ

ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʻǩŒ ȣȴȣ࢙ʞȣǩǇȴȝ ȣȴɫȝ࢙ŷŒɻƟƌ
ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ �ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȴʞʉƟɫ࢙ɠɫȴƌʞƁʉ ʻǩƟʿ ȴǇ ȝŒʉɫǩˇ
ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ऍ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡱ

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ  oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ ȝƟʉǞȴƌ Œȣƌ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟ Ǉȴɫ ɠŒǩɫʿǩɻƟ࢙ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

üȴƌŒˈࡩ �ȴɫƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ȣȴȣ࢙ʞȣǩǇȴɫȝ Œȣƌ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ʉȴ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ Œȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞƟ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œȣƌ ǩʉɻ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ
ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʻǩŒ ȣȴɫȝ࢙ŷŒɻƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ
ŷʞǩȋƌǩȣǊ ȴȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ
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ðʞȝȝŒɫˈ

�Œɻʉ üǩȝƟࡩ
ࡦ ðŒʿ Ǟȴʿ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉˈ ʞɻǩȣǊ
®(Ƞ ȋȴǊƀ Ƞ) ŷǩʉɻ ȴǇ ȝƟȝȴɫˈ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝǩȣǊ ɻƟʉʉǩȣǊࡱ

ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʻǩŒ ȣȴȣ࢙ʞȣǩǇȴȝ ȣȴɫȝ࢙ŷŒɻƟƌ
ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ �ȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȴʞʉƟɫ࢙ɠɫȴƌʞƁʉ ʻǩƟʿ ȴǇ ȝŒʉɫǩˇ
ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ऍ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡱ

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ  oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ ȝƟʉǞȴƌ Œȣƌ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟ Ǉȴɫ ɠŒǩɫʿǩɻƟ࢙ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

üȴƌŒˈࡩ �ȴɫƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ȣȴȣ࢙ʞȣǩǇȴɫȝ Œȣƌ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ʉȴ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ Œȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞƟ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œȣƌ ǩʉɻ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ
ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʻǩŒ ȣȴɫȝ࢙ŷŒɻƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ
ŷʞǩȋƌǩȣǊ ȴȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࠀ
E



Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ Œȣƌ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ऍऍ

ࠀ



Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ

cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ŒɻɻǩǊȣ ʉȴ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ,߾*} . . . , *Ȃ} ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ∑Ȃ
Ǧ=߾
∑

ˀ∈*Ǧ ∥ˀ− µǦ∥߿߿ ʿǞƟɫƟ µǦ =
߾

|*Ǧ|
∑

ˀ∈*Ǧ ˀ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉɫȴǩƌࡱ

ßɫȴŷŒŷȋˈ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ɠȴɠʞȋŒɫ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǩȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟࡱ #ʞʉ
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ǩʉ ǩɻ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋˈ ǞŒɫƌ ®(ȠƊȂ+߾) ʉǩȝƟ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ
Ǉȴɫ ƟˇŒƁʉ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ Œȣƌ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ø ̸=  Øࡪ ʉǞƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ
ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟɻ ȴȣ Ȃ,Ɗ ŒɫƟ ȣƟƁƟɻɻŒɫ ̍ࡱ

ࠁ

→ -



Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ

cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ŒɻɻǩǊȣ ʉȴ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ,߾*} . . . , *Ȃ} ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ∑Ȃ
Ǧ=߾
∑

ˀ∈*Ǧ ∥ˀ− µǦ∥߿߿ ʿǞƟɫƟ µǦ =
߾

|*Ǧ|
∑

ˀ∈*Ǧ ˀ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉɫȴǩƌࡱ

ßɫȴŷŒŷȋˈ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ɠȴɠʞȋŒɫ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǩȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟࡱ #ʞʉ
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ǩʉ ǩɻ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋˈ ǞŒɫƌ ®(ȠƊȂ+߾) ʉǩȝƟ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ
Ǉȴɫ ƟˇŒƁʉ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ Œȣƌ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ø ̸=  Øࡪ ʉǞƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ
ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟɻ ȴȣ Ȃ,Ɗ ŒɫƟ ȣƟƁƟɻɻŒɫ ̍ࡱ

ࠁ
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Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ

cǩʻƟȣ ˀ߾, . . . , ˀȠ ∈ RƊࡪ ŒɻɻǩǊȣ ʉȴ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ,߾*} . . . , *Ȃ} ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ∑Ȃ
Ǧ=߾
∑

ˀ∈*Ǧ ∥ˀ− µǦ∥߿߿ ʿǞƟɫƟ µǦ =
߾

|*Ǧ|
∑

ˀ∈*Ǧ ˀ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉɫȴǩƌࡱ

ßɫȴŷŒŷȋˈ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ɠȴɠʞȋŒɫ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǩȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟࡱ #ʞʉ
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ǩʉ ǩɻ ɻʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋˈ ǞŒɫƌ ®(ȠƊȂ+߾) ʉǩȝƟ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ȅȣȴʿȣ
Ǉȴɫ ƟˇŒƁʉ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ Œȣƌ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ø ̸=  Øࡪ ʉǞƟ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ
ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟɻ ȴȣ Ȃ,Ɗ ŒɫƟ ȣƟƁƟɻɻŒɫ ̍ࡱ ࠁ

¥*



�ȋȴˈƌࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

xȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ǩɻ Œȋȝȴɻʉ ŒȋʿŒˈɻ ɻȴȋʻƟƌ ʿǩʉǞ
ŒȋʉƟɫȣŒʉǩȣǊ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

�ȋȴˈƌࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ

ࡱ߾ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ɻȴȝƟ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ,߾*} . . . , *Ȃ} ʿǩʉǞ ƁƟȣʉɫȴǩƌɻ
µ߾, . . . , µȂࡱ

ࡱ߿ æƟŒɻɻǩǊȣ ƟŒƁǞ ƌŒʉŒɠȴǩȣʉ ˀǦ ʉȴ ƁȋʞɻʉƟɫ *Ǻ ʿǞƟɫƟ
Ǻ = ŒɫǊȝǩȣǺ∈[Ȃ] ∥ˀǦ − µǺ∥ࡱ߿߿

ࡱࠀ æƟƁȴȝɠʞʉƟ ƁƟȣʉɫȴǩƌɻ µ߾, . . . , µȂ ʉȴ ɫƟ˩ƟƁʉ ʉǞƟ ȣƟʿ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ
ࡱࠁ æƟɠƟŒʉ ࡱࢎࠀࢍ࢙ࢎ߿ࢍ

´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ȴǇ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ƁŒȣ ȣƟʻƟɫ ǩȣƁɫƟŒɻƟࡱ
oȴʿƟʻƟɫࡪ ǩǇ ʉǞƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ǩɻ ŷŒƌࡪ ƁŒȣ ǊƟʉ ƁŒʞǊǞʉ ǩȣ Œ ŷŒƌ
ȋȴƁŒȋ ȝǩȣǩȝʞȝࡱ

ࠂ



�ȋȴˈƌࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

xȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ǩɻ Œȋȝȴɻʉ ŒȋʿŒˈɻ ɻȴȋʻƟƌ ʿǩʉǞ
ŒȋʉƟɫȣŒʉǩȣǊ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

�ȋȴˈƌࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ

ࡱ߾ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ɻȴȝƟ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ,߾*} . . . , *Ȃ} ʿǩʉǞ ƁƟȣʉɫȴǩƌɻ
µ߾, . . . , µȂࡱ

ࡱ߿ æƟŒɻɻǩǊȣ ƟŒƁǞ ƌŒʉŒɠȴǩȣʉ ˀǦ ʉȴ ƁȋʞɻʉƟɫ *Ǻ ʿǞƟɫƟ
Ǻ = ŒɫǊȝǩȣǺ∈[Ȃ] ∥ˀǦ − µǺ∥ࡱ߿߿

ࡱࠀ æƟƁȴȝɠʞʉƟ ƁƟȣʉɫȴǩƌɻ µ߾, . . . , µȂ ʉȴ ɫƟ˩ƟƁʉ ʉǞƟ ȣƟʿ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ
ࡱࠁ æƟɠƟŒʉ ࡱࢎࠀࢍ࢙ࢎ߿ࢍ

´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ȴǇ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ƁŒȣ ȣƟʻƟɫ ǩȣƁɫƟŒɻƟࡱ
oȴʿƟʻƟɫࡪ ǩǇ ʉǞƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ǩɻ ŷŒƌࡪ ƁŒȣ ǊƟʉ ƁŒʞǊǞʉ ǩȣ Œ ŷŒƌ
ȋȴƁŒȋ ȝǩȣǩȝʞȝࡱ

ࠂ
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�ȋȴˈƌࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

xȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ǩɻ Œȋȝȴɻʉ ŒȋʿŒˈɻ ɻȴȋʻƟƌ ʿǩʉǞ
ŒȋʉƟɫȣŒʉǩȣǊ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

�ȋȴˈƌࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ

ࡱ߾ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ɻȴȝƟ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ,߾*} . . . , *Ȃ} ʿǩʉǞ ƁƟȣʉɫȴǩƌɻ
µ߾, . . . , µȂࡱ

ࡱ߿ æƟŒɻɻǩǊȣ ƟŒƁǞ ƌŒʉŒɠȴǩȣʉ ˀǦ ʉȴ ƁȋʞɻʉƟɫ *Ǻ ʿǞƟɫƟ
Ǻ = ŒɫǊȝǩȣǺ∈[Ȃ] ∥ˀǦ − µǺ∥ࡱ߿߿

ࡱࠀ æƟƁȴȝɠʞʉƟ ƁƟȣʉɫȴǩƌɻ µ߾, . . . , µȂ ʉȴ ɫƟ˩ƟƁʉ ʉǞƟ ȣƟʿ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ
ࡱࠁ æƟɠƟŒʉ ࡱࢎࠀࢍ࢙ࢎ߿ࢍ

´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ȴǇ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ƁŒȣ ȣƟʻƟɫ ǩȣƁɫƟŒɻƟࡱ
oȴʿƟʻƟɫࡪ ǩǇ ʉǞƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ǩɻ ŷŒƌࡪ ƁŒȣ ǊƟʉ ƁŒʞǊǞʉ ǩȣ Œ ŷŒƌ
ȋȴƁŒȋ ȝǩȣǩȝʞȝࡱ

ࠂ

I -



�ȋȴˈƌࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

ࠃ

o o



�ȋȴˈƌࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

ࠃ

•
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�ȋȴˈƌࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

ࠃ
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ

ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍࡩ �ȣ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻǩȝɠȋƟ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ
ɻƁǞƟȝƟ Ǉȴɫ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ʿǞǩƁǞ ˈǩƟȋƌɻ Œ ®(ȋȴǊ Ȃ) ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ
ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɛǦ = Ƞ/߾ Ǉȴɫ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡱ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ȋǩɻʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻ * = ࡱ{}
ࡦ `ȴɫ Ǻ = ,߾ ,߿ . . . Ȃ

ࡦ ðƟʉ ƁƟȣʉƟɫ ƀǺ ∈ {ˀ߾, . . . , ˀȠ} ʉȴ ˀǦ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛǦࡱ �ƌƌ ƀǺ
ʉȴ ࡱ*

ࡦ `ȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡪ ȋƟʉ Ɗ(Ǧ) = ȝǩȣƀ∈* ∥ˀǦ − ƀ∥ࡱ߿߿
ࡦ `ȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡪ ȋƟʉ ɛǦ = Ɗ(Ǧ)/

∑Ƞ
Ǧ=߾ Ɗ(Ǧ)ࡱ

ࡦ �Ɵʉ ,߾* . . . , *Ȃ ŷƟ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ǇȴɫȝƟƌ ŷˈ ŒɻɻǩǊȣǩȣǊ ƟŒƁǞ
ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ʉȴ ʉǞƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ƁƟȣʉƟɫ ǩȣ * = {ƀ߾, . . . , ƀȂ}ࡱ

ࠄ

-



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ

ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍࡩ �ȣ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻǩȝɠȋƟ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ
ɻƁǞƟȝƟ Ǉȴɫ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ʿǞǩƁǞ ˈǩƟȋƌɻ Œ ®(ȋȴǊ Ȃ) ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ
ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɛǦ = Ƞ/߾ Ǉȴɫ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡱ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ȋǩɻʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻ * = ࡱ{}
ࡦ `ȴɫ Ǻ = ,߾ ,߿ . . . Ȃ

ࡦ ðƟʉ ƁƟȣʉƟɫ ƀǺ ∈ {ˀ߾, . . . , ˀȠ} ʉȴ ˀǦ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛǦࡱ �ƌƌ ƀǺ
ʉȴ ࡱ*

ࡦ `ȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡪ ȋƟʉ Ɗ(Ǧ) = ȝǩȣƀ∈* ∥ˀǦ − ƀ∥ࡱ߿߿
ࡦ `ȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡪ ȋƟʉ ɛǦ = Ɗ(Ǧ)/

∑Ƞ
Ǧ=߾ Ɗ(Ǧ)ࡱ

ࡦ �Ɵʉ ,߾* . . . , *Ȃ ŷƟ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ǇȴɫȝƟƌ ŷˈ ŒɻɻǩǊȣǩȣǊ ƟŒƁǞ
ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ʉȴ ʉǞƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ƁƟȣʉƟɫ ǩȣ * = {ƀ߾, . . . , ƀȂ}ࡱ

ࠄ

X , . . . X i n
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ

xȣʉʞǩʉǩȴȣࡩ üǞƟ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɻʉɫŒʉƟǊˈ ʉƟȣƌɻ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ
ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻࡱ

ࠅ



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ

xȣʉʞǩʉǩȴȣࡩ üǞƟ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɻʉɫŒʉƟǊˈ ʉƟȣƌɻ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ
ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻࡱ

ࠅ
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ

xȣʉʞǩʉǩȴȣࡩ üǞƟ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɻʉɫŒʉƟǊˈ ʉƟȣƌɻ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ
ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻࡱ

ࠅ

-

-
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ

xȣʉʞǩʉǩȴȣࡩ üǞƟ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɻʉɫŒʉƟǊˈ ʉƟȣƌɻ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ
ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻࡱ

ࠅ



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ

xȣʉʞǩʉǩȴȣࡩ üǞƟ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɻʉɫŒʉƟǊˈ ʉƟȣƌɻ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ
ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻࡱ

ࠅ

-

-

- -

-

-



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ

xȣʉʞǩʉǩȴȣࡩ üǞƟ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɻʉɫŒʉƟǊˈ ʉƟȣƌɻ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ
ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻࡱ

ࠅ



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ

xȣʉʞǩʉǩȴȣࡩ üǞƟ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɻʉɫŒʉƟǊˈ ʉƟȣƌɻ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ
ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻࡱ

ࠅ



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ

xȣʉʞǩʉǩȴȣࡩ üǞƟ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɻʉɫŒʉƟǊˈ ʉƟȣƌɻ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ
ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻࡱ ࠅ
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ xȣʉʞǩʉǩȴȣ

īǞˈ ƌȴȣࢪʉ ʿƟ ǽʞɻʉ ɻƟʉ ƀǺ ʉȴ ʉǞƟ ˀǦ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ
ƊǦ = ȝǩȣƀ∈* ∥ˀǦ − ƀ∥ࡲ߿߿ xࡱƟࡪࡱ ʿǞˈ ƌȴ ʿƟ ʞɻƟ ɫŒȣƌȴȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡲ

üǞǩɻ
ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ ʻŒɫǩŒȣʉ ƁŒȣ ŷƟ ǇȴǩȋƟƌ ŷˈ ȴʞʉȋǩƟɫɻࡱ

īǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻ ŒɫƟ ŷȴʉǞ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ Œȣƌ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒɻƟʉࡱ

ࠆ



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ xȣʉʞǩʉǩȴȣ

īǞˈ ƌȴȣࢪʉ ʿƟ ǽʞɻʉ ɻƟʉ ƀǺ ʉȴ ʉǞƟ ˀǦ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ
ƊǦ = ȝǩȣƀ∈* ∥ˀǦ − ƀ∥ࡲ߿߿ xࡱƟࡪࡱ ʿǞˈ ƌȴ ʿƟ ʞɻƟ ɫŒȣƌȴȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡲ üǞǩɻ
ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ ʻŒɫǩŒȣʉ ƁŒȣ ŷƟ ǇȴǩȋƟƌ ŷˈ ȴʞʉȋǩƟɫɻࡱ

īǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻ ŒɫƟ ŷȴʉǞ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ Œȣƌ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒɻƟʉࡱ

ࠆ

"00



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ xȣʉʞǩʉǩȴȣ

īǞˈ ƌȴȣࢪʉ ʿƟ ǽʞɻʉ ɻƟʉ ƀǺ ʉȴ ʉǞƟ ˀǦ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ
ƊǦ = ȝǩȣƀ∈* ∥ˀǦ − ƀ∥ࡲ߿߿ xࡱƟࡪࡱ ʿǞˈ ƌȴ ʿƟ ʞɻƟ ɫŒȣƌȴȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡲ üǞǩɻ
ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ ʻŒɫǩŒȣʉ ƁŒȣ ŷƟ ǇȴǩȋƟƌ ŷˈ ȴʞʉȋǩƟɫɻࡱ

īǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻ ŒɫƟ ŷȴʉǞ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ Œȣƌ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒɻƟʉࡱ

ࠆ

O

'l.



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ xȣʉʞǩʉǩȴȣ

īǞˈ ƌȴȣࢪʉ ʿƟ ǽʞɻʉ ɻƟʉ ƀǺ ʉȴ ʉǞƟ ˀǦ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ
ƊǦ = ȝǩȣƀ∈* ∥ˀǦ − ƀ∥ࡲ߿߿ xࡱƟࡪࡱ ʿǞˈ ƌȴ ʿƟ ʞɻƟ ɫŒȣƌȴȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡲ üǞǩɻ
ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ ʻŒɫǩŒȣʉ ƁŒȣ ŷƟ ǇȴǩȋƟƌ ŷˈ ȴʞʉȋǩƟɫɻࡱ

īǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻ ŒɫƟ ŷȴʉǞ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ Œȣƌ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒɻƟʉࡱ

ࠆ

O i



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ xȣʉʞǩʉǩȴȣ

īǞˈ ƌȴȣࢪʉ ʿƟ ǽʞɻʉ ɻƟʉ ƀǺ ʉȴ ʉǞƟ ˀǦ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ
ƊǦ = ȝǩȣƀ∈* ∥ˀǦ − ƀ∥ࡲ߿߿ xࡱƟࡪࡱ ʿǞˈ ƌȴ ʿƟ ʞɻƟ ɫŒȣƌȴȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡲ üǞǩɻ
ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ ʻŒɫǩŒȣʉ ƁŒȣ ŷƟ ǇȴǩȋƟƌ ŷˈ ȴʞʉȋǩƟɫɻࡱ

īǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƁȋʞɻʉƟɫ ƁƟȣʉƟɫɻ ŒɫƟ ŷȴʉǞ ʿƟȋȋ࢙ɻɠɫƟŒƌ Œȣƌ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒɻƟʉࡱ ࠆ
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟࡩ
ࡱ߾ �Ɵʉ ,߾* . . . , *Ȃ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ƁƟȣʉƟɫɻ ƀ߾, . . . , ƀȂ
Œȣƌ µ(*߾), . . . , µ(*Ȃ) ŷƟ ʉǞƟǩɫ ƁƟȣʉɫȴǩƌɻࡱ �Ɵʉ ,߾� . . . ,�Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿࡩ

Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− µ(*Ǧ)∥߿߿ ≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− ƀǦ∥߿߿ ≤ ®(ȋȴǊ Ȃ) ·
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈�Ǧ

∥ˀ− µ(�Ǧ)∥߿߿.

ࡱ߿ ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ Œȣˈ ƁȋʞɻʉƟɫ
�Ǧ ʉǞŒʉ ǞŒɻ Œ ƁƟȣʉƟɫ ƀ߾, . . . , ƀȂ ɻƟȋƟƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ ǩʉ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩɻ ƁȴʻƟɫƟƌࢎ ǩɻ
Œʉ ȝȴɻʉ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ǇŒƁʉȴɫ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

ࡱࠀ �ɫǊʞƟ ʉǞŒʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɫȴʞȣƌ ȴǇ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ
Ɓȴɻʉ ǩɻ ǞǩǊǞࡪ ʿƟ ŒɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ Œ ȣƟʿ ƁƟȣʉƟɫ Ǉɫȴȝ Œȣ
ʞȣƁȴʻƟɫƟƌ ƁȋʞɻʉƟɫࡱ

߽߾

- -

-

# ⇒ -

C i i s a data point "representatie"

E cluster C,'
"seed"

Mcci) centoid o f that cluster



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟࡩ
ࡱ߾ �Ɵʉ ,߾* . . . , *Ȃ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ƁƟȣʉƟɫɻ ƀ߾, . . . , ƀȂ
Œȣƌ µ(*߾), . . . , µ(*Ȃ) ŷƟ ʉǞƟǩɫ ƁƟȣʉɫȴǩƌɻࡱ �Ɵʉ ,߾� . . . ,�Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿࡩ

Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− µ(*Ǧ)∥߿߿ ≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− ƀǦ∥߿߿ ≤ ®(ȋȴǊ Ȃ) ·
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈�Ǧ

∥ˀ− µ(�Ǧ)∥߿߿.

ࡱ߿ ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ Œȣˈ ƁȋʞɻʉƟɫ
�Ǧ ʉǞŒʉ ǞŒɻ Œ ƁƟȣʉƟɫ ƀ߾, . . . , ƀȂ ɻƟȋƟƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ ǩʉ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩɻ ƁȴʻƟɫƟƌࢎ ǩɻ
Œʉ ȝȴɻʉ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ǇŒƁʉȴɫ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

ࡱࠀ �ɫǊʞƟ ʉǞŒʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɫȴʞȣƌ ȴǇ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ
Ɓȴɻʉ ǩɻ ǞǩǊǞࡪ ʿƟ ŒɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ Œ ȣƟʿ ƁƟȣʉƟɫ Ǉɫȴȝ Œȣ
ʞȣƁȴʻƟɫƟƌ ƁȋʞɻʉƟɫࡱ

߽߾

-



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟࡩ
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ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿࡩ
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Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− µ(*Ǧ)∥߿߿ ≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− ƀǦ∥߿߿ ≤ ®(ȋȴǊ Ȃ) ·
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈�Ǧ

∥ˀ− µ(�Ǧ)∥߿߿.
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�Ǧ ʉǞŒʉ ǞŒɻ Œ ƁƟȣʉƟɫ ƀ߾, . . . , ƀȂ ɻƟȋƟƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ ǩʉ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩɻ ƁȴʻƟɫƟƌࢎ ǩɻ
Œʉ ȝȴɻʉ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ǇŒƁʉȴɫ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

ࡱࠀ �ɫǊʞƟ ʉǞŒʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɫȴʞȣƌ ȴǇ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ
Ɓȴɻʉ ǩɻ ǞǩǊǞࡪ ʿƟ ŒɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ Œ ȣƟʿ ƁƟȣʉƟɫ Ǉɫȴȝ Œȣ
ʞȣƁȴʻƟɫƟƌ ƁȋʞɻʉƟɫࡱ
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟࡩ
ࡱ߾ �Ɵʉ ,߾* . . . , *Ȃ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ƁƟȣʉƟɫɻ ƀ߾, . . . , ƀȂ
Œȣƌ µ(*߾), . . . , µ(*Ȃ) ŷƟ ʉǞƟǩɫ ƁƟȣʉɫȴǩƌɻࡱ �Ɵʉ ,߾� . . . ,�Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿࡩ

Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− µ(*Ǧ)∥߿߿ ≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− ƀǦ∥߿߿ ≤ ®(ȋȴǊ Ȃ) ·
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈�Ǧ

∥ˀ− µ(�Ǧ)∥߿߿.

ࡱ߿ ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ Œȣˈ ƁȋʞɻʉƟɫ
�Ǧ ʉǞŒʉ ǞŒɻ Œ ƁƟȣʉƟɫ ƀ߾, . . . , ƀȂ ɻƟȋƟƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ ǩʉ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩɻ ƁȴʻƟɫƟƌࢎ ǩɻ
Œʉ ȝȴɻʉ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ǇŒƁʉȴɫ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

ࡱࠀ �ɫǊʞƟ ʉǞŒʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɫȴʞȣƌ ȴǇ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ
Ɓȴɻʉ ǩɻ ǞǩǊǞࡪ ʿƟ ŒɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ Œ ȣƟʿ ƁƟȣʉƟɫ Ǉɫȴȝ Œȣ
ʞȣƁȴʻƟɫƟƌ ƁȋʞɻʉƟɫࡱ

ࡱࠁ +ȴȣƁȋʞƌƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œȣˈ ǞǩǊǞ Ɓȴɻʉ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Œȣƌ ʻǩŒ Œ ƁŒɫƟǇʞȋ ǩȣƌʞƁʉǩʻƟ ŒɫǊʞȝƟȣʉ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ Ɓȴɻʉ ǩɻ ®(ȋȴǊ Ȃ) ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝʞȝࡱ
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟࡩ
ࡱ߾ �Ɵʉ ,߾* . . . , *Ȃ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ƁƟȣʉƟɫɻ ƀ߾, . . . , ƀȂ
Œȣƌ µ(*߾), . . . , µ(*Ȃ) ŷƟ ʉǞƟǩɫ ƁƟȣʉɫȴǩƌɻࡱ �Ɵʉ ,߾� . . . ,�Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿࡩ

Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− µ(*Ǧ)∥߿߿ ≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− ƀǦ∥߿߿ ≤ ®(ȋȴǊ Ȃ) ·
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈�Ǧ

∥ˀ− µ(�Ǧ)∥߿߿.

ࡱ߿ ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ Œȣˈ ƁȋʞɻʉƟɫ
�Ǧ ʉǞŒʉ ǞŒɻ Œ ƁƟȣʉƟɫ ƀ߾, . . . , ƀȂ ɻƟȋƟƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ ǩʉ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩɻ ƁȴʻƟɫƟƌࢎ ǩɻ
Œʉ ȝȴɻʉ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ǇŒƁʉȴɫ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

ࡱࠀ �ɫǊʞƟ ʉǞŒʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɫȴʞȣƌ ȴǇ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ
Ɓȴɻʉ ǩɻ ǞǩǊǞࡪ ʿƟ ŒɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ Œ ȣƟʿ ƁƟȣʉƟɫ Ǉɫȴȝ Œȣ
ʞȣƁȴʻƟɫƟƌ ƁȋʞɻʉƟɫࡱ

ࡱࠁ +ȴȣƁȋʞƌƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œȣˈ ǞǩǊǞ Ɓȴɻʉ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Œȣƌ ʻǩŒ Œ ƁŒɫƟǇʞȋ ǩȣƌʞƁʉǩʻƟ ŒɫǊʞȝƟȣʉ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ Ɓȴɻʉ ǩɻ ®(ȋȴǊ Ȃ) ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝʞȝࡱ ߿߾
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴȴǇ ´ʞʉȋǩȣƟࡩ
ࡱ߾ �Ɵʉ ,߾* . . . , *Ȃ ʉǞƟ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ƁƟȣʉƟɫɻ ƀ߾, . . . , ƀȂ
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ȴɠʉǩȝŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ īƟ ʿǩȋȋ ɻǞȴʿࡩ

Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− µ(*Ǧ)∥߿߿ ≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈*Ǧ

∥ˀ− ƀǦ∥߿߿ ≤ ®(ȋȴǊ Ȃ) ·
Ȃ∑

Ǧ=߾

∑

ˀ∈�Ǧ

∥ˀ− µ(�Ǧ)∥߿߿.

ࡱ߿ ßɫȴʻƟ ʉǞŒʉࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ Œȣˈ ƁȋʞɻʉƟɫ
�Ǧ ʉǞŒʉ ǞŒɻ Œ ƁƟȣʉƟɫ ƀ߾, . . . , ƀȂ ɻƟȋƟƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ ǩʉ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩɻ ƁȴʻƟɫƟƌࢎ ǩɻ
Œʉ ȝȴɻʉ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ǇŒƁʉȴɫ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

ࡱࠀ �ɫǊʞƟ ʉǞŒʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɫȴʞȣƌ ȴǇ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ Œɻ ȋȴȣǊ Œɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ
Ɓȴɻʉ ǩɻ ǞǩǊǞࡪ ʿƟ ŒɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉ Œ ȣƟʿ ƁƟȣʉƟɫ Ǉɫȴȝ Œȣ
ʞȣƁȴʻƟɫƟƌ ƁȋʞɻʉƟɫࡱ

ࡱࠁ +ȴȣƁȋʞƌƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œȣˈ ǞǩǊǞ Ɓȴɻʉ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Œȣƌ ʻǩŒ Œ ƁŒɫƟǇʞȋ ǩȣƌʞƁʉǩʻƟ ŒɫǊʞȝƟȣʉ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ Ɓȴɻʉ ǩɻ ®(ȋȴǊ Ȃ) ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝʞȝࡱ ߿߾
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ ßɫȴȴǇ ðȅƟʉƁǞ

�Ɵʉ Xʗ,Xƀ ŷƟ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣƁȴʻƟɫƟƌ Œȣƌ ƁȴʻƟɫƟƌ ɠȴǩȣʉɻ ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ
�Ɵʉ φ(Xʗ) Œȣƌ φ(Xƀ) ŷƟ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ Ɓȴɻʉ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ɠȴǩȣʉɻࡪ
Œȣƌ φ®Øó(Xʗ) Œȣƌ φ®Øó(Xƀ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

ࡦ īǩȋȋ ŒɫǊʞƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ɻȋǩƌƟɻ ʉǞŒʉ E[φ(Xƀ)] ! φ®Øó(Xƀ)

ࡦ xǇ φ(X ) ≥ α · φ®Øó(X ࡪ( ʉǞƟȣ
φ(Xƀ) ≤ φ®Øó(Xƀ) ≤ φ®Øó(X ) ≤ α/߾ · φ(X ࡱ(

ðȴ
φ(Xʗ) = φ(X )− φ(Xƀ) ≥ −߾) (α/߾ · φ(X ࡱ( ðȴࡪ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œ ȣƟʿ
ƁȋʞɻʉƟɫ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ

φ(Xʗ)

φ(X )
≥ −߾ ߾

α
≈ ߾

ʿǞƟȣ α ǩɻ ȋŒɫǊƟࡱ

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ʞȣȋƟɻɻ ȴʞɫ ƁʞɫɫƟȣʉ Ɓȴɻʉ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡪ ʿƟ
ƁȴʻƟɫ Œ ȣƟʿ ƁȋʞɻʉƟɫ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ ßɫȴȴǇ ðȅƟʉƁǞ

�Ɵʉ Xʗ,Xƀ ŷƟ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣƁȴʻƟɫƟƌ Œȣƌ ƁȴʻƟɫƟƌ ɠȴǩȣʉɻ ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ
�Ɵʉ φ(Xʗ) Œȣƌ φ(Xƀ) ŷƟ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ Ɓȴɻʉ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ɠȴǩȣʉɻࡪ
Œȣƌ φ®Øó(Xʗ) Œȣƌ φ®Øó(Xƀ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

ࡦ īǩȋȋ ŒɫǊʞƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ɻȋǩƌƟɻ ʉǞŒʉ E[φ(Xƀ)] ! φ®Øó(Xƀ)

ࡦ xǇ φ(X ) ≥ α · φ®Øó(X ࡪ( ʉǞƟȣ
φ(Xƀ) ≤ φ®Øó(Xƀ) ≤ φ®Øó(X ) ≤ α/߾ · φ(X ࡱ(

ðȴ
φ(Xʗ) = φ(X )− φ(Xƀ) ≥ −߾) (α/߾ · φ(X ࡱ( ðȴࡪ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œ ȣƟʿ
ƁȋʞɻʉƟɫ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ

φ(Xʗ)

φ(X )
≥ −߾ ߾

α
≈ ߾

ʿǞƟȣ α ǩɻ ȋŒɫǊƟࡱ

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ʞȣȋƟɻɻ ȴʞɫ ƁʞɫɫƟȣʉ Ɓȴɻʉ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡪ ʿƟ
ƁȴʻƟɫ Œ ȣƟʿ ƁȋʞɻʉƟɫ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࠀ߾
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ ßɫȴȴǇ ðȅƟʉƁǞ

�Ɵʉ Xʗ,Xƀ ŷƟ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣƁȴʻƟɫƟƌ Œȣƌ ƁȴʻƟɫƟƌ ɠȴǩȣʉɻ ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ
�Ɵʉ φ(Xʗ) Œȣƌ φ(Xƀ) ŷƟ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ Ɓȴɻʉ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ɠȴǩȣʉɻࡪ
Œȣƌ φ®Øó(Xʗ) Œȣƌ φ®Øó(Xƀ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

ࡦ īǩȋȋ ŒɫǊʞƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ɻȋǩƌƟɻ ʉǞŒʉ E[φ(Xƀ)] ! φ®Øó(Xƀ)

ࡦ xǇ φ(X ) ≥ α · φ®Øó(X ࡪ( ʉǞƟȣ
φ(Xƀ) ≤ φ®Øó(Xƀ) ≤ φ®Øó(X ) ≤ α/߾ · φ(X ࡱ(

ðȴ
φ(Xʗ) = φ(X )− φ(Xƀ) ≥ −߾) (α/߾ · φ(X ࡱ( ðȴࡪ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œ ȣƟʿ
ƁȋʞɻʉƟɫ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ

φ(Xʗ)

φ(X )
≥ −߾ ߾

α
≈ ߾

ʿǞƟȣ α ǩɻ ȋŒɫǊƟࡱ
ࡦ xࡱƟࡪࡱ ʞȣȋƟɻɻ ȴʞɫ ƁʞɫɫƟȣʉ Ɓȴɻʉ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡪ ʿƟ
ƁȴʻƟɫ Œ ȣƟʿ ƁȋʞɻʉƟɫ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࠀ߾
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ ßɫȴȴǇ ðȅƟʉƁǞ

�Ɵʉ Xʗ,Xƀ ŷƟ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣƁȴʻƟɫƟƌ Œȣƌ ƁȴʻƟɫƟƌ ɠȴǩȣʉɻ ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ
�Ɵʉ φ(Xʗ) Œȣƌ φ(Xƀ) ŷƟ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ Ɓȴɻʉ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ɠȴǩȣʉɻࡪ
Œȣƌ φ®Øó(Xʗ) Œȣƌ φ®Øó(Xƀ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

ࡦ īǩȋȋ ŒɫǊʞƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ɻȋǩƌƟɻ ʉǞŒʉ E[φ(Xƀ)] ! φ®Øó(Xƀ)

ࡦ xǇ φ(X ) ≥ α · φ®Øó(X ࡪ( ʉǞƟȣ
φ(Xƀ) ≤ φ®Øó(Xƀ) ≤ φ®Øó(X ) ≤ α/߾ · φ(X ࡱ( ðȴ
φ(Xʗ) = φ(X )− φ(Xƀ) ≥ −߾) (α/߾ · φ(X ࡱ( ðȴࡪ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œ ȣƟʿ
ƁȋʞɻʉƟɫ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ

φ(Xʗ)

φ(X )
≥ −߾ ߾

α
≈ ߾

ʿǞƟȣ α ǩɻ ȋŒɫǊƟࡱ
ࡦ xࡱƟࡪࡱ ʞȣȋƟɻɻ ȴʞɫ ƁʞɫɫƟȣʉ Ɓȴɻʉ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡪ ʿƟ
ƁȴʻƟɫ Œ ȣƟʿ ƁȋʞɻʉƟɫ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ �ȣŒȋˈɻǩɻ

xʉ ɫƟȝŒǩȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ Œ
ƁȴʻƟɫƟƌ ƁȋʞɻʉƟɫ �Ǧ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ǇŒƁʉȴɫ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

� ċɻƟǇʞȋ �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ è ŷƟ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ƁƟȣʉɫȴǩƌ µ(è)ࡪ Œȣƌ ȋƟʉ ˍ
ŷƟ Œȣˈ ȴʉǞƟɫ ɠȴǩȣʉࡱ

∑

ˀ∈è
∥ˀ− ߿߿∥ˍ =

∑

ˀ∈è
∥ˀ− µ(è)∥߿߿ + |è| · ∥µ(è)− .߿߿∥ˍ

ßɫȴȴǇࡩ ∑ˀ∈è ∥ˀ− ߿߿∥ˍ =
∑

ˀ∈è ∥(ˀ− µ(è)) + (µ(è)− ߿߿∥(ˍ

=∑
ˀ∈è ∥ˀ− µ(è)∥߿߿ +

∑
ˀ∈è ∥µ(è)− ߿߿∥ˍ +

∑
ˀ∈è −ˀ⟩߿ µ(è), µ(è)− ˍ⟩

ࠂ߾



ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ �ȣŒȋˈɻǩɻ

xʉ ɫƟȝŒǩȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ Œ
ƁȴʻƟɫƟƌ ƁȋʞɻʉƟɫ �Ǧ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ǇŒƁʉȴɫ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

� ċɻƟǇʞȋ �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ è ŷƟ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ƁƟȣʉɫȴǩƌ µ(è)ࡪ Œȣƌ ȋƟʉ ˍ
ŷƟ Œȣˈ ȴʉǞƟɫ ɠȴǩȣʉࡱ

∑

ˀ∈è
∥ˀ− ߿߿∥ˍ =

∑

ˀ∈è
∥ˀ− µ(è)∥߿߿ + |è| · ∥µ(è)− .߿߿∥ˍ

ßɫȴȴǇࡩ ∑ˀ∈è ∥ˀ− ߿߿∥ˍ =
∑

ˀ∈è ∥(ˀ− µ(è)) + (µ(è)− ߿߿∥(ˍ

=∑
ˀ∈è ∥ˀ− µ(è)∥߿߿ +

∑
ˀ∈è ∥µ(è)− ߿߿∥ˍ +

∑
ˀ∈è −ˀ⟩߿ µ(è), µ(è)− ˍ⟩

ࠂ߾
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ �ȣŒȋˈɻǩɻ

xʉ ɫƟȝŒǩȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ Œ
ƁȴʻƟɫƟƌ ƁȋʞɻʉƟɫ �Ǧ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ǇŒƁʉȴɫ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

� ċɻƟǇʞȋ �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ è ŷƟ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ƁƟȣʉɫȴǩƌ µ(è)ࡪ Œȣƌ ȋƟʉ ˍ
ŷƟ Œȣˈ ȴʉǞƟɫ ɠȴǩȣʉࡱ

∑

ˀ∈è
∥ˀ− ߿߿∥ˍ =

∑

ˀ∈è
∥ˀ− µ(è)∥߿߿ + |è| · ∥µ(è)− .߿߿∥ˍ

ßɫȴȴǇࡩ ∑ˀ∈è ∥ˀ− ߿߿∥ˍ =
∑

ˀ∈è ∥(ˀ− µ(è)) + (µ(è)− ߿߿∥(ˍ

=∑
ˀ∈è ∥ˀ− µ(è)∥߿߿ +

∑
ˀ∈è ∥µ(è)− ߿߿∥ˍ +

∑
ˀ∈è −ˀ⟩߿ µ(è), µ(è)− ˍ⟩

ࠂ߾
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ȅ࢙ȝƟŒȣɻऍऍ �ȣŒȋˈɻǩɻ

xʉ ɫƟȝŒǩȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ Œ
ƁȴʻƟɫƟƌ ƁȋʞɻʉƟɫ �Ǧ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ǇŒƁʉȴɫ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉࡱ

� ċɻƟǇʞȋ �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ è ŷƟ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ƁƟȣʉɫȴǩƌ µ(è)ࡪ Œȣƌ ȋƟʉ ˍ
ŷƟ Œȣˈ ȴʉǞƟɫ ɠȴǩȣʉࡱ

∑

ˀ∈è
∥ˀ− ߿߿∥ˍ =

∑

ˀ∈è
∥ˀ− µ(è)∥߿߿ + |è| · ∥µ(è)− .߿߿∥ˍ

ßɫȴȴǇࡩ ∑ˀ∈è ∥ˀ− ߿߿∥ˍ =
∑

ˀ∈è ∥(ˀ− µ(è)) + (µ(è)− ߿߿∥(ˍ =∑
ˀ∈è ∥ˀ− µ(è)∥߿߿ +

∑
ˀ∈è ∥µ(è)− ߿߿∥ˍ +

∑
ˀ∈è −ˀ⟩߿ µ(è), µ(è)− ˍ⟩ ࠂ߾
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`ǩɫɻʉ +ȋʞɻʉƟɫ #ȴʞȣƌ

�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ � ŶƝ ɵȰȚƝ ƀȈʗɵʂƝɥ ǦȠ ʂǛƝ ȰɛʂǦȚŒȈ ƀȈʗɵʂƝɥ ɵƝʂ ,߾� . . . ,�Ȃࡰ �Ɲʂ ƀ߾ ŶƝ
Œ ƀȈʗɵʂƝɥ ƀƝȠʂƝɥ ƀǛȰɵƝȠ ʗȠǦǅȰɥȚȈˁ Œʂ ɥŒȠƊȰȚ ǅɥȰȚ ࡰ� �Ɲʂ
φ(�) =

∑
ˀ∈� ∥ˀ− ƀ߿߿∥߾ ŒȠƊ φ®Øó(�) =

∑
ˀ∈� ∥ˀ− µ(�)∥ࡰ߿߿

E[φ(�)] = .(�)φ®Øó߿

E[φ(�)] =
∑

Œ߾∈�

߾
|�| ·

∑

Œ߿∈�
∥Œ߾ − Œ߿߿∥߿

=
߾
|�|
∑

Œ߾∈�

∑

Œ߿∈�

[
∥Œ߿ − µ(�)∥߿߿ + |�| · ∥Œ߾ − µ(�)∥߿߿

]

=
∑

Œ߾∈�
∥Œ߾ − µ(�)∥߿߿ +

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − µ(�)∥߿߿

= .(�)φ®Øó߿

ࠃ߾
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�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ � ŶƝ ɵȰȚƝ ƀȈʗɵʂƝɥ ǦȠ ʂǛƝ ȰɛʂǦȚŒȈ ƀȈʗɵʂƝɥ ɵƝʂ ,߾� . . . ,�Ȃࡰ �Ɲʂ ƀ߾ ŶƝ
Œ ƀȈʗɵʂƝɥ ƀƝȠʂƝɥ ƀǛȰɵƝȠ ʗȠǦǅȰɥȚȈˁ Œʂ ɥŒȠƊȰȚ ǅɥȰȚ ࡰ� �Ɲʂ
φ(�) =

∑
ˀ∈� ∥ˀ− ƀ߿߿∥߾ ŒȠƊ φ®Øó(�) =

∑
ˀ∈� ∥ˀ− µ(�)∥ࡰ߿߿

E[φ(�)] = .(�)φ®Øó߿

E[φ(�)] =
∑

Œ߾∈�

߾
|�| ·

∑

Œ߿∈�
∥Œ߾ − Œ߿߿∥߿

=
߾
|�|
∑

Œ߾∈�

∑

Œ߿∈�

[
∥Œ߿ − µ(�)∥߿߿ + |�| · ∥Œ߾ − µ(�)∥߿߿

]

=
∑

Œ߾∈�
∥Œ߾ − µ(�)∥߿߿ +

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − µ(�)∥߿߿

= .(�)φ®Øó߿

ࠃ߾
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�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ � ŶƝ ɵȰȚƝ ƀȈʗɵʂƝɥ ǦȠ ʂǛƝ ȰɛʂǦȚŒȈ ƀȈʗɵʂƝɥ ɵƝʂ ,߾� . . . ,�Ȃࡰ �Ɲʂ ƀ߾ ŶƝ
Œ ƀȈʗɵʂƝɥ ƀƝȠʂƝɥ ƀǛȰɵƝȠ ʗȠǦǅȰɥȚȈˁ Œʂ ɥŒȠƊȰȚ ǅɥȰȚ ࡰ� �Ɲʂ
φ(�) =

∑
ˀ∈� ∥ˀ− ƀ߿߿∥߾ ŒȠƊ φ®Øó(�) =

∑
ˀ∈� ∥ˀ− µ(�)∥ࡰ߿߿

E[φ(�)] = .(�)φ®Øó߿

E[φ(�)] =
∑

Œ߾∈�

߾
|�| ·

∑

Œ߿∈�
∥Œ߾ − Œ߿߿∥߿

=
߾
|�|
∑

Œ߾∈�

∑

Œ߿∈�

[
∥Œ߿ − µ(�)∥߿߿ + |�| · ∥Œ߾ − µ(�)∥߿߿

]

=
∑

Œ߾∈�
∥Œ߾ − µ(�)∥߿߿ +

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − µ(�)∥߿߿

= .(�)φ®Øó߿

ࠃ߾
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�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ � ŶƝ ɵȰȚƝ ƀȈʗɵʂƝɥ ǦȠ ʂǛƝ ȰɛʂǦȚŒȈ ƀȈʗɵʂƝɥ ɵƝʂ ,߾� . . . ,�Ȃࡰ �Ɲʂ ƀ߾ ŶƝ
Œ ƀȈʗɵʂƝɥ ƀƝȠʂƝɥ ƀǛȰɵƝȠ ʗȠǦǅȰɥȚȈˁ Œʂ ɥŒȠƊȰȚ ǅɥȰȚ ࡰ� �Ɲʂ
φ(�) =

∑
ˀ∈� ∥ˀ− ƀ߿߿∥߾ ŒȠƊ φ®Øó(�) =

∑
ˀ∈� ∥ˀ− µ(�)∥ࡰ߿߿

E[φ(�)] = .(�)φ®Øó߿

E[φ(�)] =
∑

Œ߾∈�

߾
|�| ·

∑

Œ߿∈�
∥Œ߾ − Œ߿߿∥߿

=
߾
|�|
∑

Œ߾∈�

∑

Œ߿∈�

[
∥Œ߿ − µ(�)∥߿߿ + |�| · ∥Œ߾ − µ(�)∥߿߿

]

=
∑

Œ߾∈�
∥Œ߾ − µ(�)∥߿߿ +

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − µ(�)∥߿߿

= .(�)φ®Øó߿

ࠃ߾
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�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ � ŶƝ ɵȰȚƝ ƀȈʗɵʂƝɥ ǦȠ ʂǛƝ ȰɛʂǦȚŒȈ ƀȈʗɵʂƝɥ ɵƝʂ ,߾� . . . ,�Ȃࡰ �Ɲʂ ƀ߾ ŶƝ
Œ ƀȈʗɵʂƝɥ ƀƝȠʂƝɥ ƀǛȰɵƝȠ ʗȠǦǅȰɥȚȈˁ Œʂ ɥŒȠƊȰȚ ǅɥȰȚ ࡰ� �Ɲʂ
φ(�) =

∑
ˀ∈� ∥ˀ− ƀ߿߿∥߾ ŒȠƊ φ®Øó(�) =

∑
ˀ∈� ∥ˀ− µ(�)∥ࡰ߿߿

E[φ(�)] = .(�)φ®Øó߿

E[φ(�)] =
∑

Œ߾∈�

߾
|�| ·

∑

Œ߿∈�
∥Œ߾ − Œ߿߿∥߿

=
߾
|�|
∑

Œ߾∈�

∑

Œ߿∈�

[
∥Œ߿ − µ(�)∥߿߿ + |�| · ∥Œ߾ − µ(�)∥߿߿

]

=
∑

Œ߾∈�
∥Œ߾ − µ(�)∥߿߿ +

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − µ(�)∥߿߿

= .(�)φ®Øó߿
ࠃ߾
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�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ � ŶƝ ɵȰȚƝ ƀȈʗɵʂƝɥ ǦȠ ʂǛƝ ȰɛʂǦȚŒȈ ƀȈʗɵʂƝɥ ɵƝʂ ,߾� . . . ,�Ȃࡰ �Ɲʂ
ƀ߾, . . . , ƀǺ−߾ ŶƝ Ȱʗɥ ƀʗɥɥƝȠʂ ɵƝʂ Ȱǅ ƀȈʗɵʂƝɥ ƀƝȠʂƝɥɵࡰ uǅ ʸƝ ŒƊƊ Œ ɥŒȠƊȰȚ
ƀƝȠʂƝɥ ƀǺ ǅɥȰȚ ࡪ� ƀǛȰɵƝȠ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ɛɥȰɛȰɥʂǦȰȠŒȈ ʂȰ
Ɗ(Œ) = ȝǩȣǦ∈{߾,...,Ǻ−߾} ∥Œ− ƀǦ∥߿߿ ʂǛƝȠ

E[φ(�)] ≤ .(�)φ®Øóࠅ

E[φ(�)] =
∑

Œ߾∈�

Ɗ(Œ߾)∑
Œ∈� Ɗ(Œ)

·
∑

Œ߿∈�
ȝǩȣ(Ɗ(Œ߿), ∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾)

#ˈ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȣˈ ƁƟȣʉƟɫ ƀǦࡪ
∥Œ߾ − ƀǦ∥߿߿ ≤ (∥Œ− ƀǦ∥߿ + ∥Œ− Œ߿(߿∥߾ ≤ −Œ∥߿ ƀǦ∥߿߿ + −Œ∥߿ Œࡱ߿߿∥߾ ðȴ

Ɗ(Œ߾) ≤ Ɗ(Œ)߿ + −Œ∥߿ Œ߿߿∥߾.

�ʻƟɫŒǊǩȣǊ ȴʻƟɫ Œȋȋ Œ ∈ ࡪ� Ɗ(Œ߾) ≤ ߿
|�|
∑

Œ∈� Ɗ(�) + ߿
|�|
∑

Œ∈� ∥Œ− Œࡱ߿߿∥߾

ࠄ߾

=
-
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`ʞʉʞɫƟ +ȋʞɻʉƟɫ #ȴʞȣƌɻ

�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ � ŶƝ ɵȰȚƝ ƀȈʗɵʂƝɥ ǦȠ ʂǛƝ ȰɛʂǦȚŒȈ ƀȈʗɵʂƝɥ ɵƝʂ ,߾� . . . ,�Ȃࡰ �Ɲʂ
ƀ߾, . . . , ƀǺ−߾ ŶƝ Ȱʗɥ ƀʗɥɥƝȠʂ ɵƝʂ Ȱǅ ƀȈʗɵʂƝɥ ƀƝȠʂƝɥɵࡰ uǅ ʸƝ ŒƊƊ Œ ɥŒȠƊȰȚ
ƀƝȠʂƝɥ ƀǺ ǅɥȰȚ ࡪ� ƀǛȰɵƝȠ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ɛɥȰɛȰɥʂǦȰȠŒȈ ʂȰ
Ɗ(Œ) = ȝǩȣǦ∈{߾,...,Ǻ−߾} ∥Œ− ƀǦ∥߿߿ ʂǛƝȠ

E[φ(�)] ≤ .(�)φ®Øóࠅ

E[φ(�)] =
∑

Œ߾∈�

Ɗ(Œ߾)∑
Œ∈� Ɗ(Œ)

·
∑

Œ߿∈�
ȝǩȣ(Ɗ(Œ߿), ∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾)

#ˈ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȣˈ ƁƟȣʉƟɫ ƀǦࡪ
∥Œ߾ − ƀǦ∥߿߿ ≤ (∥Œ− ƀǦ∥߿ + ∥Œ− Œ߿(߿∥߾ ≤ −Œ∥߿ ƀǦ∥߿߿ + −Œ∥߿ Œࡱ߿߿∥߾ ðȴ

Ɗ(Œ߾) ≤ Ɗ(Œ)߿ + −Œ∥߿ Œ߿߿∥߾.

�ʻƟɫŒǊǩȣǊ ȴʻƟɫ Œȋȋ Œ ∈ ࡪ� Ɗ(Œ߾) ≤ ߿
|�|
∑

Œ∈� Ɗ(�) + ߿
|�|
∑

Œ∈� ∥Œ− Œࡱ߿߿∥߾

ࠄ߾

÷:÷O
- -



`ʞʉʞɫƟ +ȋʞɻʉƟɫ #ȴʞȣƌɻ

�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ � ŶƝ ɵȰȚƝ ƀȈʗɵʂƝɥ ǦȠ ʂǛƝ ȰɛʂǦȚŒȈ ƀȈʗɵʂƝɥ ɵƝʂ ,߾� . . . ,�Ȃࡰ �Ɲʂ
ƀ߾, . . . , ƀǺ−߾ ŶƝ Ȱʗɥ ƀʗɥɥƝȠʂ ɵƝʂ Ȱǅ ƀȈʗɵʂƝɥ ƀƝȠʂƝɥɵࡰ uǅ ʸƝ ŒƊƊ Œ ɥŒȠƊȰȚ
ƀƝȠʂƝɥ ƀǺ ǅɥȰȚ ࡪ� ƀǛȰɵƝȠ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ɛɥȰɛȰɥʂǦȰȠŒȈ ʂȰ
Ɗ(Œ) = ȝǩȣǦ∈{߾,...,Ǻ−߾} ∥Œ− ƀǦ∥߿߿ ʂǛƝȠ

E[φ(�)] ≤ .(�)φ®Øóࠅ

E[φ(�)] =
∑

Œ߾∈�

Ɗ(Œ߾)∑
Œ∈� Ɗ(Œ)

·
∑

Œ߿∈�
ȝǩȣ(Ɗ(Œ߿), ∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾)

#ˈ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȣˈ ƁƟȣʉƟɫ ƀǦࡪ
∥Œ߾ − ƀǦ∥߿߿ ≤ (∥Œ− ƀǦ∥߿ + ∥Œ− Œ߿(߿∥߾ ≤ −Œ∥߿ ƀǦ∥߿߿ + −Œ∥߿ Œࡱ߿߿∥߾ ðȴ

Ɗ(Œ߾) ≤ Ɗ(Œ)߿ + −Œ∥߿ Œ߿߿∥߾.

�ʻƟɫŒǊǩȣǊ ȴʻƟɫ Œȋȋ Œ ∈ ࡪ� Ɗ(Œ߾) ≤ ߿
|�|
∑

Œ∈� Ɗ(�) + ߿
|�|
∑

Œ∈� ∥Œ− Œࡱ߿߿∥߾

ࠄ߾
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`ʞʉʞɫƟ +ȋʞɻʉƟɫ #ȴʞȣƌɻ

�ƟȝȝŒ
�Ɲʂ � ŶƝ ɵȰȚƝ ƀȈʗɵʂƝɥ ǦȠ ʂǛƝ ȰɛʂǦȚŒȈ ƀȈʗɵʂƝɥ ɵƝʂ ,߾� . . . ,�Ȃࡰ �Ɲʂ
ƀ߾, . . . , ƀǺ−߾ ŶƝ Ȱʗɥ ƀʗɥɥƝȠʂ ɵƝʂ Ȱǅ ƀȈʗɵʂƝɥ ƀƝȠʂƝɥɵࡰ uǅ ʸƝ ŒƊƊ Œ ɥŒȠƊȰȚ
ƀƝȠʂƝɥ ƀǺ ǅɥȰȚ ࡪ� ƀǛȰɵƝȠ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ɛɥȰɛȰɥʂǦȰȠŒȈ ʂȰ
Ɗ(Œ) = ȝǩȣǦ∈{߾,...,Ǻ−߾} ∥Œ− ƀǦ∥߿߿ ʂǛƝȠ

E[φ(�)] ≤ .(�)φ®Øóࠅ

E[φ(�)] =
∑

Œ߾∈�

Ɗ(Œ߾)∑
Œ∈� Ɗ(Œ)

·
∑

Œ߿∈�
ȝǩȣ(Ɗ(Œ߿), ∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾)

#ˈ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȣˈ ƁƟȣʉƟɫ ƀǦࡪ
∥Œ߾ − ƀǦ∥߿߿ ≤ (∥Œ− ƀǦ∥߿ + ∥Œ− Œ߿(߿∥߾ ≤ −Œ∥߿ ƀǦ∥߿߿ + −Œ∥߿ Œࡱ߿߿∥߾ ðȴ

Ɗ(Œ߾) ≤ Ɗ(Œ)߿ + −Œ∥߿ Œ߿߿∥߾.

�ʻƟɫŒǊǩȣǊ ȴʻƟɫ Œȋȋ Œ ∈ ࡪ� Ɗ(Œ߾) ≤ ߿
|�|
∑

Œ∈� Ɗ(�) + ߿
|�|
∑

Œ∈� ∥Œ− Œࡱ߿߿∥߾
ࠄ߾
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`ʞʉʞɫƟ +ȋʞɻʉƟɫ #ȴʞȣƌɻ

+ȴȝŷǩȣƟࡩ E[φ(�)] =∑Œ߾∈�
Ɗ(Œ߾)∑
Œ∈� Ɗ(Œ)

·
∑

Œ߿∈�ȝǩȣ(Ɗ(Œ߿), ∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾)
Œȣƌ Ɗ(Œ߾) ≤ ߿

|�|
∑

Œ∈� Ɗ(�) + ߿
|�|
∑

Œ∈� ∥Œ− Œ߿߿∥߾ ʉȴ ǊƟʉࡩ

E[φ(�)] ≤ ߿
|�|

(
∑

Œ߾∈�

∑
Œ∈� Ɗ(�)∑
Œ∈� Ɗ(�)

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾ +

∑

Œ߾∈�

∑
Œ∈� ∥Œ− Œ߿߿∥߾∑

Œ∈� Ɗ(�)
∑

Œ߿∈�
Ɗ(Œ߿)

)

=
ࠁ
|�|
∑

Œ߾∈�

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾

≤ .(�)φ®Øóࠅ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œ ƁȋʞɻʉƟɫ � Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ Ɓȴɻʉ ǩɻࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʿǩʉǞǩȣ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ
ǇŒƁʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉ Ǉȴɫ ʉǞŒʉ ƁȋʞɻʉƟɫࡱ

ࠅ߾
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`ʞʉʞɫƟ +ȋʞɻʉƟɫ #ȴʞȣƌɻ

+ȴȝŷǩȣƟࡩ E[φ(�)] =∑Œ߾∈�
Ɗ(Œ߾)∑
Œ∈� Ɗ(Œ)

·
∑

Œ߿∈�ȝǩȣ(Ɗ(Œ߿), ∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾)
Œȣƌ Ɗ(Œ߾) ≤ ߿

|�|
∑

Œ∈� Ɗ(�) + ߿
|�|
∑

Œ∈� ∥Œ− Œ߿߿∥߾ ʉȴ ǊƟʉࡩ

E[φ(�)] ≤ ߿
|�|

(
∑

Œ߾∈�

∑
Œ∈� Ɗ(�)∑
Œ∈� Ɗ(�)

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾ +

∑

Œ߾∈�

∑
Œ∈� ∥Œ− Œ߿߿∥߾∑

Œ∈� Ɗ(�)
∑

Œ߿∈�
Ɗ(Œ߿)

)

=
ࠁ
|�|
∑

Œ߾∈�

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾

≤ .(�)φ®Øóࠅ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œ ƁȋʞɻʉƟɫ � Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ Ɓȴɻʉ ǩɻࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʿǩʉǞǩȣ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ
ǇŒƁʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉ Ǉȴɫ ʉǞŒʉ ƁȋʞɻʉƟɫࡱ

ࠅ߾

-
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`ʞʉʞɫƟ +ȋʞɻʉƟɫ #ȴʞȣƌɻ

+ȴȝŷǩȣƟࡩ E[φ(�)] =∑Œ߾∈�
Ɗ(Œ߾)∑
Œ∈� Ɗ(Œ)

·
∑

Œ߿∈�ȝǩȣ(Ɗ(Œ߿), ∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾)
Œȣƌ Ɗ(Œ߾) ≤ ߿

|�|
∑

Œ∈� Ɗ(�) + ߿
|�|
∑

Œ∈� ∥Œ− Œ߿߿∥߾ ʉȴ ǊƟʉࡩ

E[φ(�)] ≤ ߿
|�|

(
∑

Œ߾∈�

∑
Œ∈� Ɗ(�)∑
Œ∈� Ɗ(�)

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾ +

∑

Œ߾∈�

∑
Œ∈� ∥Œ− Œ߿߿∥߾∑

Œ∈� Ɗ(�)
∑

Œ߿∈�
Ɗ(Œ߿)

)

=
ࠁ
|�|
∑

Œ߾∈�

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾ ≤ .(�)φ®Øóࠅ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œ ƁȋʞɻʉƟɫ � Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ Ɓȴɻʉ ǩɻࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʿǩʉǞǩȣ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ
ǇŒƁʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉ Ǉȴɫ ʉǞŒʉ ƁȋʞɻʉƟɫࡱ

ࠅ߾

- -
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`ʞʉʞɫƟ +ȋʞɻʉƟɫ #ȴʞȣƌɻ

+ȴȝŷǩȣƟࡩ E[φ(�)] =∑Œ߾∈�
Ɗ(Œ߾)∑
Œ∈� Ɗ(Œ)

·
∑

Œ߿∈�ȝǩȣ(Ɗ(Œ߿), ∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾)
Œȣƌ Ɗ(Œ߾) ≤ ߿

|�|
∑

Œ∈� Ɗ(�) + ߿
|�|
∑

Œ∈� ∥Œ− Œ߿߿∥߾ ʉȴ ǊƟʉࡩ

E[φ(�)] ≤ ߿
|�|

(
∑

Œ߾∈�

∑
Œ∈� Ɗ(�)∑
Œ∈� Ɗ(�)

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾ +

∑

Œ߾∈�

∑
Œ∈� ∥Œ− Œ߿߿∥߾∑

Œ∈� Ɗ(�)
∑

Œ߿∈�
Ɗ(Œ߿)

)

=
ࠁ
|�|
∑

Œ߾∈�

∑

Œ߿∈�
∥Œ߿ − Œ߿߿∥߾ ≤ .(�)φ®Øóࠅ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁȴʻƟɫ Œ ƁȋʞɻʉƟɫ � Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ Ɓȴɻʉ ǩɻࡪ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ʿǩʉǞǩȣ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ
ǇŒƁʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ Ɓȴɻʉ Ǉȴɫ ʉǞŒʉ ƁȋʞɻʉƟɫࡱ

ࠅ߾



æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȴʿ࢙æŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

ࠅ߾



�ȴʿ࢙ɫŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗࡱ īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡱ� xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Ȃ≪ ȝǩȣ(Ƞ,Ɗ) ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ
˨ȣƌ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^.

īǞˈ ǩɻ ɫŒȣȅ(ĶĶó�) ≤ Ȃࡲ

īǞˈ ƌȴƟɻ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟ ʉȴ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞǩɻ
Ǉȴɫȝࡲ `ȴɫ Œȣˈ # ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(#) = Ȃࡪ ȋƟʉ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻࢪ# Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣࡱ üǞƟȣ ∥�− ĶĶó�∥^ ≤ ∥�− ࡱ^∥# ðȴ

ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
#:ɫŒȣȅ #=Ȃ

∥�− #∥^.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ȴȣƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ķࡲ +ȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ
ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡪ� ʿǞǩƁǞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡪ ȴɫ ®(ȠƊȂ) ʉǩȝƟ
Ǉȴɫ Œ ǞǩǊǞ ŒƁƁʞɫŒƁˈ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࠆ߾
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�ȴʿ࢙ɫŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗࡱ īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡱ� xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Ȃ≪ ȝǩȣ(Ƞ,Ɗ) ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ
˨ȣƌ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^.

īǞˈ ǩɻ ɫŒȣȅ(ĶĶó�) ≤ Ȃࡲ

īǞˈ ƌȴƟɻ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟ ʉȴ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞǩɻ
Ǉȴɫȝࡲ `ȴɫ Œȣˈ # ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(#) = Ȃࡪ ȋƟʉ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻࢪ# Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣࡱ üǞƟȣ ∥�− ĶĶó�∥^ ≤ ∥�− ࡱ^∥# ðȴ

ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
#:ɫŒȣȅ #=Ȃ

∥�− #∥^.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ȴȣƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ķࡲ +ȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ
ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡪ� ʿǞǩƁǞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡪ ȴɫ ®(ȠƊȂ) ʉǩȝƟ
Ǉȴɫ Œ ǞǩǊǞ ŒƁƁʞɫŒƁˈ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࠆ߾

0



�ȴʿ࢙ɫŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗࡱ īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡱ� xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Ȃ≪ ȝǩȣ(Ƞ,Ɗ) ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ
˨ȣƌ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^.

īǞˈ ǩɻ ɫŒȣȅ(ĶĶó�) ≤ Ȃࡲ

īǞˈ ƌȴƟɻ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟ ʉȴ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞǩɻ
Ǉȴɫȝࡲ `ȴɫ Œȣˈ # ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(#) = Ȃࡪ ȋƟʉ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻࢪ# Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣࡱ üǞƟȣ ∥�− ĶĶó�∥^ ≤ ∥�− ࡱ^∥# ðȴ

ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
#:ɫŒȣȅ #=Ȃ

∥�− #∥^.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ȴȣƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ķࡲ +ȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ
ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡪ� ʿǞǩƁǞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡪ ȴɫ ®(ȠƊȂ) ʉǩȝƟ
Ǉȴɫ Œ ǞǩǊǞ ŒƁƁʞɫŒƁˈ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࠆ߾
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�ȴʿ࢙ɫŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗࡱ īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡱ� xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Ȃ≪ ȝǩȣ(Ƞ,Ɗ) ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ
˨ȣƌ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^.

īǞˈ ǩɻ ɫŒȣȅ(ĶĶó�) ≤ Ȃࡲ

īǞˈ ƌȴƟɻ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟ ʉȴ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞǩɻ
Ǉȴɫȝࡲ

`ȴɫ Œȣˈ # ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(#) = Ȃࡪ ȋƟʉ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻࢪ# Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣࡱ üǞƟȣ ∥�− ĶĶó�∥^ ≤ ∥�− ࡱ^∥# ðȴ

ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
#:ɫŒȣȅ #=Ȃ

∥�− #∥^.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ȴȣƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ķࡲ +ȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ
ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡪ� ʿǞǩƁǞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡪ ȴɫ ®(ȠƊȂ) ʉǩȝƟ
Ǉȴɫ Œ ǞǩǊǞ ŒƁƁʞɫŒƁˈ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࠆ߾
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�ȴʿ࢙ɫŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗࡱ īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡱ� xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Ȃ≪ ȝǩȣ(Ƞ,Ɗ) ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ
˨ȣƌ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^.

īǞˈ ǩɻ ɫŒȣȅ(ĶĶó�) ≤ Ȃࡲ

īǞˈ ƌȴƟɻ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟ ʉȴ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞǩɻ
Ǉȴɫȝࡲ `ȴɫ Œȣˈ # ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(#) = Ȃࡪ ȋƟʉ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻࢪ# Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣࡱ üǞƟȣ ∥�− ĶĶó�∥^ ≤ ∥�− ࡱ^∥# ðȴ

ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
#:ɫŒȣȅ #=Ȃ

∥�− #∥^.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ȴȣƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ķࡲ +ȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ
ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡪ� ʿǞǩƁǞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡪ ȴɫ ®(ȠƊȂ) ʉǩȝƟ
Ǉȴɫ Œ ǞǩǊǞ ŒƁƁʞɫŒƁˈ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࠆ߾
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�ȴʿ࢙ɫŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗࡱ īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡱ� xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Ȃ≪ ȝǩȣ(Ƞ,Ɗ) ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ
˨ȣƌ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^.

īǞˈ ǩɻ ɫŒȣȅ(ĶĶó�) ≤ Ȃࡲ

īǞˈ ƌȴƟɻ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟ ʉȴ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞǩɻ
Ǉȴɫȝࡲ `ȴɫ Œȣˈ # ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(#) = Ȃࡪ ȋƟʉ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻࢪ# Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣࡱ üǞƟȣ ∥�− ĶĶó�∥^ ≤ ∥�− ࡱ^∥# ðȴ

ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
#:ɫŒȣȅ #=Ȃ

∥�− #∥^.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ȴȣƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ķࡲ

+ȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ
ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡪ� ʿǞǩƁǞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡪ ȴɫ ®(ȠƊȂ) ʉǩȝƟ
Ǉȴɫ Œ ǞǩǊǞ ŒƁƁʞɫŒƁˈ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࠆ߾



�ȴʿ࢙ɫŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗࡱ īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡱ� xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Ȃ≪ ȝǩȣ(Ƞ,Ɗ) ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ
˨ȣƌ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^.

īǞˈ ǩɻ ɫŒȣȅ(ĶĶó�) ≤ Ȃࡲ

īǞˈ ƌȴƟɻ ǩʉ ɻʞǇ˨ƁƟ ʉȴ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞǩɻ
Ǉȴɫȝࡲ `ȴɫ Œȣˈ # ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(#) = Ȃࡪ ȋƟʉ Ķ ∈ RȠ×Ȃ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻࢪ# Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣࡱ üǞƟȣ ∥�− ĶĶó�∥^ ≤ ∥�− ࡱ^∥# ðȴ

ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥^ = ȝǩȣ
#:ɫŒȣȅ #=Ȃ

∥�− #∥^.

oȴʿ ʿȴʞȋƌ ȴȣƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ķࡲ +ȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ
ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡪ� ʿǞǩƁǞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡪ ȴɫ ®(ȠƊȂ) ʉǩȝƟ
Ǉȴɫ Œ ǞǩǊǞ ŒƁƁʞɫŒƁˈ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡱ
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ðŒȝɠȋǩȣǊ #ŒɻƟƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

īƟ ʿǩȋȋ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Œ ɻǩȝɠȋƟ ȣȴȣ࢙ʞȣǩǇȴɫȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ŷŒɻƟƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ ʉǞŒʉ ǊǩʻƟɻ Œ ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ
®(ȠƊ+ ȠȂ߿) ʉǩȝƟࡱ

�ǩȣƟŒɫ üǩȝƟ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ

ࡦ `ǩˇ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɛ߾, . . . ,ɛȠ ʿǩʉǞ ɛǦ = ∥�:,Ǧ∥߿߿
^߿∥�∥

ࡱ

ࡦ ðƟȋƟƁʉ ǩ߾, . . . , ǩʉ ∈ [Ƞ] ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ࡪ̍ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ßɫ[ǩǽ = Ȃ] = ɛȂ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵ ʂ ≥ Ȃࡱ

ࡦ �Ɵʉ + = ߾
ʂ ·
∑ʂ

Ǻ=߾
ɛǩǽ√߾

· �:,ǩǽ ࡱ

ࡦ �Ɵʉ Ŀ ∈ RȠ×Ȃ Ɓȴȣɻǩɻʉ ȴǇ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡱ+

�ȴȴȅɻ ȋǩȅƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ xȣ ǇŒƁʉࡪ ʿǩȋȋ ʞɻƟ ʉǞŒʉ
++ó ǩɻ Œ Ǌȴȴƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɠɫȴƌʞƁʉ ��óࡱ

߽߿

- - a n dY 0 k ¥



ðŒȝɠȋǩȣǊ #ŒɻƟƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

īƟ ʿǩȋȋ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Œ ɻǩȝɠȋƟ ȣȴȣ࢙ʞȣǩǇȴɫȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ŷŒɻƟƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ ʉǞŒʉ ǊǩʻƟɻ Œ ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ
®(ȠƊ+ ȠȂ߿) ʉǩȝƟࡱ

�ǩȣƟŒɫ üǩȝƟ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ

ࡦ `ǩˇ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɛ߾, . . . ,ɛȠ ʿǩʉǞ ɛǦ = ∥�:,Ǧ∥߿߿
^߿∥�∥

ࡱ

ࡦ ðƟȋƟƁʉ ǩ߾, . . . , ǩʉ ∈ [Ƞ] ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ࡪ̍ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ßɫ[ǩǽ = Ȃ] = ɛȂ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵ ʂ ≥ Ȃࡱ

ࡦ �Ɵʉ + = ߾
ʂ ·
∑ʂ

Ǻ=߾
ɛǩǽ√߾

· �:,ǩǽ ࡱ

ࡦ �Ɵʉ Ŀ ∈ RȠ×Ȃ Ɓȴȣɻǩɻʉ ȴǇ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡱ+

�ȴȴȅɻ ȋǩȅƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ xȣ ǇŒƁʉࡪ ʿǩȋȋ ʞɻƟ ʉǞŒʉ
++ó ǩɻ Œ Ǌȴȴƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɠɫȴƌʞƁʉ ��óࡱ

߽߿

•
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ðŒȝɠȋǩȣǊ #ŒɻƟƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

īƟ ʿǩȋȋ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Œ ɻǩȝɠȋƟ ȣȴȣ࢙ʞȣǩǇȴɫȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ŷŒɻƟƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ
ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ ʉǞŒʉ ǊǩʻƟɻ Œ ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ
®(ȠƊ+ ȠȂ߿) ʉǩȝƟࡱ

�ǩȣƟŒɫ üǩȝƟ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ

ࡦ `ǩˇ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɛ߾, . . . ,ɛȠ ʿǩʉǞ ɛǦ = ∥�:,Ǧ∥߿߿
^߿∥�∥

ࡱ

ࡦ ðƟȋƟƁʉ ǩ߾, . . . , ǩʉ ∈ [Ƞ] ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ࡪ̍ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ßɫ[ǩǽ = Ȃ] = ɛȂ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵ ʂ ≥ Ȃࡱ

ࡦ �Ɵʉ + = ߾
ʂ ·
∑ʂ

Ǻ=߾
ɛǩǽ√߾

· �:,ǩǽ ࡱ

ࡦ �Ɵʉ Ŀ ∈ RȠ×Ȃ Ɓȴȣɻǩɻʉ ȴǇ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡱ+

�ȴȴȅɻ ȋǩȅƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ xȣ ǇŒƁʉࡪ ʿǩȋȋ ʞɻƟ ʉǞŒʉ
++ó ǩɻ Œ Ǌȴȴƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɠɫȴƌʞƁʉ ��óࡱ

߽߿
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ðŒȝɠȋǩȣǊ #ŒɻƟƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ
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ðŒȝɠȋǩȣǊ #ŒɻƟƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ #ȴʞȣƌ

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝ ȈǦȠƝŒɥ ʂǦȚƝ ȈȰʸɥŒȠȂ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂǦȰȠ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ ɥʗȠ ʸǦʂǛ
ʂ = Ȃ

ϵ߿·
√
δ
ɵŒȚɛȈƝɵ Ȱʗʂɛʗʂɵ Ŀ ∈ RȠ×Ȃ ɵŒʂǦɵǅˁǦȠǈ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ Œʂ

ȈƝŒɵʂ −߾ δࡩ

∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

�Ɵˈ xƌƟŒࡩ #ˈ ʉǞƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ɫƟɻʞȋʉ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ
ƁȋŒɻɻࡪ ŒɠɠȋǩƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɠɫȴƌʞƁʉ ��óࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ

∥��ó − ++ó∥^ ≤
ϵ√
Ȃ
· ∥�∥^ · ∥�ó∥^ =

ϵ√
Ȃ
.^߿∥�∥

ðǩȣƁƟ ++ó ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ��óࡪ ʉǞƟ ʉȴɠ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡱƟࡱǩࢍ
ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ + ʿǩȋȋ ȣȴʉ ŷƟ ʉȴȴ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉࢎࡱ ðȴ Ŀ
ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ǩȣ ɠȋŒƁƟ ȴǇ ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � ʉȴ ǊǩʻƟ Œ
ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

߿߿

- - ÷ -



ðŒȝɠȋǩȣǊ #ŒɻƟƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ #ȴʞȣƌ

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝ ȈǦȠƝŒɥ ʂǦȚƝ ȈȰʸɥŒȠȂ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂǦȰȠ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ ɥʗȠ ʸǦʂǛ
ʂ = Ȃ

ϵ߿·
√
δ
ɵŒȚɛȈƝɵ Ȱʗʂɛʗʂɵ Ŀ ∈ RȠ×Ȃ ɵŒʂǦɵǅˁǦȠǈ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ Œʂ

ȈƝŒɵʂ −߾ δࡩ

∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

�Ɵˈ xƌƟŒࡩ #ˈ ʉǞƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ɫƟɻʞȋʉ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ
ƁȋŒɻɻࡪ ŒɠɠȋǩƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɠɫȴƌʞƁʉ ��óࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ

∥��ó − ++ó∥^ ≤
ϵ√
Ȃ
· ∥�∥^ · ∥�ó∥^ =

ϵ√
Ȃ
.^߿∥�∥

ðǩȣƁƟ ++ó ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ��óࡪ ʉǞƟ ʉȴɠ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡱƟࡱǩࢍ
ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ + ʿǩȋȋ ȣȴʉ ŷƟ ʉȴȴ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉࢎࡱ ðȴ Ŀ
ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ǩȣ ɠȋŒƁƟ ȴǇ ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � ʉȴ ǊǩʻƟ Œ
ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

߿߿

-



ðŒȝɠȋǩȣǊ #ŒɻƟƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ #ȴʞȣƌ

üǞƟȴɫƟȝ
óǛƝ ȈǦȠƝŒɥ ʂǦȚƝ ȈȰʸɥŒȠȂ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂǦȰȠ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ ɥʗȠ ʸǦʂǛ
ʂ = Ȃ

ϵ߿·
√
δ
ɵŒȚɛȈƝɵ Ȱʗʂɛʗʂɵ Ŀ ∈ RȠ×Ȃ ɵŒʂǦɵǅˁǦȠǈ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ Œʂ

ȈƝŒɵʂ −߾ δࡩ

∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ȝǩȣ
Ķ:ĶóĶ=u

∥�− ĶĶó�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

�Ɵˈ xƌƟŒࡩ #ˈ ʉǞƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ɫƟɻʞȋʉ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ
ƁȋŒɻɻࡪ ŒɠɠȋǩƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɠɫȴƌʞƁʉ ��óࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡪ

∥��ó − ++ó∥^ ≤
ϵ√
Ȃ
· ∥�∥^ · ∥�ó∥^ =

ϵ√
Ȃ
.^߿∥�∥

ðǩȣƁƟ ++ó ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ��óࡪ ʉǞƟ ʉȴɠ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ࡱƟࡱǩࢍ
ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ + ʿǩȋȋ ȣȴʉ ŷƟ ʉȴȴ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉࢎࡱ ðȴ Ŀ
ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ǩȣ ɠȋŒƁƟ ȴǇ ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � ʉȴ ǊǩʻƟ Œ
ȣƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

߿߿

couldI swmpw K K columns.

-
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`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�Ɵʉ Ķ∗ ∈ RȠ×Ȃ ƁȴȣʉŒǩȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ �  ǩࡱƟࡱ
Ķ∗ = ŒɫǊȝǩȣ ∥�− ĶĶó�∥ࡱ^߿ ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ Ŀ = ŒɫǊȝǩȣ ∥+− ĶĶó+∥ࡱ^߿

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ `ȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ Œȣƌ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ#

∥#− ĶĶó#∥߿^ = ʉɫ(##ó)− ʉɫ(Ķó##óĶ).

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − **ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ßɫȴȴǇ Ǉɫȴȝ ƁȋŒǩȝɻࡩ

∥+− ĿĿó+∥߿^ ≤ ∥+− Ķ∗Ķó∗+∥߿^ =⇒ ʉɫ(Ŀó++óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗++óĶ∗)

=⇒ ʉɫ(Ŀó��óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗��óĶ∗)− ^߿∥�∥ϵ߿
=⇒ ∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ∥�− Ķ∗Ķó∗�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

ࠀ߿

= . -



`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�Ɵʉ Ķ∗ ∈ RȠ×Ȃ ƁȴȣʉŒǩȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ �  ǩࡱƟࡱ
Ķ∗ = ŒɫǊȝǩȣ ∥�− ĶĶó�∥ࡱ^߿ ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ Ŀ = ŒɫǊȝǩȣ ∥+− ĶĶó+∥ࡱ^߿

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ `ȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ Œȣƌ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ#

∥#− ĶĶó#∥߿^ = ʉɫ(##ó)− ʉɫ(Ķó##óĶ).

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − **ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ßɫȴȴǇ Ǉɫȴȝ ƁȋŒǩȝɻࡩ

∥+− ĿĿó+∥߿^ ≤ ∥+− Ķ∗Ķó∗+∥߿^ =⇒ ʉɫ(Ŀó++óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗++óĶ∗)

=⇒ ʉɫ(Ŀó��óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗��óĶ∗)− ^߿∥�∥ϵ߿
=⇒ ∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ∥�− Ķ∗Ķó∗�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

ࠀ߿

HB-2¥13)IBzIB% '

-

t r(BB)-tr(BBIzzt)-tr(zIBBf)ttrG§§§,
cyclic p o p o f t racerlBBt#BB⇒-
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`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�Ɵʉ Ķ∗ ∈ RȠ×Ȃ ƁȴȣʉŒǩȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ �  ǩࡱƟࡱ
Ķ∗ = ŒɫǊȝǩȣ ∥�− ĶĶó�∥ࡱ^߿ ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ Ŀ = ŒɫǊȝǩȣ ∥+− ĶĶó+∥ࡱ^߿

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ `ȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ Œȣƌ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ#

∥#− ĶĶó#∥߿^ = ʉɫ(##ó)− ʉɫ(Ķó##óĶ).

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − **ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ßɫȴȴǇ Ǉɫȴȝ ƁȋŒǩȝɻࡩ

∥+− ĿĿó+∥߿^ ≤ ∥+− Ķ∗Ķó∗+∥߿^ =⇒ ʉɫ(Ŀó++óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗++óĶ∗)

=⇒ ʉɫ(Ŀó��óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗��óĶ∗)− ^߿∥�∥ϵ߿
=⇒ ∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ∥�− Ķ∗Ķó∗�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

ࠀ߿

- a -

-
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`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�Ɵʉ Ķ∗ ∈ RȠ×Ȃ ƁȴȣʉŒǩȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ �  ǩࡱƟࡱ
Ķ∗ = ŒɫǊȝǩȣ ∥�− ĶĶó�∥ࡱ^߿ ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ Ŀ = ŒɫǊȝǩȣ ∥+− ĶĶó+∥ࡱ^߿

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ `ȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ Œȣƌ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ#

∥#− ĶĶó#∥߿^ = ʉɫ(##ó)− ʉɫ(Ķó##óĶ).

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − **ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ßɫȴȴǇ Ǉɫȴȝ ƁȋŒǩȝɻࡩ

∥+− ĿĿó+∥߿^ ≤ ∥+− Ķ∗Ķó∗+∥߿^ =⇒ ʉɫ(Ŀó++óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗++óĶ∗)

=⇒ ʉɫ(Ŀó��óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗��óĶ∗)− ^߿∥�∥ϵ߿
=⇒ ∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ∥�− Ķ∗Ķó∗�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

ࠀ߿

[



`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�Ɵʉ Ķ∗ ∈ RȠ×Ȃ ƁȴȣʉŒǩȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ �  ǩࡱƟࡱ
Ķ∗ = ŒɫǊȝǩȣ ∥�− ĶĶó�∥ࡱ^߿ ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ Ŀ = ŒɫǊȝǩȣ ∥+− ĶĶó+∥ࡱ^߿

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ `ȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ Œȣƌ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ#

∥#− ĶĶó#∥߿^ = ʉɫ(##ó)− ʉɫ(Ķó##óĶ).

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − **ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ßɫȴȴǇ Ǉɫȴȝ ƁȋŒǩȝɻࡩ

∥+− ĿĿó+∥߿^ ≤ ∥+− Ķ∗Ķó∗+∥߿^ =⇒ ʉɫ(Ŀó++óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗++óĶ∗)

=⇒ ʉɫ(Ŀó��óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗��óĶ∗)− ^߿∥�∥ϵ߿
=⇒ ∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ∥�− Ķ∗Ķó∗�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

ࠀ߿
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eigenvector
s

o f
LCT

holdsb y
Courant-
Fischer.

optc optf o rA

trot)- t r l # E z ) -



`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�Ɵʉ Ķ∗ ∈ RȠ×Ȃ ƁȴȣʉŒǩȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ �  ǩࡱƟࡱ
Ķ∗ = ŒɫǊȝǩȣ ∥�− ĶĶó�∥ࡱ^߿ ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ Ŀ = ŒɫǊȝǩȣ ∥+− ĶĶó+∥ࡱ^߿

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ `ȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ Œȣƌ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ#

∥#− ĶĶó#∥߿^ = ʉɫ(##ó)− ʉɫ(Ķó##óĶ).

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − **ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ßɫȴȴǇ Ǉɫȴȝ ƁȋŒǩȝɻࡩ

∥+− ĿĿó+∥߿^ ≤ ∥+− Ķ∗Ķó∗+∥߿^ =⇒ ʉɫ(Ŀó++óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗++óĶ∗)

=⇒ ʉɫ(Ŀó��óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗��óĶ∗)− ^߿∥�∥ϵ߿

=⇒ ∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ∥�− Ķ∗Ķó∗�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

ࠀ߿

-
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`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

�Ɵʉ Ķ∗ ∈ RȠ×Ȃ ƁȴȣʉŒǩȣ ʉǞƟ ʉȴɠ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ �  ǩࡱƟࡱ
Ķ∗ = ŒɫǊȝǩȣ ∥�− ĶĶó�∥ࡱ^߿ ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ Ŀ = ŒɫǊȝǩȣ ∥+− ĶĶó+∥ࡱ^߿

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ `ȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ Œȣƌ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ#

∥#− ĶĶó#∥߿^ = ʉɫ(##ó)− ʉɫ(Ķó##óĶ).

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − **ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ßɫȴȴǇ Ǉɫȴȝ ƁȋŒǩȝɻࡩ

∥+− ĿĿó+∥߿^ ≤ ∥+− Ķ∗Ķó∗+∥߿^ =⇒ ʉɫ(Ŀó++óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗++óĶ∗)

=⇒ ʉɫ(Ŀó��óĿ) ≥ ʉɫ(Ķó∗��óĶ∗)− ^߿∥�∥ϵ߿
=⇒ ∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ∥�− Ķ∗Ķó∗�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

ࠀ߿

⇒
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`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − ++ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ # ∈ RȠ×Ƞࡪ Œȣƌ Œȣˈ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó#Ķ) ≤

√
Ȃ · ࡱ^∥#∥

ʉɫ(Ķó#Ķ) =
Ȃ∑

Ǧ=߾
ˍóǦ #ˍǦ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#) ˈ#ࢍ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࢎ

≤
√
Ȃ ·

√√√√
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿ ≤

√
Ȃ ·

√√√√
Ƞ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿

=
√
Ȃ · ∥#∥^

.

ࠁ߿

- - =



`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − ++ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ # ∈ RȠ×Ƞࡪ Œȣƌ Œȣˈ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó#Ķ) ≤

√
Ȃ · ࡱ^∥#∥

ʉɫ(Ķó#Ķ) =
Ȃ∑

Ǧ=߾
ˍóǦ #ˍǦ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#) ˈ#ࢍ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࢎ

≤
√
Ȃ ·

√√√√
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿ ≤

√
Ȃ ·

√√√√
Ƞ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿

=
√
Ȃ · ∥#∥^

.

ࠁ߿

-
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`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − ++ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ # ∈ RȠ×Ƞࡪ Œȣƌ Œȣˈ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó#Ķ) ≤

√
Ȃ · ࡱ^∥#∥

ʉɫ(Ķó#Ķ) =
Ȃ∑

Ǧ=߾
ˍóǦ #ˍǦ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#) ˈ#ࢍ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࢎ

≤
√
Ȃ ·

√√√√
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿ ≤

√
Ȃ ·

√√√√
Ƞ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿

=
√
Ȃ · ∥#∥^

.

ࠁ߿
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`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − ++ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ # ∈ RȠ×Ƞࡪ Œȣƌ Œȣˈ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó#Ķ) ≤

√
Ȃ · ࡱ^∥#∥

ʉɫ(Ķó#Ķ) =
Ȃ∑

Ǧ=߾
ˍóǦ #ˍǦ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#) ˈ#ࢍ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࢎ

≤
√
Ȃ ·

√√√√
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿ ≤

√
Ȃ ·

√√√√
Ƞ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿

=
√
Ȃ · ∥#∥^

.

ࠁ߿
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`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − ++ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ # ∈ RȠ×Ƞࡪ Œȣƌ Œȣˈ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó#Ķ) ≤

√
Ȃ · ࡱ^∥#∥

ʉɫ(Ķó#Ķ) =
Ȃ∑

Ǧ=߾
ˍóǦ #ˍǦ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#) ˈ#ࢍ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࢎ

≤
√
Ȃ ·

√√√√
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿

≤
√
Ȃ ·

√√√√
Ƞ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿

=
√
Ȃ · ∥#∥^

.

ࠁ߿
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-
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`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − ++ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ # ∈ RȠ×Ƞࡪ Œȣƌ Œȣˈ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó#Ķ) ≤

√
Ȃ · ࡱ^∥#∥

ʉɫ(Ķó#Ķ) =
Ȃ∑

Ǧ=߾
ˍóǦ #ˍǦ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#) ˈ#ࢍ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࢎ

≤
√
Ȃ ·

√√√√
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿ ≤

√
Ȃ ·

√√√√
Ƞ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿

=
√
Ȃ · ∥#∥^

.

ࠁ߿
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`ȴɫȝŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xǇ ∥��ó − ++ó∥^ ≤ ϵ√
Ȃ∥�∥

߿
ࡪ^ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ

Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó(��ó − ++ó)Ķ) ≤ ϵ∥�∥ࡱ^߿

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ # ∈ RȠ×Ƞࡪ Œȣƌ Œȣˈ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ķ ∈ RȠ×Ȃࡪ ʉɫ(Ķó#Ķ) ≤

√
Ȃ · ࡱ^∥#∥

ʉɫ(Ķó#Ķ) =
Ȃ∑

Ǧ=߾
ˍóǦ #ˍǦ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#) ˈ#ࢍ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࢎ

≤
√
Ȃ ·

√√√√
Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿ ≤

√
Ȃ ·

√√√√
Ƞ∑

Ǧ=߾
λǦ(#)߿ =

√
Ȃ · ∥#∥^.

ࠁ߿

-
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�ȴɫƟ �ƌʻŒȣƁƟƌ üƟƁǞȣǩɧʞƟɻ

£ȴɫȝ ŷŒɻƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ǊǩʻƟɻ Œȣ ŒƌƌǩʉǩʻƟ Ɵɫɫȴɫ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ
∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ ȝǩȣĶ:ĶóĶ=u ∥�− ĶĶó�∥߿^ + .^߿∥�∥ϵ߿

ࡦ xƌƟŒȋȋ ࡪ̍ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ Œ ɫƟȋŒʉǩʻƟ Ɵɫɫȴɫ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ
∥�− ĿĿó�∥߿^ ≤ +߾) ϵ) ·ȝǩȣĶ:ĶóĶ=u ∥�− ĶĶó�∥ࡱ^߿

ࡦ üǞǩɻ ƁŒȣ ŷƟ ŒƁǞǩƟʻƟƌ ʿǩʉǞ ȝȴɫƟ ŒƌʻŒȣƁƟƌ ȣȴȣ࢙ʞȣǩǇȴɫȝ
ɻŒȝɠȋǩȣǊ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡪ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ȋƟʻƟɫŒǊƟ ɻƁȴɫƟɻ ȴɫ
ŒƌŒɠʉǩʻƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ
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cǩʻƟȣ Œȣ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ɫŒȣȅ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ
Ȃ≪ ȝǩȣ(Ƞ,Ɗ)ࡱ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɛǦ = Ƞ/߾ Ǉȴɫ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡱ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ȋǩɻʉ ȴǇ Ɓȴȋʞȝȣɻ * = {} Œȣƌ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ȝŒʉɫǩˇ
ğ = ࡱ߽

ࡦ `ȴɫ Ǻ = ,߾ ,߿ . . . ʂ
ࡦ ðƟʉ Œ Ɓȴȋʞȝȣ ƀǺ ∈ ,߾,:�} . . . ,�:,Ƞ} ʉȴ �:,Ǧ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛǦ
Œȣƌ Œƌƌ ƀǺ ʉȴ ࡱ*

ࡦ �Ɵʉ ğ ∈ RȠ×Ǻ ǞŒʻƟ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ɻɠŒȣȣǩȣǊ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ǩȣ ࡱ*

ࡦ `ȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡪ ȋƟʉ ɛǦ = ∥�:,Ǧ−ğğó�:,Ǧ∥߿߿
∥�−ğğó�∥߿^

ࡱ

ࡦ æƟʉʞɫȣ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ȋƟǇʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ �ğ ∈ RȠ×ʂࡱ
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