
+´�ßð+x ࡩ�æ߽ࠆࠃ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Œȣƌ
ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ 5ŒʉŒ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴǇࡱ +ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߿߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠂ

߾



�ȴǊǩɻʉǩƁɻ

ࡦ ßɫȴǽƟƁʉ ǊʞǩƌƟȋǩȣƟɻ Œȣƌ ɻʞǊǊƟɻʉƟƌ ʉȴɠǩƁɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ ɠȴɻʉƟƌ
ȴȣ ʉǞƟ �ɻɻǩǊȣȝƟȣʉɻ üŒŷ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʞɫɻƟ ɠŒǊƟࡱ

ࡦ ´ȣƟ ɠŒǊƟ ɠɫȴɠȴɻŒȋ ƌʞƟ �ȴȣƌŒˈ ࡱࠄࡷࠀ
ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ʿŒɻ ɠȴɻʉƟƌ ȋŒɻʉ `ɫǩƌŒˈ  ƌʞƟ ȣƟˇʉ üǞʞɫɻƌŒ ࡪ̍
ࡱࠀࡷࠀ īƟ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ǞŒʻƟ Œ ɧʞǩ˔ ʉǞǩɻ ʿƟƟȅ  ǇȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞƟ
ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉ Œȣƌ ɠɫȴǽƟƁʉ ŷɫŒǩȣɻʉȴɫȝǩȣǊ ǩȣɻʉƟŒƌࡱ

߿



ðʞȝȝŒɫˈ

�Œɻʉ üǩȝƟࡩ
ࡦ æŒŷǩȣ ˨ȣǊƟɫɠɫǩȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɠŒʉʉƟɫȣ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
�Œɫɠ࢙æŒŷǩȣࢍ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࢎ Œȣƌ ƁȴȝȝʞȣǩƁŒʉǩȴȣ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ʉƟɻʉǩȣǊࢍ
ƟɧʞŒȋǩʉˈ ȴǇ Ƞ࢙ŷǩʉ ɻʉɫǩȣǊɻ ʞɻǩȣǊ ®(ȋȴǊȠ) ŷǩʉɻࡱࢎ

ࡦ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œȣƌ ȋȴʿ࢙ƁȴȝȝʞȣǩƁŒʉǩȴȣ ǊɫŒɠǞ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉ ̍ࡱ

üȴƌŒˈࡩ
ࡦ äʞǩƁȅȋˈ ˨ȣǩɻǞ ʞɠ ǊɫŒɠǞ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ Œȣƌ ɻʉɫƟŒȝǩȣǊࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻ Ǉȴɫ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʻǩŒ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࠀ

✓ primefactorization

n x n



ðʞȝȝŒɫˈ

�Œɻʉ üǩȝƟࡩ
ࡦ æŒŷǩȣ ˨ȣǊƟɫɠɫǩȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɠŒʉʉƟɫȣ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
�Œɫɠ࢙æŒŷǩȣࢍ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࢎ Œȣƌ ƁȴȝȝʞȣǩƁŒʉǩȴȣ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ʉƟɻʉǩȣǊࢍ
ƟɧʞŒȋǩʉˈ ȴǇ Ƞ࢙ŷǩʉ ɻʉɫǩȣǊɻ ʞɻǩȣǊ ®(ȋȴǊȠ) ŷǩʉɻࡱࢎ

ࡦ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œȣƌ ȋȴʿ࢙ƁȴȝȝʞȣǩƁŒʉǩȴȣ ǊɫŒɠǞ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉ ̍ࡱ

üȴƌŒˈࡩ
ࡦ äʞǩƁȅȋˈ ˨ȣǩɻǞ ʞɠ ǊɫŒɠǞ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ Œȣƌ ɻʉɫƟŒȝǩȣǊࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻ Ǉȴɫ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝŒʉɫǩˇ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʻǩŒ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࠀ

E



� cɫŒɠǞ +ȴȝȝʞȣǩƁŒʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ƟŒƁǞ ȴȣȋˈ ȅȣȴʿɻ ǩʉɻ ȴʿȣ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌࡱ üǞƟˈ ʿŒȣʉ
ʉȴ ɻƟȣƌ ȝƟɻɻŒǊƟɻ ʉȴ Œ ƁƟȣʉɫŒȋ ɻƟɫʻƟɫࡪ ʿǞȴ ȝʞɻʉ ʉǞƟȣ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ǩǇ ʉǞƟ
ǊɫŒɠǞ ǩɻ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌࡱ

ðŒʿ Ǟȴʿ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʞɻǩȣǊ ǽʞɻʉ
®(ȋȴǊƀ Ƞ) ɻǩ˔Ɵƌ ȝƟɻɻŒǊƟɻࡱ

ࠁ

- ¥o¥¥



� cɫŒɠǞ +ȴȝȝʞȣǩƁŒʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ƟŒƁǞ ȴȣȋˈ ȅȣȴʿɻ ǩʉɻ ȴʿȣ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌࡱ üǞƟˈ ʿŒȣʉ
ʉȴ ɻƟȣƌ ȝƟɻɻŒǊƟɻ ʉȴ Œ ƁƟȣʉɫŒȋ ɻƟɫʻƟɫࡪ ʿǞȴ ȝʞɻʉ ʉǞƟȣ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ǩǇ ʉǞƟ
ǊɫŒɠǞ ǩɻ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌࡱ

ðŒʿ Ǟȴʿ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʞɻǩȣǊ ǽʞɻʉ
®(ȋȴǊƀ Ƞ) ɻǩ˔Ɵƌ ȝƟɻɻŒǊƟɻࡱ

ࠁ



� cɫŒɠǞ +ȴȝȝʞȣǩƁŒʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ƟŒƁǞ ȴȣȋˈ ȅȣȴʿɻ ǩʉɻ ȴʿȣ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌࡱ üǞƟˈ ʿŒȣʉ
ʉȴ ɻƟȣƌ ȝƟɻɻŒǊƟɻ ʉȴ Œ ƁƟȣʉɫŒȋ ɻƟɫʻƟɫࡪ ʿǞȴ ȝʞɻʉ ʉǞƟȣ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ǩǇ ʉǞƟ
ǊɫŒɠǞ ǩɻ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌࡱ

ðŒʿ Ǟȴʿ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʞɻǩȣǊ ǽʞɻʉ
®(ȋȴǊƀ Ƞ) ɻǩ˔Ɵƌ ȝƟɻɻŒǊƟɻࡱ ࠁ



ðǩȝʞȋŒʉǩȣǊ #ȴɫʞʻȅŒࢪɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ ʻǩŒ ðȅƟʉƁǞƟɻ

ࡦ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ ,߾� . . . ,�ȋȴǊ߿ Ƞࡪ ƟŒƁǞ ȣȴƌƟ
ƁȴȝɠʞʉƟɻ �ǺʴǦ Œȣƌ ɻƟȣƌɻ ʉǞƟɻƟ ɻȅƟʉƁǞƟɻ ʉȴ ʉǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ ɻƟɫʻƟɫࡱ
®(ȋȴǊƀ Ƞ) ŷǩʉɻ ǩȣ ʉȴʉŒȋࡱ

ࡦ üǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ ɻƟɫʻƟɫ ʞɻƟɻ �Ǻʴ߾, . . . ,�ǺʴȠ ʉȴ ɻǩȝʞȋŒʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɻʉƟɠ ȴǇ
#ȴɫʞʻȅŒࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ  ʉǞƟ ɻȅƟʉƁǞ Œȋȋȴʿɻ ʉǞƟ ɻƟɫʻƟɫ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ
ȴȣƟ ȴʞʉǊȴǩȣǊ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ ƟŒƁǞ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉࡱ

ࠂ

-
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i s exacyt o n e nonzero w ~
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� cɫŒɠǞ ðʉɫƟŒȝǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻƟʉʉǩȣǊ ʿǞƟɫƟ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȝʞɻʉ ɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ
ƟƌǊƟ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ ȴɫ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƌƟ˨ȣƟ Œ ǊɫŒɠǞࡱ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ
ɻʉɫƟŒȝࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻǞȴʞȋƌ ȴʞʉɠʞʉ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ǩɻ
ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ȴɫ ȣȴʉࡱ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝʞƁǞ ȝƟȝȴɫˈ ȝʞɻʉ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻƟ ʉȴ
ɻȴȋʻƟ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ࢙ƁŒɻƟ ȝƟȝȴɫˈ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ŷˈ Œ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ ɻʉȴɫƟɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡲ oȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ǩȝɠɫȴʻƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ƟƌǊƟ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡲ

ࠃ



� cɫŒɠǞ ðʉɫƟŒȝǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻƟʉʉǩȣǊ ʿǞƟɫƟ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȝʞɻʉ ɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ
ƟƌǊƟ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ ȴɫ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƌƟ˨ȣƟ Œ ǊɫŒɠǞࡱ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ
ɻʉɫƟŒȝࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻǞȴʞȋƌ ȴʞʉɠʞʉ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ǩɻ
ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ȴɫ ȣȴʉࡱ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝʞƁǞ ȝƟȝȴɫˈ ȝʞɻʉ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻƟ ʉȴ
ɻȴȋʻƟ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ࢙ƁŒɻƟ ȝƟȝȴɫˈ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ŷˈ Œ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ ɻʉȴɫƟɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡲ oȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ǩȝɠɫȴʻƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ƟƌǊƟ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡲ

ࠃ



� cɫŒɠǞ ðʉɫƟŒȝǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻƟʉʉǩȣǊ ʿǞƟɫƟ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȝʞɻʉ ɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ
ƟƌǊƟ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ ȴɫ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƌƟ˨ȣƟ Œ ǊɫŒɠǞࡱ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ
ɻʉɫƟŒȝࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻǞȴʞȋƌ ȴʞʉɠʞʉ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ǩɻ
ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ȴɫ ȣȴʉࡱ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝʞƁǞ ȝƟȝȴɫˈ ȝʞɻʉ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻƟ ʉȴ
ɻȴȋʻƟ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ࢙ƁŒɻƟ ȝƟȝȴɫˈ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ŷˈ Œ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ ɻʉȴɫƟɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡲ oȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ǩȝɠɫȴʻƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ƟƌǊƟ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡲ

ࠃ



� cɫŒɠǞ ðʉɫƟŒȝǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻƟʉʉǩȣǊ ʿǞƟɫƟ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȝʞɻʉ ɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ
ƟƌǊƟ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ ȴɫ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƌƟ˨ȣƟ Œ ǊɫŒɠǞࡱ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ
ɻʉɫƟŒȝࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻǞȴʞȋƌ ȴʞʉɠʞʉ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ǩɻ
ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ȴɫ ȣȴʉࡱ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝʞƁǞ ȝƟȝȴɫˈ ȝʞɻʉ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻƟ ʉȴ
ɻȴȋʻƟ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ࢙ƁŒɻƟ ȝƟȝȴɫˈ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ŷˈ Œ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ ɻʉȴɫƟɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡲ oȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ǩȝɠɫȴʻƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ƟƌǊƟ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡲ

ࠃ



� cɫŒɠǞ ðʉɫƟŒȝǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻƟʉʉǩȣǊ ʿǞƟɫƟ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȝʞɻʉ ɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ
ƟƌǊƟ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ ȴɫ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƌƟ˨ȣƟ Œ ǊɫŒɠǞࡱ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ
ɻʉɫƟŒȝࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻǞȴʞȋƌ ȴʞʉɠʞʉ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ǩɻ
ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ȴɫ ȣȴʉࡱ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝʞƁǞ ȝƟȝȴɫˈ ȝʞɻʉ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻƟ ʉȴ
ɻȴȋʻƟ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ࢙ƁŒɻƟ ȝƟȝȴɫˈ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ŷˈ Œ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ ɻʉȴɫƟɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡲ oȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ǩȝɠɫȴʻƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ƟƌǊƟ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡲ

ࠃ



� cɫŒɠǞ ðʉɫƟŒȝǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻƟʉʉǩȣǊ ʿǞƟɫƟ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȝʞɻʉ ɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ
ƟƌǊƟ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ ȴɫ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƌƟ˨ȣƟ Œ ǊɫŒɠǞࡱ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ
ɻʉɫƟŒȝࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻǞȴʞȋƌ ȴʞʉɠʞʉ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ǩɻ
ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ȴɫ ȣȴʉࡱ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝʞƁǞ ȝƟȝȴɫˈ ȝʞɻʉ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻƟ ʉȴ
ɻȴȋʻƟ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ࢙ƁŒɻƟ ȝƟȝȴɫˈ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ŷˈ Œ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ ɻʉȴɫƟɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡲ oȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ǩȝɠɫȴʻƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ƟƌǊƟ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡲ

ࠃ



� cɫŒɠǞ ðʉɫƟŒȝǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻƟʉʉǩȣǊ ʿǞƟɫƟ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȝʞɻʉ ɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ
ƟƌǊƟ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ ȴɫ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƌƟ˨ȣƟ Œ ǊɫŒɠǞࡱ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ
ɻʉɫƟŒȝࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻǞȴʞȋƌ ȴʞʉɠʞʉ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ǩɻ
ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ȴɫ ȣȴʉࡱ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝʞƁǞ ȝƟȝȴɫˈ ȝʞɻʉ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻƟ ʉȴ
ɻȴȋʻƟ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ࢙ƁŒɻƟ ȝƟȝȴɫˈ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ŷˈ Œ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ ɻʉȴɫƟɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡲ oȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ǩȝɠɫȴʻƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ƟƌǊƟ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡲ

ࠃ



� cɫŒɠǞ ðʉɫƟŒȝǩȣǊ ßɫȴŷȋƟȝ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɻƟʉʉǩȣǊ ʿǞƟɫƟ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȝʞɻʉ ɠɫȴƁƟɻɻ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ
ƟƌǊƟ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣɻ ȴɫ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƌƟ˨ȣƟ Œ ǊɫŒɠǞࡱ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ
ɻʉɫƟŒȝࡪ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻǞȴʞȋƌ ȴʞʉɠʞʉ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ǩɻ
ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ȴɫ ȣȴʉࡱ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝǩƁ äʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝʞƁǞ ȝƟȝȴɫˈ ȝʞɻʉ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻƟ ʉȴ
ɻȴȋʻƟ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ࢙ƁŒɻƟ ȝƟȝȴɫˈ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ŷˈ Œ ȣŒǩʻƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ ɻʉȴɫƟɻ ʉǞƟ ƁʞɫɫƟȣʉ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡲ oȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ǩȝɠɫȴʻƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ƟƌǊƟ ƌƟȋƟʉǩȴȣɻࡲ

ࠃ
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ðȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ

ࡦ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻŒȝɠȋƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
,߾� . . . ,�ȋȴǊ߿ Ƞ Œȣƌ ȝŒǩȣʉŒǩȣɻ �Ǻʴʗ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ Œȣƌ Œȋȋ ʗ ∈ [Ƞ]ࡪ ʿǞƟɫƟ
ʴʗ ∈ R(

Ƞ
(߿ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ȣȴƌƟ ʗࡱ

ࡦ ®(Ƞ ȋȴǊƀ Ƞ) ŷǩʉɻ ȴǇ ɻʉȴɫŒǊƟ ǩȣ ʉȴʉŒȋࡱ

ࡦ īǞƟȣ Œȣ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ȴɫ ƌƟȋƟʉƟƌࡪ ȴȣƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƟǩʉǞƟɫ
ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ȴɫ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ǩȣ ƟŒƁǞ ȴǇ ʴʗ, ʴʴࡱ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ƁŒȣ ʞɠƌŒʉƟ �Ǻʴʗ Œȣƌ �Ǻʴʴ ǩȣ ®(ȋȴǊƀ Ƞ) ʉǩȝƟ  ɻǩȝɠȋˈ ɻƟʉ
�Ǻʴʗ = �Ǻʴʗ ± �Ǻ,Ȃࡱ

ࡦ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ ɻʉɫƟŒȝ ȴɫࢍ Œʉ Œȣˈ ʉǩȝƟ ƌʞɫǩȣǊ ǩʉࢎ ƁŒȣ ʞɻƟ ʉǞƟ
ɻȅƟʉƁǞƟƌ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌɻ ʉȴ ɻǩȝʞȋŒʉƟ #ȴɫʞʻȅŒࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œȣƌ
ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ +Œȣ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œɻ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ �# ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×Ƞ ʿǞƟɫƟ
� ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×(Ƞ߿) ǩɻ ȝŒƌƟ ʞɠ ȴǇ ʉǞƟ ŒɠɠƟȣƌƟƌ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
Œȣƌ # ∈ R(

Ƞ
Ƞ×(߿ ǩɻ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ࢙ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࠄ
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ðȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ

ࡦ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻŒȝɠȋƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
,߾� . . . ,�ȋȴǊ߿ Ƞ Œȣƌ ȝŒǩȣʉŒǩȣɻ �Ǻʴʗ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ Œȣƌ Œȋȋ ʗ ∈ [Ƞ]ࡪ ʿǞƟɫƟ
ʴʗ ∈ R(

Ƞ
(߿ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ȣȴƌƟ ʗࡱ

ࡦ ®(Ƞ ȋȴǊƀ Ƞ) ŷǩʉɻ ȴǇ ɻʉȴɫŒǊƟ ǩȣ ʉȴʉŒȋࡱ
ࡦ īǞƟȣ Œȣ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ȴɫ ƌƟȋƟʉƟƌࡪ ȴȣƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƟǩʉǞƟɫ
ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ȴɫ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ǩȣ ƟŒƁǞ ȴǇ ʴʗ, ʴʴࡱ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ƁŒȣ ʞɠƌŒʉƟ �Ǻʴʗ Œȣƌ �Ǻʴʴ ǩȣ ®(ȋȴǊƀ Ƞ) ʉǩȝƟ  ɻǩȝɠȋˈ ɻƟʉ
�Ǻʴʗ = �Ǻʴʗ ± �Ǻ,Ȃࡱ

ࡦ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ ɻʉɫƟŒȝ ȴɫࢍ Œʉ Œȣˈ ʉǩȝƟ ƌʞɫǩȣǊ ǩʉࢎ ƁŒȣ ʞɻƟ ʉǞƟ
ɻȅƟʉƁǞƟƌ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌɻ ʉȴ ɻǩȝʞȋŒʉƟ #ȴɫʞʻȅŒࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œȣƌ
ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ +Œȣ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œɻ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ �# ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×Ƞ ʿǞƟɫƟ
� ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×(Ƞ߿) ǩɻ ȝŒƌƟ ʞɠ ȴǇ ʉǞƟ ŒɠɠƟȣƌƟƌ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
Œȣƌ # ∈ R(

Ƞ
Ƞ×(߿ ǩɻ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ࢙ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࠄ



ðȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ

ࡦ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻŒȝɠȋƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
,߾� . . . ,�ȋȴǊ߿ Ƞ Œȣƌ ȝŒǩȣʉŒǩȣɻ �Ǻʴʗ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ Œȣƌ Œȋȋ ʗ ∈ [Ƞ]ࡪ ʿǞƟɫƟ
ʴʗ ∈ R(

Ƞ
(߿ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ȣȴƌƟ ʗࡱ

ࡦ ®(Ƞ ȋȴǊƀ Ƞ) ŷǩʉɻ ȴǇ ɻʉȴɫŒǊƟ ǩȣ ʉȴʉŒȋࡱ
ࡦ īǞƟȣ Œȣ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ȴɫ ƌƟȋƟʉƟƌࡪ ȴȣƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƟǩʉǞƟɫ
ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ȴɫ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ǩȣ ƟŒƁǞ ȴǇ ʴʗ, ʴʴࡱ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ƁŒȣ ʞɠƌŒʉƟ �Ǻʴʗ Œȣƌ �Ǻʴʴ ǩȣ ®(ȋȴǊƀ Ƞ) ʉǩȝƟ  ɻǩȝɠȋˈ ɻƟʉ
�Ǻʴʗ = �Ǻʴʗ ± �Ǻ,Ȃࡱ

ࡦ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ ɻʉɫƟŒȝ ȴɫࢍ Œʉ Œȣˈ ʉǩȝƟ ƌʞɫǩȣǊ ǩʉࢎ ƁŒȣ ʞɻƟ ʉǞƟ
ɻȅƟʉƁǞƟƌ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌɻ ʉȴ ɻǩȝʞȋŒʉƟ #ȴɫʞʻȅŒࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œȣƌ
ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ +Œȣ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œɻ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ �# ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×Ƞ ʿǞƟɫƟ
� ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×(Ƞ߿) ǩɻ ȝŒƌƟ ʞɠ ȴǇ ʉǞƟ ŒɠɠƟȣƌƟƌ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
Œȣƌ # ∈ R(

Ƞ
Ƞ×(߿ ǩɻ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ࢙ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࠄ

(7)



ðȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ

ࡦ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻŒȝɠȋƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
,߾� . . . ,�ȋȴǊ߿ Ƞ Œȣƌ ȝŒǩȣʉŒǩȣɻ �Ǻʴʗ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ Œȣƌ Œȋȋ ʗ ∈ [Ƞ]ࡪ ʿǞƟɫƟ
ʴʗ ∈ R(

Ƞ
(߿ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ȣȴƌƟ ʗࡱ

ࡦ ®(Ƞ ȋȴǊƀ Ƞ) ŷǩʉɻ ȴǇ ɻʉȴɫŒǊƟ ǩȣ ʉȴʉŒȋࡱ
ࡦ īǞƟȣ Œȣ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ȴɫ ƌƟȋƟʉƟƌࡪ ȴȣƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƟǩʉǞƟɫ
ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ȴɫ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ǩȣ ƟŒƁǞ ȴǇ ʴʗ, ʴʴࡱ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ƁŒȣ ʞɠƌŒʉƟ �Ǻʴʗ Œȣƌ �Ǻʴʴ ǩȣ ®(ȋȴǊƀ Ƞ) ʉǩȝƟ  ɻǩȝɠȋˈ ɻƟʉ
�Ǻʴʗ = �Ǻʴʗ ± �Ǻ,Ȃࡱ

ࡦ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ ɻʉɫƟŒȝ ȴɫࢍ Œʉ Œȣˈ ʉǩȝƟ ƌʞɫǩȣǊ ǩʉࢎ ƁŒȣ ʞɻƟ ʉǞƟ
ɻȅƟʉƁǞƟƌ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌɻ ʉȴ ɻǩȝʞȋŒʉƟ #ȴɫʞʻȅŒࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œȣƌ
ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ +Œȣ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œɻ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ �# ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×Ƞ ʿǞƟɫƟ
� ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×(Ƞ߿) ǩɻ ȝŒƌƟ ʞɠ ȴǇ ʉǞƟ ŒɠɠƟȣƌƟƌ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
Œȣƌ # ∈ R(

Ƞ
Ƞ×(߿ ǩɻ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ࢙ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࠄ
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ðȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ

ࡦ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻŒȝɠȋƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
,߾� . . . ,�ȋȴǊ߿ Ƞ Œȣƌ ȝŒǩȣʉŒǩȣɻ �Ǻʴʗ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ Œȣƌ Œȋȋ ʗ ∈ [Ƞ]ࡪ ʿǞƟɫƟ
ʴʗ ∈ R(

Ƞ
(߿ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ȣȴƌƟ ʗࡱ

ࡦ ®(Ƞ ȋȴǊƀ Ƞ) ŷǩʉɻ ȴǇ ɻʉȴɫŒǊƟ ǩȣ ʉȴʉŒȋࡱ
ࡦ īǞƟȣ Œȣ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ȴɫ ƌƟȋƟʉƟƌࡪ ȴȣƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƟǩʉǞƟɫ
ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ȴɫ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ǩȣ ƟŒƁǞ ȴǇ ʴʗ, ʴʴࡱ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ƁŒȣ ʞɠƌŒʉƟ �Ǻʴʗ Œȣƌ �Ǻʴʴ ǩȣ ®(ȋȴǊƀ Ƞ) ʉǩȝƟ  ɻǩȝɠȋˈ ɻƟʉ
�Ǻʴʗ = �Ǻʴʗ ± �Ǻ,Ȃࡱ

ࡦ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ ɻʉɫƟŒȝ ȴɫࢍ Œʉ Œȣˈ ʉǩȝƟ ƌʞɫǩȣǊ ǩʉࢎ ƁŒȣ ʞɻƟ ʉǞƟ
ɻȅƟʉƁǞƟƌ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌɻ ʉȴ ɻǩȝʞȋŒʉƟ #ȴɫʞʻȅŒࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œȣƌ
ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ +Œȣ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œɻ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ �# ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×Ƞ ʿǞƟɫƟ
� ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×(Ƞ߿) ǩɻ ȝŒƌƟ ʞɠ ȴǇ ʉǞƟ ŒɠɠƟȣƌƟƌ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
Œȣƌ # ∈ R(

Ƞ
Ƞ×(߿ ǩɻ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ࢙ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࠄ
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ðȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ

ࡦ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻŒȝɠȋƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
,߾� . . . ,�ȋȴǊ߿ Ƞ Œȣƌ ȝŒǩȣʉŒǩȣɻ �Ǻʴʗ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ Œȣƌ Œȋȋ ʗ ∈ [Ƞ]ࡪ ʿǞƟɫƟ
ʴʗ ∈ R(

Ƞ
(߿ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ȣȴƌƟ ʗࡱ

ࡦ ®(Ƞ ȋȴǊƀ Ƞ) ŷǩʉɻ ȴǇ ɻʉȴɫŒǊƟ ǩȣ ʉȴʉŒȋࡱ
ࡦ īǞƟȣ Œȣ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ȴɫ ƌƟȋƟʉƟƌࡪ ȴȣƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƟǩʉǞƟɫ
ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ȴɫ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ǩȣ ƟŒƁǞ ȴǇ ʴʗ, ʴʴࡱ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ƁŒȣ ʞɠƌŒʉƟ �Ǻʴʗ Œȣƌ �Ǻʴʴ ǩȣ ®(ȋȴǊƀ Ƞ) ʉǩȝƟ  ɻǩȝɠȋˈ ɻƟʉ
�Ǻʴʗ = �Ǻʴʗ ± �Ǻ,Ȃࡱ

ࡦ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ ɻʉɫƟŒȝ ȴɫࢍ Œʉ Œȣˈ ʉǩȝƟ ƌʞɫǩȣǊ ǩʉࢎ ƁŒȣ ʞɻƟ ʉǞƟ
ɻȅƟʉƁǞƟƌ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌɻ ʉȴ ɻǩȝʞȋŒʉƟ #ȴɫʞʻȅŒࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œȣƌ
ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ +Œȣ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œɻ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ �# ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×Ƞ ʿǞƟɫƟ
� ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×(Ƞ߿) ǩɻ ȝŒƌƟ ʞɠ ȴǇ ʉǞƟ ŒɠɠƟȣƌƟƌ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
Œȣƌ # ∈ R(

Ƞ
Ƞ×(߿ ǩɻ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ࢙ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࠄ

0



ðȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ

ࡦ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɻŒȝɠȋƟɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ℓ߽ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
,߾� . . . ,�ȋȴǊ߿ Ƞ Œȣƌ ȝŒǩȣʉŒǩȣɻ �Ǻʴʗ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ Œȣƌ Œȋȋ ʗ ∈ [Ƞ]ࡪ ʿǞƟɫƟ
ʴʗ ∈ R(

Ƞ
(߿ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ȣȴƌƟ ʗࡱ

ࡦ ®(Ƞ ȋȴǊƀ Ƞ) ŷǩʉɻ ȴǇ ɻʉȴɫŒǊƟ ǩȣ ʉȴʉŒȋࡱ
ࡦ īǞƟȣ Œȣ ƟƌǊƟ (ʗ, ʴ) ǩɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ȴɫ ƌƟȋƟʉƟƌࡪ ȴȣƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƟǩʉǞƟɫ
ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ȴɫ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ǩȣ ƟŒƁǞ ȴǇ ʴʗ, ʴʴࡱ üǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
ƁŒȣ ʞɠƌŒʉƟ �Ǻʴʗ Œȣƌ �Ǻʴʴ ǩȣ ®(ȋȴǊƀ Ƞ) ʉǩȝƟ  ɻǩȝɠȋˈ ɻƟʉ
�Ǻʴʗ = �Ǻʴʗ ± �Ǻ,Ȃࡱ

ࡦ �ʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ʉǞƟ ɻʉɫƟŒȝ ȴɫࢍ Œʉ Œȣˈ ʉǩȝƟ ƌʞɫǩȣǊ ǩʉࢎ ƁŒȣ ʞɻƟ ʉǞƟ
ɻȅƟʉƁǞƟƌ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌɻ ʉȴ ɻǩȝʞȋŒʉƟ #ȴɫʞʻȅŒࢪɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œȣƌ
ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ +Œȣ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Œɻ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ �# ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×Ƞ ʿǞƟɫƟ
� ∈ RȋȴǊࠀ Ƞ×(Ƞ߿) ǩɻ ȝŒƌƟ ʞɠ ȴǇ ʉǞƟ ŒɠɠƟȣƌƟƌ ɻȅƟʉƁǞǩȣǊ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
Œȣƌ # ∈ R(

Ƞ
Ƞ×(߿ ǩɻ ʉǞƟ ʻƟɫʉƟˇ࢙ƟƌǊƟ࢙ǩȣƁǩƌƟȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࠄ
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�ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ �Œʉɫǩˇ �ʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ

ࠄ



�Œʉɫǩˇ �ʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ

cǩʻƟȣ �,# ∈ RȠ×Ƞ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ * = ࡱ#� æƟɧʞǩɫƟɻ Ƞω
ʉǩȝƟ ʿǞƟɫƟ ω ≈ ࠀࠄࠀ.߿ ǩȣ ʉǞƟȴɫ ̍ࡱ

üȴƌŒˈࡩ īƟࢪȋȋ ɻƟƟ Ǟȴʿ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩȣ ®(Ƞ߿)
ʉǩȝƟ ʻǩŒ Œ ɻǩȝɠȋƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡱ

ࡦ ´ȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ǩȣ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ
ȣʞȝƟɫǩƁŒȋ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒࡱ `ȴɫȝɻ ʉǞƟ ŷʞǩȋƌǩȣǊ ŷȋȴƁȅ Ǉȴɫ
ȝŒȣˈ ȴʉǞƟɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡱ

ࠅ

:



�Œʉɫǩˇ �ʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ

cǩʻƟȣ �,# ∈ RȠ×Ƞ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ * = ࡱ#� æƟɧʞǩɫƟɻ Ƞω
ʉǩȝƟ ʿǞƟɫƟ ω ≈ ࠀࠄࠀ.߿ ǩȣ ʉǞƟȴɫ ̍ࡱ

üȴƌŒˈࡩ īƟࢪȋȋ ɻƟƟ Ǟȴʿ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩȣ ®(Ƞ߿)
ʉǩȝƟ ʻǩŒ Œ ɻǩȝɠȋƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡱ

ࡦ ´ȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ǩȣ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ
ȣʞȝƟɫǩƁŒȋ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒࡱ `ȴɫȝɻ ʉǞƟ ŷʞǩȋƌǩȣǊ ŷȋȴƁȅ Ǉȴɫ
ȝŒȣˈ ȴʉǞƟɫ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡱ

ࠅ

s o



´ʞʉƟɫ ßɫȴƌʞƁʉ ĨǩƟʿ ȴǇ �Œʉɫǩˇ �ʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ

xȣȣƟɫ ßɫȴƌʞƁʉ ĨǩƟʿࡩ [�#]ǦǺ = ⟨�Ǧ,:,#Ǻ,:⟩ =
∑Ƞ

Ȃ=߾ �ǦȂ · #ȂǺ.

´ʞʉƟɫ ßɫȴƌʞƁʉ ĨǩƟʿࡩ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ *Ȃ = �:,Ȃ#Ȃ,: ǩɻ Œȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ
[*Ȃ]ǦǺ = �ǺȂ · #ȂǺࡱ ðȴ �# =

∑Ƞ
Ȃ=߾ �:,Ȃ#Ȃ,:
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∑
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´ɠʉǩȝŒȋ ðŒȝɠȋǩȣǊ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ E[∥�#− [^߿∥+ = ߾
ʂ
∑Ƞ

Ț=߾
∥�:,Ț∥߿߿·∥#Ț,:∥߿߿

ɛȚ ࡱ

oȴʿ ɻǞȴʞȋƌ ʿƟ ɻƟʉ ɛ߾, . . . ,ɛȠ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ƟˇɠƟƁʉƟƌ Ɵɫɫȴɫࡲ

ðƟʉ ɛȚ = ∥�:,Ț∥߿·∥#Ț,:∥߿∑Ƞ
Ȃ=߾ ∥�:,Ȃ∥߿·∥#Ȃ,:∥߿

ࡪ ǊǩʻǩȣǊࡩ

E[∥�#− [^߿∥+ =
߾
ʂ

Ƞ∑

Ț=߾
∥�:,Ț∥߿ · ∥#Ț,:∥߿ ·

( Ƞ∑

Ȃ=߾
∥�:,Ȃ∥߿ · ∥#Ȃ,:∥߿

)

=
߾
ʂ

( Ƞ∑

Ț=߾
∥�:,Ȃ∥߿ · ∥#Ȃ,:∥߿

߿(

#ˈ ʉǞƟ +ŒʞƁǞˈ࢙ðƁǞʿŒɫ˔ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍
∑Ƞ

Ț=߾ ∥�:,Ȃ∥߿ · ∥#Ȃ,:∥߿ ≤
√∑Ƞ

Ț=߾ ∥�:,Ȃ∥߿߿ ·
√∑Ƞ

Ț=߾ ∥#Ȃ,:∥߿߿ = ∥�∥^ · ∥#∥^

´ʻƟɫŒȋȋࡩ E[∥�#− [^߿∥+ ≤
^߿∥#∥·^߿∥�∥

ʂ ࡱ ðƟʉʉǩȣǊ ʂ = ߾
ϵ߿
√
δ
ࡪ ŷˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ

ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ
ßɫ[∥�#− +∥^ ≥ ϵ · ∥�∥^ · ∥#∥^] ≤ δ.

߿߾

¥



��� ċɠɻǞȴʉ

ċɠɻǞȴʉࡩ ðŒȝɠȋǩȣǊ ʂ = (߿ϵ/߾)® Ɓȴȋʞȝȣɻࡷɫȴʿɻ ȴǇ �,# ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋ ʉȴ ∥�:,Ȃ∥߿ · ∥#Ȃ,:∥߿ ˈǩƟȋƌɻࡪ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ + ʿǩʉǞ

∥�#− +∥^ ≤ ϵ · ∥�∥^ · ∥#∥^.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ʉŒȅƟ ®(Ƞ߿) ʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟࡱ �ǇʉƟɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ +
ʉŒȅƟɻ ®(ʂ · Ƞ߿) ʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟࡱ

ࡦ +Œȣ ƌƟɫǩʻƟ ɫƟȋŒʉƟƌ ŷȴʞȣƌɻ ʿǞƟȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ŒɫƟ ǽʞɻʉ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ  ǩࡱƟࡱ ɛȂ ≥ β · ∥�:,Ȃ∥߿·∥#Ȃ,:∥߿∑Ƞ

Ț=߾ ∥�:,Ț∥߿·∥#Ț,:∥߿ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ β > ࡱ߽

ࡦ +Œȣ Œȋɻȴ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴȣ ∥�#− ࡪ߿∥+ ŷʞʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ǩɻ ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ
ƁȴȝɠȋƟˇࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ʉȴȴȋɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȴȝǩȣǊ ʿƟƟȅɻ ʉǞŒʉ ȋƟʉ ʞɻ ƌȴ ʉǞǩɻࡱ

ࡦ � ƁȋŒɻɻǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ʞɻǩȣǊ ʿƟǩǊǞʉƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ʉȴ ƌƟƁɫƟŒɻƟ
ʻŒɫǩŒȣƁƟ Œȣƌ ǩȣ ʉʞɫȣࡪ ɻŒȝɠȋƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉ ̍ࡱ

ࠀ߾

- - -



��� ċɠɻǞȴʉ

ċɠɻǞȴʉࡩ ðŒȝɠȋǩȣǊ ʂ = (߿ϵ/߾)® Ɓȴȋʞȝȣɻࡷɫȴʿɻ ȴǇ �,# ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋ ʉȴ ∥�:,Ȃ∥߿ · ∥#Ȃ,:∥߿ ˈǩƟȋƌɻࡪ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ + ʿǩʉǞ

∥�#− +∥^ ≤ ϵ · ∥�∥^ · ∥#∥^.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ʉŒȅƟ ®(Ƞ߿) ʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟࡱ �ǇʉƟɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ +
ʉŒȅƟɻ ®(ʂ · Ƞ߿) ʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟࡱ

ࡦ +Œȣ ƌƟɫǩʻƟ ɫƟȋŒʉƟƌ ŷȴʞȣƌɻ ʿǞƟȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ŒɫƟ ǽʞɻʉ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ  ǩࡱƟࡱ ɛȂ ≥ β · ∥�:,Ȃ∥߿·∥#Ȃ,:∥߿∑Ƞ

Ț=߾ ∥�:,Ț∥߿·∥#Ț,:∥߿ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ β > ࡱ߽

ࡦ +Œȣ Œȋɻȴ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴȣ ∥�#− ࡪ߿∥+ ŷʞʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ǩɻ ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ
ƁȴȝɠȋƟˇࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ʉȴȴȋɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȴȝǩȣǊ ʿƟƟȅɻ ʉǞŒʉ ȋƟʉ ʞɻ ƌȴ ʉǞǩɻࡱ

ࡦ � ƁȋŒɻɻǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ʞɻǩȣǊ ʿƟǩǊǞʉƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ʉȴ ƌƟƁɫƟŒɻƟ
ʻŒɫǩŒȣƁƟ Œȣƌ ǩȣ ʉʞɫȣࡪ ɻŒȝɠȋƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉ ̍ࡱ

ࠀ߾
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��� ċɠɻǞȴʉ

ċɠɻǞȴʉࡩ ðŒȝɠȋǩȣǊ ʂ = (߿ϵ/߾)® Ɓȴȋʞȝȣɻࡷɫȴʿɻ ȴǇ �,# ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋ ʉȴ ∥�:,Ȃ∥߿ · ∥#Ȃ,:∥߿ ˈǩƟȋƌɻࡪ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ + ʿǩʉǞ

∥�#− +∥^ ≤ ϵ · ∥�∥^ · ∥#∥^.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ʉŒȅƟ ®(Ƞ߿) ʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟࡱ �ǇʉƟɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ +
ʉŒȅƟɻ ®(ʂ · Ƞ߿) ʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟࡱ

ࡦ +Œȣ ƌƟɫǩʻƟ ɫƟȋŒʉƟƌ ŷȴʞȣƌɻ ʿǞƟȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ŒɫƟ ǽʞɻʉ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ  ǩࡱƟࡱ ɛȂ ≥ β · ∥�:,Ȃ∥߿·∥#Ȃ,:∥߿∑Ƞ

Ț=߾ ∥�:,Ț∥߿·∥#Ț,:∥߿ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ β > ࡱ߽

ࡦ +Œȣ Œȋɻȴ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴȣ ∥�#− ࡪ߿∥+ ŷʞʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ǩɻ ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ
ƁȴȝɠȋƟˇࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ʉȴȴȋɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȴȝǩȣǊ ʿƟƟȅɻ ʉǞŒʉ ȋƟʉ ʞɻ ƌȴ ʉǞǩɻࡱ

ࡦ � ƁȋŒɻɻǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ʞɻǩȣǊ ʿƟǩǊǞʉƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ʉȴ ƌƟƁɫƟŒɻƟ
ʻŒɫǩŒȣƁƟ Œȣƌ ǩȣ ʉʞɫȣࡪ ɻŒȝɠȋƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉ ̍ࡱ

ࠀ߾



��� ċɠɻǞȴʉ

ċɠɻǞȴʉࡩ ðŒȝɠȋǩȣǊ ʂ = (߿ϵ/߾)® Ɓȴȋʞȝȣɻࡷɫȴʿɻ ȴǇ �,# ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋ ʉȴ ∥�:,Ȃ∥߿ · ∥#Ȃ,:∥߿ ˈǩƟȋƌɻࡪ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ + ʿǩʉǞ

∥�#− +∥^ ≤ ϵ · ∥�∥^ · ∥#∥^.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ʉŒȅƟ ®(Ƞ߿) ʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟࡱ �ǇʉƟɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ +
ʉŒȅƟɻ ®(ʂ · Ƞ߿) ʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟࡱ

ࡦ +Œȣ ƌƟɫǩʻƟ ɫƟȋŒʉƟƌ ŷȴʞȣƌɻ ʿǞƟȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ŒɫƟ ǽʞɻʉ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ  ǩࡱƟࡱ ɛȂ ≥ β · ∥�:,Ȃ∥߿·∥#Ȃ,:∥߿∑Ƞ

Ț=߾ ∥�:,Ț∥߿·∥#Ț,:∥߿ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ β > ࡱ߽

ࡦ +Œȣ Œȋɻȴ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴȣ ∥�#− ࡪ߿∥+ ŷʞʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ǩɻ ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ
ƁȴȝɠȋƟˇࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ʉȴȴȋɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȴȝǩȣǊ ʿƟƟȅɻ ʉǞŒʉ ȋƟʉ ʞɻ ƌȴ ʉǞǩɻࡱ

ࡦ � ƁȋŒɻɻǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ʞɻǩȣǊ ʿƟǩǊǞʉƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ʉȴ ƌƟƁɫƟŒɻƟ
ʻŒɫǩŒȣƁƟ Œȣƌ ǩȣ ʉʞɫȣࡪ ɻŒȝɠȋƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉ ̍ࡱ

ࠀ߾

=



��� ċɠɻǞȴʉ

ċɠɻǞȴʉࡩ ðŒȝɠȋǩȣǊ ʂ = (߿ϵ/߾)® Ɓȴȋʞȝȣɻࡷɫȴʿɻ ȴǇ �,# ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣŒȋ ʉȴ ∥�:,Ȃ∥߿ · ∥#Ȃ,:∥߿ ˈǩƟȋƌɻࡪ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ + ʿǩʉǞ

∥�#− +∥^ ≤ ϵ · ∥�∥^ · ∥#∥^.

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ʉŒȅƟ ®(Ƞ߿) ʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟࡱ �ǇʉƟɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ +
ʉŒȅƟɻ ®(ʂ · Ƞ߿) ʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟࡱ

ࡦ +Œȣ ƌƟɫǩʻƟ ɫƟȋŒʉƟƌ ŷȴʞȣƌɻ ʿǞƟȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ŒɫƟ ǽʞɻʉ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ  ǩࡱƟࡱ ɛȂ ≥ β · ∥�:,Ȃ∥߿·∥#Ȃ,:∥߿∑Ƞ

Ț=߾ ∥�:,Ț∥߿·∥#Ț,:∥߿ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ β > ࡱ߽

ࡦ +Œȣ Œȋɻȴ ǊǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ ȴȣ ∥�#− ࡪ߿∥+ ŷʞʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ǩɻ ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ
ƁȴȝɠȋƟˇࡱ īǩȋȋ ɻƟƟ ʉȴȴȋɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȴȝǩȣǊ ʿƟƟȅɻ ʉǞŒʉ ȋƟʉ ʞɻ ƌȴ ʉǞǩɻࡱ

ࡦ � ƁȋŒɻɻǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ʞɻǩȣǊ ʿƟǩǊǞʉƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ʉȴ ƌƟƁɫƟŒɻƟ
ʻŒɫǩŒȣƁƟ Œȣƌ ǩȣ ʉʞɫȣࡪ ɻŒȝɠȋƟ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉ ̍ࡱ

ࠀ߾

=
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��� ċɠɻǞȴʉ

üǞǩȣȅ࢙ßŒǩɫ࢙ðǞŒɫƟ ࡩ߾ xƌƟŒȋȋˈ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ɥƝȈŒʂǦʴƝ ƝɥɥȰɥࡪ
∥�#− +∥^ ≤ ϵ∥�#∥^ࡱ +ȴʞȋƌ ʿƟ ǊƟʉ ʉǞǩɻ ʻǩŒ Œ ʉǩǊǞʉƟɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴɫ
ŷƟʉʉƟɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡲ

üǞǩȣȅ࢙ßŒǩɫ࢙ðǞŒɫƟ ࡩ߿ īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ǽʞɻʉ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟƌ
ɫȴʿɻࡷƁȴȋʞȝȣɻࡲ æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ E[∥�#− [^߿∥+ = ߾

ʂ
∑Ƞ

Ț=߾
∥�:,Ț∥߿߿·∥#Ț,:∥߿߿

ɛȚ ࡱ

ࠁ߾
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��� ċɠɻǞȴʉ

üǞǩȣȅ࢙ßŒǩɫ࢙ðǞŒɫƟ ࡩ߾ xƌƟŒȋȋˈ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ɥƝȈŒʂǦʴƝ ƝɥɥȰɥࡪ
∥�#− +∥^ ≤ ϵ∥�#∥^ࡱ +ȴʞȋƌ ʿƟ ǊƟʉ ʉǞǩɻ ʻǩŒ Œ ʉǩǊǞʉƟɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴɫ
ŷƟʉʉƟɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡲ

üǞǩȣȅ࢙ßŒǩɫ࢙ðǞŒɫƟ ࡩ߿ īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ǽʞɻʉ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟƌ
ɫȴʿɻࡷƁȴȋʞȝȣɻࡲ æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ E[∥�#− [^߿∥+ = ߾

ʂ
∑Ƞ

Ț=߾
∥�:,Ț∥߿߿·∥#Ț,:∥߿߿

ɛȚ ࡱ

ࠁ߾
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ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ üɫŒƁƟ DɻʉǩȝŒʉǩȴȣ

ࠁ߾



�Œʉɫǩˇ üɫŒƁƟ

üǞƟ ʉɫŒƁƟ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ƞ ǩɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ ǩʉ ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ʉɫ(�) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ.

īǞƟȣ � ǩɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋǩ˔ŒŷȋƟ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʿǞƟȣ ǩʉ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࢎ ʿǩʉǞ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾, . . . ,λȠࡪ ʉɫ(�) =

∑Ƞ
Ǧ=߾ λǦࡱ

oȴʿ ȝŒȣˈ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ƌȴƟɻ ǩʉ ʉŒȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉɫ(�) ǊǩʻƟȣ
ƟˇɠȋǩƁǩʉ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴ ࡲ�

ࠂ߾

:



�Œʉɫǩˇ üɫŒƁƟ

üǞƟ ʉɫŒƁƟ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ƞ ǩɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ ǩʉ ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ʉɫ(�) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ.

īǞƟȣ � ǩɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋǩ˔ŒŷȋƟ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʿǞƟȣ ǩʉ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࢎ ʿǩʉǞ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾, . . . ,λȠࡪ ʉɫ(�) =

∑Ƞ
Ǧ=߾ λǦࡱ

oȴʿ ȝŒȣˈ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ƌȴƟɻ ǩʉ ʉŒȅƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉɫ(�) ǊǩʻƟȣ
ƟˇɠȋǩƁǩʉ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴ ࡲ�

ࠂ߾

n operations



xȝɠȋǩƁǩʉ üɫŒƁƟ DɻʉǩȝŒʉǩȴȣ

ࡦ cǩʻƟȣ ǩȝɠȋǩƁǩʉ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴ � ∈ RȠ×Ƞ ʉǞɫȴʞǊǞ ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ
ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ cȴŒȋ ǩɻ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉɫ(�) =
∑Ƞ

Ǧ=߾ �ǦǦࡱ

�Œǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝŒȣˈ ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ࢨɧʞƟɫǩƟɻࢧ
�ˀ߾, . . . ,�ˀȚ ŒɫƟ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉɫ(�)ࡲ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ǩȣ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋ ŒɫƟ ƁŒȋȋƟƌ ȝŒʉɫǩˇ࢙ǇɫƟƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ ċɻƟǇʞȋ
ʿǞƟȣ � ǩɻ ȣȴʉ ǊǩʻƟȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉȋ ࡪ̍ ŷʞʉ ʿƟ ǞŒʻƟ Œȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ
ȝʞȋʉǩɠȋˈǩȣǊ � ŷˈ Œ ʻƟƁʉȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟɻࢍ ʉȴ ƁȴȝƟࡱࢎ

īǞŒʉ ȴʉǞƟɫ ȝŒʉɫǩˇ ǇɫƟƟ ȝƟʉǞȴƌ ǞŒʻƟ ʿƟ ɻʉʞƌǩƟƌ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡲ

ࠃ߾

- - -



xȝɠȋǩƁǩʉ üɫŒƁƟ DɻʉǩȝŒʉǩȴȣ

ࡦ cǩʻƟȣ ǩȝɠȋǩƁǩʉ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴ � ∈ RȠ×Ƞ ʉǞɫȴʞǊǞ ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ
ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ cȴŒȋ ǩɻ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉɫ(�) =
∑Ƞ

Ǧ=߾ �ǦǦࡱ

�Œǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝŒȣˈ ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ࢨɧʞƟɫǩƟɻࢧ
�ˀ߾, . . . ,�ˀȚ ŒɫƟ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉɫ(�)ࡲ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ǩȣ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋ ŒɫƟ ƁŒȋȋƟƌ ȝŒʉɫǩˇ࢙ǇɫƟƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ ċɻƟǇʞȋ
ʿǞƟȣ � ǩɻ ȣȴʉ ǊǩʻƟȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉȋ ࡪ̍ ŷʞʉ ʿƟ ǞŒʻƟ Œȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ
ȝʞȋʉǩɠȋˈǩȣǊ � ŷˈ Œ ʻƟƁʉȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟɻࢍ ʉȴ ƁȴȝƟࡱࢎ

īǞŒʉ ȴʉǞƟɫ ȝŒʉɫǩˇ ǇɫƟƟ ȝƟʉǞȴƌ ǞŒʻƟ ʿƟ ɻʉʞƌǩƟƌ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡲ

ࠃ߾



xȝɠȋǩƁǩʉ üɫŒƁƟ DɻʉǩȝŒʉǩȴȣ

ࡦ cǩʻƟȣ ǩȝɠȋǩƁǩʉ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴ � ∈ RȠ×Ƞ ʉǞɫȴʞǊǞ ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ
ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ cȴŒȋ ǩɻ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉɫ(�) =
∑Ƞ

Ǧ=߾ �ǦǦࡱ

�Œǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣࡩ oȴʿ ȝŒȣˈ ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ࢨɧʞƟɫǩƟɻࢧ
�ˀ߾, . . . ,�ˀȚ ŒɫƟ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉɫ(�)ࡲ

�ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ ǩȣ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋ ŒɫƟ ƁŒȋȋƟƌ ȝŒʉɫǩˇ࢙ǇɫƟƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ ċɻƟǇʞȋ
ʿǞƟȣ � ǩɻ ȣȴʉ ǊǩʻƟȣ ƟˇɠȋǩƁǩʉȋ ࡪ̍ ŷʞʉ ʿƟ ǞŒʻƟ Œȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ
ȝʞȋʉǩɠȋˈǩȣǊ � ŷˈ Œ ʻƟƁʉȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟɻࢍ ʉȴ ƁȴȝƟࡱࢎ

īǞŒʉ ȴʉǞƟɫ ȝŒʉɫǩˇ ǇɫƟƟ ȝƟʉǞȴƌ ǞŒʻƟ ʿƟ ɻʉʞƌǩƟƌ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡲ ࠃ߾

* [ A LIB]
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CAB-c)= o
CAB-IX



£ŒǩʻƟ DˇŒƁʉ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

£ŒǩʻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣࡩ

ࡦ ðƟʉ ˀǦ = ƝǦ Ǉȴɫ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ æƟʉʞɫȣ ʉɫ(�) =

∑Ƞ
Ǧ=߾ ˀóǦ �ˀǦࡱ

æƟʉʞɫȣɻ ƟˇŒƁʉ ɻȴȋʞʉǩȴȣࡪ ŷʞʉ ɫƟɧʞǩɫƟɻ Ƞ ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟɻࡱ

īƟ ʿǩȋȋ ɻƟƟ Ǟȴʿ ʉȴ ʞɻƟ Ț≪ Ƞ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟɻ ŷˈ ʞɻǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ
Œȣƌ ŒȋȋȴʿǩȣǊ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫࡱ

ࠄ߾

- - r ,A i i
- -

O
o

ca?, -

Ino,
s

-



£ŒǩʻƟ DˇŒƁʉ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

£ŒǩʻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣࡩ

ࡦ ðƟʉ ˀǦ = ƝǦ Ǉȴɫ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ æƟʉʞɫȣ ʉɫ(�) =

∑Ƞ
Ǧ=߾ ˀóǦ �ˀǦࡱ

æƟʉʞɫȣɻ ƟˇŒƁʉ ɻȴȋʞʉǩȴȣࡪ ŷʞʉ ɫƟɧʞǩɫƟɻ Ƞ ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟɻࡱ

īƟ ʿǩȋȋ ɻƟƟ Ǟȴʿ ʉȴ ʞɻƟ Ț≪ Ƞ ȝʞȋʉǩɠȋǩƟɻ ŷˈ ʞɻǩȣǊ ɫŒȣƌȴȝȣƟɻɻ
Œȣƌ ŒȋȋȴʿǩȣǊ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫࡱ

ࠄ߾

-



�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟ

üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ ȴɫ ȴʉǞƟɫ ɻȝŒȋȋ ࢪȝȴʉǩǇɻࢩ ǩɻ Œȣ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ
ȝƟʉɫǩƁ ȴǇ ȣƟʉʿȴɫȅ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉ ̍ࡱ DࡱǊࡪࡱ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
ʉǞƟ ȣƟʉʿȴɫȅ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ

oȴʿ ȋȴȣǊ ƌȴƟɻ ǩʉ ʉŒȅƟ ʉȴ ƟˇŒƁʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡲ

ࠅ߾

§ §
L triangles



�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟ

üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ ȴɫ ȴʉǞƟɫ ɻȝŒȋȋ ࢪȝȴʉǩǇɻࢩ ǩɻ Œȣ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ
ȝƟʉɫǩƁ ȴǇ ȣƟʉʿȴɫȅ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉ ̍ࡱ DࡱǊࡪࡱ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
ʉǞƟ ȣƟʉʿȴɫȅ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ

oȴʿ ȋȴȣǊ ƌȴƟɻ ǩʉ ʉŒȅƟ ʉȴ ƟˇŒƁʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡲ

ࠅ߾

-
n node graph

•
.

.

( j ) triples t o check( E l ' N 063) n in th



�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟ

+Œȣ ʞɻƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ # ∈ {߽, Ƞ×Ƞ{߾ ʉȴ ʿɫǩʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ ǩȣ Œ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʿŒ ̍ࡱ

ࡦ #ǦǺ ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙߾ ɠŒʉǞɻ ࢎƟƌǊƟɻࢍ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ
ࡦ ǦǺ[߿#] ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙߿ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ
ࡦ ǦǺ[ࠀ#] ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙ࠀ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ

#ǦǦ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɠŒʉǞɻ࢙ࠀ Ǉɫȴȝ Ǧ ŷŒƁȅ ʉȴ Ǧࡱ üǞʞɻࡪ
߾
ࠃ ʉɫ(#

(ࠀ =  ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ.

ࠆ߾

-

00



�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟ

+Œȣ ʞɻƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ # ∈ {߽, Ƞ×Ƞ{߾ ʉȴ ʿɫǩʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ ǩȣ Œ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʿŒ ̍ࡱ

ࡦ #ǦǺ ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙߾ ɠŒʉǞɻ ࢎƟƌǊƟɻࢍ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ
ࡦ ǦǺ[߿#] ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙߿ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ
ࡦ ǦǺ[ࠀ#] ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙ࠀ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ

#ǦǦ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɠŒʉǞɻ࢙ࠀ Ǉɫȴȝ Ǧ ŷŒƁȅ ʉȴ Ǧࡱ üǞʞɻࡪ
߾
ࠃ ʉɫ(#

(ࠀ =  ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ.

ࠆ߾

⇒ E ' }
=
-



�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟ

+Œȣ ʞɻƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ # ∈ {߽, Ƞ×Ƞ{߾ ʉȴ ʿɫǩʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ ǩȣ Œ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʿŒ ̍ࡱ

ࡦ #ǦǺ ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙߾ ɠŒʉǞɻ ࢎƟƌǊƟɻࢍ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ
ࡦ ǦǺ[߿#] ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙߿ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ
ࡦ ǦǺ[ࠀ#] ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙ࠀ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ

#ǦǦ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɠŒʉǞɻ࢙ࠀ Ǉɫȴȝ Ǧ ŷŒƁȅ ʉȴ Ǧࡱ üǞʞɻࡪ
߾
ࠃ ʉɫ(#

(ࠀ =  ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ.

ࠆ߾



�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟ

+Œȣ ʞɻƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ # ∈ {߽, Ƞ×Ƞ{߾ ʉȴ ʿɫǩʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ ǩȣ Œ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʿŒ ̍ࡱ

ࡦ #ǦǺ ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙߾ ɠŒʉǞɻ ࢎƟƌǊƟɻࢍ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ
ࡦ ǦǺ[߿#] ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙߿ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ
ࡦ ǦǺ[ࠀ#] ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙ࠀ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ

#ǦǦ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɠŒʉǞɻ࢙ࠀ Ǉɫȴȝ Ǧ ŷŒƁȅ ʉȴ Ǧࡱ üǞʞɻࡪ
߾
ࠃ ʉɫ(#

(ࠀ =  ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ.

ࠆ߾

÷ , O
, n

- Y. . . . . . . .

F : . : : &
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�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟ

+Œȣ ʞɻƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ # ∈ {߽, Ƞ×Ƞ{߾ ʉȴ ʿɫǩʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ ǩȣ Œ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʿŒ ̍ࡱ

ࡦ #ǦǺ ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙߾ ɠŒʉǞɻ ࢎƟƌǊƟɻࢍ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ
ࡦ ǦǺ[߿#] ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙߿ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ
ࡦ ǦǺ[ࠀ#] ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉƟɠ࢙ࠀ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Ǧ, Ǻ

#ǦǦ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȋƟȣǊʉǞ ɠŒʉǞɻ࢙ࠀ Ǉɫȴȝ Ǧ ŷŒƁȅ ʉȴ Ǧࡱ üǞʞɻࡪ
߾
ࠃ ʉɫ(#

(ࠀ =  ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ.
ࠆ߾

÷÷÷÷÷÷÷§f
, ooo.":*+dig =2[]
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�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟ

߾
ࠃ ʉɫ(#

(ࠀ =  ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ.

ࡦ DˇɠȋǩƁǩʉȋˈ ǇȴɫȝǩȣǊ ࠀ# Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉɫ(#ࠀ) ʉŒȅƟɻ ®(Ƞࠀ) ʉǩȝƟࡱ

ࡦ +Œȣ ȝʞȋʉǩɠȋˈ ࠀ# ŷˈ Œ ʻƟƁʉȴɫ ǩȣ ࠀ · |B| = ®(Ƞ߿) ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻࡱ
ࡦ ðȴ Œ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻǩȣǊ Ț ɧʞƟɫǩƟɻࡪ ˈǩƟȋƌɻ Œȣ
®(Ț · |B|) ʉǩȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

߽߿



�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟ

߾
ࠃ ʉɫ(#

(ࠀ =  ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ.

ࡦ DˇɠȋǩƁǩʉȋˈ ǇȴɫȝǩȣǊ ࠀ# Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉɫ(#ࠀ) ʉŒȅƟɻ ®(Ƞࠀ) ʉǩȝƟࡱ

ࡦ +Œȣ ȝʞȋʉǩɠȋˈ ࠀ# ŷˈ Œ ʻƟƁʉȴɫ ǩȣ ࠀ · |B| = ®(Ƞ߿) ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻࡱ
ࡦ ðȴ Œ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻǩȣǊ Ț ɧʞƟɫǩƟɻࡪ ˈǩƟȋƌɻ Œȣ
®(Ț · |B|) ʉǩȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

߽߿



�ȴʉǩʻŒʉǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟ

߾
ࠃ ʉɫ(#

(ࠀ =  ʉɫǩŒȣǊȋƟɻ.

ࡦ DˇɠȋǩƁǩʉȋˈ ǇȴɫȝǩȣǊ ࠀ# Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉɫ(#ࠀ) ʉŒȅƟɻ ®(Ƞࠀ) ʉǩȝƟࡱ
ࡦ +Œȣ ȝʞȋʉǩɠȋˈ ࠀ# ŷˈ Œ ʻƟƁʉȴɫ ǩȣ ࠀ · |B| = ®(Ƞ߿) ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻࡱ
ࡦ ðȴ Œ ʉɫŒƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʞɻǩȣǊ Ț ɧʞƟɫǩƟɻࡪ ˈǩƟȋƌɻ Œȣ
®(Ț · |B|) ʉǩȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉɫǩŒȣǊȋƟ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

߽߿

133×51343(Bx))

- .

= D(m- s2 )



´ʉǞƟɫ DˇŒȝɠȋƟɻ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߿ oƟɻɻǩŒȣࡷ�ŒƁȴŷǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ɠɫȴƌʞƁʉɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ʻƟƁʉȴɫ ˀࡪ ∇Ǉ(ˁ)ˀ Œȣƌ ǅ(ˁ)ˀ߿∇ ƁŒȣ ȴǇʉƟȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ʞɻǩȣǊ ˨ȣǩʉƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȴɫ ƟˇɠȋǩƁǩʉ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒʉǩȴȣ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʻǩŒ ŷŒƁȅɠɫȴɠŒǊŒʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ 5ȴ ȣȴʉ ȣƟƟƌ ʉȴ Ǉʞȋȋˈ Ǉȴɫȝ ∇ǅ(ˁ) ȴɫ ࡱǅ(ˁ)߿∇
ࡦ �Œȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡪ ƟࡱǊࡪࡱ ǩȣ ŒȣŒȋˈ˔ǩȣǊ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ
ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟࡱ

߾߿



´ʉǞƟɫ DˇŒȝɠȋƟɻ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩࠀ � ǩɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ ŒȣȴʉǞƟɫ ࢎƟˇɠȋǩƁǩʉࢍ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ# � = ǅ(#) ʉǞŒʉ
ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠȋǩƟƌ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ʻǩŒ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࡦ æƟɠƟŒʉƟƌ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ Œɠɠȋˈ � = ࡱࠀ#

ࡦ +ȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ �x£æDðࡪ ȴɫ Œȣˈ ȋǩȣƟŒɫ ɻˈɻʉƟȝ ɻȴȋʻƟɫࡩ

� = .߾−#

ࡦ �ŒȣƁ˔ȴɻ ȝƟʉǞȴƌࡪ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡷɫŒʉǩȴȣŒȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ

� = Ɵˇɠ(#), � =
√
#, � = ȋȴǊ(#), ƟʉƁࡱ

ࡦ üǞƟɻƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ɫʞȣ ǩȣ Ƞ߿ · * ʉǩȝƟࡪ ʿǞƟɫƟ * ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ
ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ ࡱ# üˈɠǩƁŒȋȋˈ *≪ Ƞ ɻȴ Ƞ߿ · *≪ Ƞࡱࠀ

߿߿



´ʉǞƟɫ DˇŒȝɠȋƟɻ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩࠀ � ǩɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ ŒȣȴʉǞƟɫ ࢎƟˇɠȋǩƁǩʉࢍ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ# � = ǅ(#) ʉǞŒʉ
ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠȋǩƟƌ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ʻǩŒ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࡦ æƟɠƟŒʉƟƌ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ Œɠɠȋˈ � = ࡱࠀ#

ࡦ +ȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ �x£æDðࡪ ȴɫ Œȣˈ ȋǩȣƟŒɫ ɻˈɻʉƟȝ ɻȴȋʻƟɫࡩ

� = .߾−#

ࡦ �ŒȣƁ˔ȴɻ ȝƟʉǞȴƌࡪ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡷɫŒʉǩȴȣŒȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ

� = Ɵˇɠ(#), � =
√
#, � = ȋȴǊ(#), ƟʉƁࡱ

ࡦ üǞƟɻƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ɫʞȣ ǩȣ Ƞ߿ · * ʉǩȝƟࡪ ʿǞƟɫƟ * ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ
ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ ࡱ# üˈɠǩƁŒȋȋˈ *≪ Ƞ ɻȴ Ƞ߿ · *≪ Ƞࡱࠀ

߿߿

-
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�Œʉɫǩˇ `ʞȣƁʉǩȴȣ DˇŒȝɠȋƟɻ

ࡦ �ȴǊ࢙ȋǩȅƟȋǩǞȴȴƌ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ǩȣ #ŒˈƟɻǩŒȣ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ
ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣࡱ ʉɫ(ȋȴǊ(#)) = ȋȴǊ ƌƟʉ(#)ࡱ

ࡦ DɻʉɫŒƌŒ ǩȣƌƟˇࡪ Œ ȝƟŒɻʞɫƟ ȴǇ ɠɫȴʉƟǩȣ ǇȴȋƌǩȣǊ ƌƟǊɫƟƟ Œȣƌ
ȝȴɫƟ ǊƟȣƟɫŒȋȋ ࡪ̍ ȣƟʉʿȴɫȅ ƁȴȣȣƟƁʉǩʻǩʉ ̍ࡱ ʉɫ(Ɵˇɠ(#))ࡱ

ࡦ üɫŒƁƟ ǩȣʻƟɫɻƟࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣ ʞȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈ
ɧʞŒȣʉǩ˨ƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ȝŒȣˈ ȴʉǞƟɫ ɻƁǩƟȣʉǩ˨Ɓ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ ʉɫ(#−߾)

ࡦ xȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝࡪ ɻǩȣƁƟ
ʉɫ(ǅ(#)) =

∑Ƞ
Ǧ=߾ ǅ(λǦ)ࡪ ʿǞƟɫƟ λǦ ǩɻ ɻࢪ# ǦʂǛ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ǩȣ Œȣ ǩȣʉƟɫʻŒȋࡪ
ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƌƟȣɻǩʉˈ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡪ ȝŒʉɫǩˇ ȣȴɫȝɻ

ࡦ ðƟƟ ƟࡱǊࡪࡱ ࡪċŷŒɫʞࢁ Œȣƌ ðŒŒƌ ࡱࢂࠄ߾߽߿

ࠀ߿

-

=



oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ �ƟʉǞȴƌ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣ ࡪ߾ࠆࠆ߾ cǩɫŒɫƌ ࡩࠄࠅࠆ߾

ࡦ 5ɫŒʿ ,߾ˇ . . . , ˇȚ ∈ RȠ ǩࡱǩࡱƌࡱ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ {߾−,߾+} ƟȣʉɫǩƟɻࡱ
ࡦ æƟʉʞɫȣ ü = ߾

Ț
∑Ț

Ǧ=߾ ˇóǦ �ˇǦ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉɫ(�)ࡱ

ࡦ ´ȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ƟŒɫȋǩƟɻʉ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ Œ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ
Ǉȴɫ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣࡱ

ࠁ߿

-

[



oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ �ƟʉǞȴƌ Dɫɫȴɫ #ȴʞȣƌ

üǞƟȴɫƟȝ
�Ɲʂ ü ŶƝ ʂǛƝ ʂɥŒƀƝ ƝɵʂǦȚŒʂƝ ɥƝʂʗɥȠƝƊ Ŷˁ mʗʂƀǛǦȠɵȰȠࢨɵ ȚƝʂǛȰƊࡰ
uǅ Ț = ®

( ߾
δϵ߿
)
ࡪ ʂǛƝȠ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ

∣∣ü− ʉɫ(�)
∣∣≤ ϵ∥�∥^

xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ɻƟȝǩƌƟ˨ȣǩʉƟ ࢎßð5ࢍ ʉǞƟȣ

∥�∥^ =

√√√√
Ƞ∑

Ǧ=߾
λ߿Ǧ ≤

Ƞ∑

Ǧ=߾
λǦ = ʉɫ(�).

ðȴ Ǉȴɫ ßð5 ࡩ� −߾) ϵ) ʉɫ(�) ≤ ü ≤ +߾) ϵ) ʉɫ(�)ࡱ

ࠂ߿



oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ �ƟʉǞȴƌ Dɫɫȴɫ #ȴʞȣƌ

üǞƟȴɫƟȝ
�Ɲʂ ü ŶƝ ʂǛƝ ʂɥŒƀƝ ƝɵʂǦȚŒʂƝ ɥƝʂʗɥȠƝƊ Ŷˁ mʗʂƀǛǦȠɵȰȠࢨɵ ȚƝʂǛȰƊࡰ
uǅ Ț = ®

( ߾
δϵ߿
)
ࡪ ʂǛƝȠ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ

∣∣ü− ʉɫ(�)
∣∣≤ ϵ∥�∥^

xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ɻƟȝǩƌƟ˨ȣǩʉƟ ࢎßð5ࢍ ʉǞƟȣ

∥�∥^ =

√√√√
Ƞ∑

Ǧ=߾
λ߿Ǧ ≤

Ƞ∑

Ǧ=߾
λǦ = ʉɫ(�).

ðȴ Ǉȴɫ ßð5 ࡩ� −߾) ϵ) ʉɫ(�) ≤ ü ≤ +߾) ϵ) ʉɫ(�)ࡱ

ࠂ߿

s etrCA)
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ßɫȴȴǇ �ɠɠɫȴŒƁǞ

üǞƟȴɫƟȝ
�Ɲʂ ü ŶƝ ʂǛƝ ʂɥŒƀƝ ƝɵʂǦȚŒʂƝ ɥƝʂʗɥȠƝƊ Ŷˁ mʗʂƀǛǦȠɵȰȠࢨɵ ȚƝʂǛȰƊࡰ
uǅ Ț = ®

( ߾
δϵ߿
)
ࡪ ʂǛƝȠ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ

∣∣ü− ʉɫ(�)
∣∣≤ ϵ∥�∥^

ࡱ߾ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ E[ü] = ʉɫ(�).
ࡱ߿ #ȴʞȣƌ ĨŒɫ[ü]ࡱ
ࡱࠀ �ɠɠȋˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

� ʉǩǊǞʉƟɫ ɠɫȴȴǇ ʉǞŒʉ ʞɻƟɻ ʉǞƟ oŒȣɻȴȣ࢙īɫǩǊǞʉ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡪ Œȣ
ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɧʞŒƌɫŒʉǩƁ Ǉȴɫȝɻࡪ ƁŒȣ
ǩȝɠɫȴʻƟ ʉǞƟ δ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ʉȴ ȋȴǊ(߾/δ)ࡱ

ࠃ߿



ßɫȴȴǇ �ɠɠɫȴŒƁǞ

üǞƟȴɫƟȝ
�Ɲʂ ü ŶƝ ʂǛƝ ʂɥŒƀƝ ƝɵʂǦȚŒʂƝ ɥƝʂʗɥȠƝƊ Ŷˁ mʗʂƀǛǦȠɵȰȠࢨɵ ȚƝʂǛȰƊࡰ
uǅ Ț = ®

( ߾
δϵ߿
)
ࡪ ʂǛƝȠ ʸǦʂǛ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂˁ ≥ −߾ δࡪ

∣∣ü− ʉɫ(�)
∣∣≤ ϵ∥�∥^

ࡱ߾ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ E[ü] = ʉɫ(�).
ࡱ߿ #ȴʞȣƌ ĨŒɫ[ü]ࡱ
ࡱࠀ �ɠɠȋˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

� ʉǩǊǞʉƟɫ ɠɫȴȴǇ ʉǞŒʉ ʞɻƟɻ ʉǞƟ oŒȣɻȴȣ࢙īɫǩǊǞʉ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡪ Œȣ
ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɧʞŒƌɫŒʉǩƁ Ǉȴɫȝɻࡪ ƁŒȣ
ǩȝɠɫȴʻƟ ʉǞƟ δ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ʉȴ ȋȴǊ(߾/δ)ࡱ

ࠃ߿

- I ExitAyi

-



DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ DɻʉǩȝŒʉȴɫࡩࡩ

ࡦ 5ɫŒʿ ,߾ˇ . . . , ˇȚ ∈ RȠ ǩࡱǩࡱƌࡱ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ {߾−,߾+} ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࡦ æƟʉʞɫȣ ü = ߾
Ț
∑Ț

Ǧ=߾ ˇóǦ �ˇǦ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉɫ(�)ࡱ

#ˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ E[ü] = E[ˇó�ˇ] Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ߾±
ʻƟƁʉȴɫ ࡱˇ

E[ˇó�ˇ] = E
Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ˇǦˇǺ�ǦǺ =

Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
�ǦǺ · E[ˇǦˇǺ]

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ.

ࡦ īǞƟȣ Ǧ ̸= Ǻࡪ ˇǦˇǺ = ߾ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿ࡷ߾ Œȣƌ ߾− ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ࡪ߿/߾ ɻȴ E[ˇǦˇǺ] = ࡱ߽ īǞƟȣ Ǧ = Ǻࡪ ˇǦˇǺ = ࡪ߾ ɻȴ E[ˇǦˇǺ] = ࡱ߾

ࡦ ðȴ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ ƁȴɫɫƟƁʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ E[ü] = ʉɫ(�).

ࠄ߿

=

- -



DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ DɻʉǩȝŒʉȴɫࡩࡩ

ࡦ 5ɫŒʿ ,߾ˇ . . . , ˇȚ ∈ RȠ ǩࡱǩࡱƌࡱ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ {߾−,߾+} ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࡦ æƟʉʞɫȣ ü = ߾
Ț
∑Ț

Ǧ=߾ ˇóǦ �ˇǦ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉɫ(�)ࡱ

#ˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ E[ü] = E[ˇó�ˇ] Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ߾±
ʻƟƁʉȴɫ ࡱˇ

E[ˇó�ˇ] = E
Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ˇǦˇǺ�ǦǺ =

Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
�ǦǺ · E[ˇǦˇǺ]

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ.

ࡦ īǞƟȣ Ǧ ̸= Ǻࡪ ˇǦˇǺ = ߾ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿ࡷ߾ Œȣƌ ߾− ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ࡪ߿/߾ ɻȴ E[ˇǦˇǺ] = ࡱ߽ īǞƟȣ Ǧ = Ǻࡪ ˇǦˇǺ = ࡪ߾ ɻȴ E[ˇǦˇǺ] = ࡱ߾

ࡦ ðȴ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ ƁȴɫɫƟƁʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ E[ü] = ʉɫ(�).

ࠄ߿
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DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ DɻʉǩȝŒʉȴɫࡩࡩ

ࡦ 5ɫŒʿ ,߾ˇ . . . , ˇȚ ∈ RȠ ǩࡱǩࡱƌࡱ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ {߾−,߾+} ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࡦ æƟʉʞɫȣ ü = ߾
Ț
∑Ț

Ǧ=߾ ˇóǦ �ˇǦ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉɫ(�)ࡱ

#ˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ E[ü] = E[ˇó�ˇ] Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ߾±
ʻƟƁʉȴɫ ࡱˇ

E[ˇó�ˇ] = E
Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ˇǦˇǺ�ǦǺ =

Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
�ǦǺ · E[ˇǦˇǺ]

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ.

ࡦ īǞƟȣ Ǧ ̸= Ǻࡪ ˇǦˇǺ = ߾ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿ࡷ߾ Œȣƌ ߾− ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ࡪ߿/߾ ɻȴ E[ˇǦˇǺ] = ࡱ߽ īǞƟȣ Ǧ = Ǻࡪ ˇǦˇǺ = ࡪ߾ ɻȴ E[ˇǦˇǺ] = ࡱ߾

ࡦ ðȴ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ ƁȴɫɫƟƁʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ E[ü] = ʉɫ(�).

ࠄ߿

= . -



DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ DɻʉǩȝŒʉȴɫࡩࡩ

ࡦ 5ɫŒʿ ,߾ˇ . . . , ˇȚ ∈ RȠ ǩࡱǩࡱƌࡱ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ {߾−,߾+} ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࡦ æƟʉʞɫȣ ü = ߾
Ț
∑Ț

Ǧ=߾ ˇóǦ �ˇǦ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉɫ(�)ࡱ

#ˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ E[ü] = E[ˇó�ˇ] Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ߾±
ʻƟƁʉȴɫ ࡱˇ

E[ˇó�ˇ] = E
Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ˇǦˇǺ�ǦǺ =

Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
�ǦǺ · E[ˇǦˇǺ] =

Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ.

ࡦ īǞƟȣ Ǧ ̸= Ǻࡪ ˇǦˇǺ = ߾ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿ࡷ߾ Œȣƌ ߾− ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ࡪ߿/߾ ɻȴ E[ˇǦˇǺ] = ࡱ߽ īǞƟȣ Ǧ = Ǻࡪ ˇǦˇǺ = ࡪ߾ ɻȴ E[ˇǦˇǺ] = ࡱ߾

ࡦ ðȴ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ ƁȴɫɫƟƁʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ E[ü] = ʉɫ(�).

ࠄ߿

i . = t r(A).
-



DˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ �ȣŒȋˈɻǩɻ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ DɻʉǩȝŒʉȴɫࡩࡩ

ࡦ 5ɫŒʿ ,߾ˇ . . . , ˇȚ ∈ RȠ ǩࡱǩࡱƌࡱ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ {߾−,߾+} ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࡦ æƟʉʞɫȣ ü = ߾
Ț
∑Ț

Ǧ=߾ ˇóǦ �ˇǦ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉɫ(�)ࡱ

#ˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ E[ü] = E[ˇó�ˇ] Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ߾±
ʻƟƁʉȴɫ ࡱˇ

E[ˇó�ˇ] = E
Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ˇǦˇǺ�ǦǺ =

Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
�ǦǺ · E[ˇǦˇǺ] =

Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ.

ࡦ īǞƟȣ Ǧ ̸= Ǻࡪ ˇǦˇǺ = ߾ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿ࡷ߾ Œȣƌ ߾− ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ࡪ߿/߾ ɻȴ E[ˇǦˇǺ] = ࡱ߽ īǞƟȣ Ǧ = Ǻࡪ ˇǦˇǺ = ࡪ߾ ɻȴ E[ˇǦˇǺ] = ࡱ߾

ࡦ ðȴ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ ƁȴɫɫƟƁʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ E[ü] = ʉɫ(�).

ࠄ߿



ĨŒɫǩŒȣƁƟ #ȴʞȣƌ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ DɻʉǩȝŒʉȴɫࡩࡩ
ࡦ 5ɫŒʿ ,߾ˇ . . . , ˇȚ ∈ RȠ ǩࡱǩࡱƌࡱ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ {߾−,߾+} ƟȣʉɫǩƟɻࡱ
ࡦ æƟʉʞɫȣ ü = ߾

Ț
∑Ț

Ǧ=߾ ˇóǦ �ˇǦ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉɫ(�)ࡱ

ĨŒɫ[ ü ]

=
߾
Ț ĨŒɫ[ˇó�ˇ] = ߾

Ț ĨŒɫ

⎡

⎣
Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ˇǦˇǺ�ǦǺ

⎤

⎦

+Œȣ ʿƟ Œɠɠȋˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǞƟɫƟࡲ

�ȋȝȴɻʉ  ȣƟƟƌ ʉȴ ɫƟȝȴʻƟ
ɫƟɠƟŒʉƟƌ ʉƟɫȝɻࡪ Œȣƌ ʉǞƟȣ ƁŒȣ ʞɻƟ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡱ

ĨŒɫ[ ü ] = ߾
Ț ĨŒɫ

⎡

⎣
Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ +

Ƞ∑

Ǧ=߾

∑

Ǻ>Ǧ
ˇǦˇǺ(�ǦǺ + �ǺǦ)

⎤

⎦

=
߾
Ț

Ƞ∑

Ǧ=߾

∑

Ǻ>Ǧ
ĨŒɫ[ˇǦˇǺ] · (�ǦǺ + �ǺǦ)߿ ≤

߾
Ț

Ƞ∑

Ǧ=߾

∑

Ǻ>Ǧ
ǦǺ߿�߿ + ǺǦ߿�߿ ≤

^߿∥�∥߿
Ț .

ࠅ߿

-



ĨŒɫǩŒȣƁƟ #ȴʞȣƌ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ DɻʉǩȝŒʉȴɫࡩࡩ
ࡦ 5ɫŒʿ ,߾ˇ . . . , ˇȚ ∈ RȠ ǩࡱǩࡱƌࡱ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ {߾−,߾+} ƟȣʉɫǩƟɻࡱ
ࡦ æƟʉʞɫȣ ü = ߾

Ț
∑Ț

Ǧ=߾ ˇóǦ �ˇǦ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉɫ(�)ࡱ

ĨŒɫ[ ü ] = ߾
Ț ĨŒɫ[ˇó�ˇ]

=
߾
Ț ĨŒɫ

⎡

⎣
Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ˇǦˇǺ�ǦǺ

⎤

⎦

+Œȣ ʿƟ Œɠɠȋˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǞƟɫƟࡲ

�ȋȝȴɻʉ  ȣƟƟƌ ʉȴ ɫƟȝȴʻƟ
ɫƟɠƟŒʉƟƌ ʉƟɫȝɻࡪ Œȣƌ ʉǞƟȣ ƁŒȣ ʞɻƟ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡱ

ĨŒɫ[ ü ] = ߾
Ț ĨŒɫ

⎡

⎣
Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ +

Ƞ∑

Ǧ=߾

∑

Ǻ>Ǧ
ˇǦˇǺ(�ǦǺ + �ǺǦ)

⎤

⎦

=
߾
Ț

Ƞ∑

Ǧ=߾

∑

Ǻ>Ǧ
ĨŒɫ[ˇǦˇǺ] · (�ǦǺ + �ǺǦ)߿ ≤

߾
Ț

Ƞ∑

Ǧ=߾

∑

Ǻ>Ǧ
ǦǺ߿�߿ + ǺǦ߿�߿ ≤

^߿∥�∥߿
Ț .

ࠅ߿

=



ĨŒɫǩŒȣƁƟ #ȴʞȣƌ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ DɻʉǩȝŒʉȴɫࡩࡩ
ࡦ 5ɫŒʿ ,߾ˇ . . . , ˇȚ ∈ RȠ ǩࡱǩࡱƌࡱ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ {߾−,߾+} ƟȣʉɫǩƟɻࡱ
ࡦ æƟʉʞɫȣ ü = ߾

Ț
∑Ț

Ǧ=߾ ˇóǦ �ˇǦ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉɫ(�)ࡱ

ĨŒɫ[ ü ] = ߾
Ț ĨŒɫ[ˇó�ˇ] = ߾

Ț ĨŒɫ

⎡

⎣
Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ˇǦˇǺ�ǦǺ

⎤

⎦

+Œȣ ʿƟ Œɠɠȋˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǞƟɫƟࡲ

�ȋȝȴɻʉ  ȣƟƟƌ ʉȴ ɫƟȝȴʻƟ
ɫƟɠƟŒʉƟƌ ʉƟɫȝɻࡪ Œȣƌ ʉǞƟȣ ƁŒȣ ʞɻƟ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡱ

ĨŒɫ[ ü ] = ߾
Ț ĨŒɫ

⎡

⎣
Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ +

Ƞ∑

Ǧ=߾

∑

Ǻ>Ǧ
ˇǦˇǺ(�ǦǺ + �ǺǦ)

⎤

⎦

=
߾
Ț

Ƞ∑

Ǧ=߾

∑

Ǻ>Ǧ
ĨŒɫ[ˇǦˇǺ] · (�ǦǺ + �ǺǦ)߿ ≤

߾
Ț

Ƞ∑

Ǧ=߾

∑

Ǻ>Ǧ
ǦǺ߿�߿ + ǺǦ߿�߿ ≤

^߿∥�∥߿
Ț .

ࠅ߿



ĨŒɫǩŒȣƁƟ #ȴʞȣƌ

oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ DɻʉǩȝŒʉȴɫࡩࡩ
ࡦ 5ɫŒʿ ,߾ˇ . . . , ˇȚ ∈ RȠ ǩࡱǩࡱƌࡱ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝ {߾−,߾+} ƟȣʉɫǩƟɻࡱ
ࡦ æƟʉʞɫȣ ü = ߾

Ț
∑Ț

Ǧ=߾ ˇóǦ �ˇǦ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉɫ(�)ࡱ

ĨŒɫ[ ü ] = ߾
Ț ĨŒɫ[ˇó�ˇ] = ߾

Ț ĨŒɫ

⎡

⎣
Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
ˇǦˇǺ�ǦǺ

⎤

⎦

+Œȣ ʿƟ Œɠɠȋˈ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǞƟɫƟࡲ
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Ț ĨŒɫ

⎡

⎣
Ƞ∑

Ǧ=߾
�ǦǦ +

Ƞ∑

Ǧ=߾

∑

Ǻ>Ǧ
ˇǦˇǺ(�ǦǺ + �ǺǦ)
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ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ɧʞƟɫǩƟɻࡪ ȴȣƟ ƁŒȣ ŒƁǞǩƟʻƟ ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ

)
ɧʞƟɫǩƟɻ

Ǉȴɫ ßð5 ȝŒʉɫǩƁƟɻ  ɻƟƟ ɠɫȴǽƟƁʉ ʉȴɠǩƁɻࡱ

߽ࠀ



´ɠʉǩȝŒȋǩʉˈ ȴǇ oʞʉƁǞǩȣɻȴȣࢪɻ �ƟʉǞȴƌ

üǞƟ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ŷȴʞȣƌ ǊǩʻƟȣ ŷˈ ʉǞƟ oŒȣɻȴȣ࢙īɫǩǊǞʉ

ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ǩɻ ʉǩǊǞʉࡱ

ࡦ �ȣˈ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ȴȣȋˈ ʞɻƟɻ ɧʞƟɫǩƟɻ ȴǇ ʉǞƟ Ǉȴɫȝ ˇóǦ �ˇǦ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ Ω

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ɻŒȝɠȋƟɻ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉɫ(�) ʉȴ Ɵɫɫȴɫ

±ϵ ʉɫ(�) Ǉȴɫ ßð5 � ࡪīǩȝȝƟɫࢁ īʞࡪ ĿǞŒȣǊ ࡱࢂࠁ߾߽߿
ࡦ īƟ ɫƟƁƟȣʉȋˈ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ Ǉʞȋȋ ɠȴʿƟɫ ȴǇ
ȝŒʉɫǩˇ࢙ʻƟƁʉȴɫ ɧʞƟɫǩƟɻࡪ ȴȣƟ ƁŒȣ ŒƁǞǩƟʻƟ ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ

)
ɧʞƟɫǩƟɻ

Ǉȴɫ ßð5 ȝŒʉɫǩƁƟɻ  ɻƟƟ ɠɫȴǽƟƁʉ ʉȴɠǩƁɻࡱ

߽ࠀ

l


