
+´�ßð+x ࡩ�æ߽ࠆࠃ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Œȣƌ
ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ 5ŒʉŒ �ȣŒȋˈɻǩɻ

ßɫȴǇࡱ +ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߿߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ߾߾

߾



�ȴǊǩɻʉǩƁɻ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠁ ǩɻ ƌʞƟ ȣƟˇʉ üʞƟɻƌŒˈ ࠀࡷࠂ Œʉ ࡱɠȝࠅ
ࡦ üǞƟ ˨ȣŒȋ ƟˇŒȝ ǩɻ ȣƟˇʉ `ɫǩƌŒˈ ࠂࡷࠂ Œʉ Œȝ߽ࠀࡩ߽߾ Ǉȴɫ ʉǞȴɻƟ ʉǞŒʉ
ŒɫƟ ʉŒȅǩȣǊ ǩʉࡱ

ࡦ x ʿǩȋȋ Ǟȴȋƌ ƟˇʉƟȣƌƟƌ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ īƟƌࡱ ࠀࡷࠂ Ǉɫȴȝ ɠȝࠁ࢙߿ Œȣƌ
üǞʞɫɻࡱ ࠁࡷࠂ Ǉɫȴȝ ࡱɠȝࠃ࢙ࠁ

ࡦ x ʿǩȋȋ ŒƁƁƟɠʉ ˨ȣŒȋ ɠɫȴǽƟƁʉ ɻʞŷȝǩɻɻǩȴȣɻ ʞɠ ʞȣʉǩȋ ðʞȣƌŒˈ ࠅࡷࠂ
Œʉ ࡱɠȝࠆࠂࡩ߾߾

ࡦ ðæüxࢪɻ ŒɫƟ ȴɠƟȣ Ǉȴɫ ʉǞǩɻ ƁȴʞɫɻƟࡱ xʉ ʿȴʞȋƌ ŷƟ ʻƟɫˈ ǞƟȋɠǇʞȋ ʉȴ
ȝƟ ǩǇ ˈȴʞ ƁŒȣ ˨ȋȋ ʉǞƟȝ ȴʞʉ

ࡦ üǞǩɻ ʿŒɻ ȝˈ ˨ɫɻʉ ʉǩȝƟ ʉƟŒƁǞǩȣǊ ʉǞǩɻ ƁȴʞɫɻƟࡪ ɻȴ ǇƟƟƌŷŒƁȅ ȴȣ
ʿǞŒʉ ʿȴɫȅƟƌ Œȣƌ ʿǞŒʉ ƌǩƌȣࢪʉ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ ʞɻƟǇʞȋ ʉȴ ȝƟࡱ

߿
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ðʞȝȝŒɫˈ

�Œɻʉ īƟƟȅࡩ �ȴɫƟ �ƌʻŒȣƁƟƌ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣɻࡱ

ࡦ üǞƟ ǊŒȝŷȋƟɫࢪɻ ɫʞǩȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣɻ Œȣƌ ʉǞƟǩɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࡦ �ɠƟɫǩȴƌǩƁǩʉˈ Œȣƌ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟࡱ

üȴƌŒˈࡩ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣɻ

ࡦ �ǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ƁȴʞɠȋǩȣǊࡱ

ࡦ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȴȣʉƟ +Œɫȋȴ ࢎ+�+�ࢍ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ

ࠀ

-



ðʞȝȝŒɫˈ

�Œɻʉ īƟƟȅࡩ �ȴɫƟ �ƌʻŒȣƁƟƌ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣɻࡱ

ࡦ üǞƟ ǊŒȝŷȋƟɫࢪɻ ɫʞǩȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣɻ Œȣƌ ʉǞƟǩɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࡦ �ɠƟɫǩȴƌǩƁǩʉˈ Œȣƌ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟࡱ

üȴƌŒˈࡩ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣɻ

ࡦ �ǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ƁȴʞɠȋǩȣǊࡱ

ࡦ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȴȣʉƟ +Œɫȋȴ ࢎ+�+�ࢍ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ

ࠀ

=
o s a m p l i n g t t t y reductions.
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`ʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ üǞƟȴɫƟȝ ȴǇ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣɻ

üǞƟȴɫƟȝ üǞƟࢍ `ʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ üǞƟȴɫƟȝ ȴǇ �Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣɻࢎ
�Ɲʂ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŶƝ Œ �ŒɥȂȰʴ ƀǛŒǦȠ ʸǦʂǛ Œ ˧ȠǦʂƝ ɵʂŒʂƝ ɵɛŒƀƝ ŒȠƊ
ʂɥŒȠɵǦʂǦȰȠ ȚŒʂɥǦˀ Ø ∈ [߽, ࡰȚ×Ț[߾ uǅ ʂǛƝ ƀǛŒǦȠ Ǧɵ ŶȰʂǛ ǦɥɥƝƊʗƀǦŶȈƝ ŒȠƊ
ŒɛƝɥǦȰƊǦƀࡪ

ࡱ߾ óǛƝɥƝ ƝˀǦɵʂɵ Œ ʗȠǦɡʗƝ ɵʂŒʂǦȰȠŒɥˁ ƊǦɵʂɥǦŶʗʂǦȰȠ π ∈ [߽, Ț[߾ ʸǦʂǛ
π = πØࡰ

ࡱ߿ ^Ȱɥ ŒȠˁ ɵʂŒʂƝɵ Ǧ, Ǻࡪ ȋǩȝʂ→∞ ßɫ[Ĳʂ = Ǧ|ĩ߽ = Ǻ] = π(Ǧ)ࡰ uࡰƝࡪࡰ ǅȰɥ ŒȠˁ
ǦȠǦʂǦŒȈ ƊǦɵʂɥǦŶʗʂǦȰȠ ɡ߽ࡪ ȋǩȝʂ→∞ ɡʂ = ȋǩȝʂ→∞ ɡ߽Øʂ = πࡰ

äʞƟɻʉǩȴȣ Ǉȴɫ ʉȴƌŒˈࡩ oȴʿ ȋȴȣǊ ƌȴƟɻ ǩʉ ʉŒȅƟ ʞɻ ʉȴ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
ʉǞǩɻ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡲ

ࠁ

%
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78,002,2*1' periodreducible
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�ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ �ǩˇǩȣǊࢍ üǩȝƟࢎ
+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǩʉǞ ʞȣǩɧʞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ πࡱ �Ɵʉ ɡǦ,ʂ ŷƟ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ɻʉŒʉƟɻ Œʉ ʉǩȝƟ ʂ
ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ĳ߽ = Ǧࡱ üǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ ƌƟ˨ȣƟƌ Œɻࡩ

τ(ϵ) = ȝǩȣ
{
ʂ : ȝŒˇ

Ǧ∈[Ț]
∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ϵ

}
.

£ȴʉƟࡩ xǇ ∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ϵ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ′ ≥ ʂࡪ ∥ɡǦ,ʂ′ − π∥óğ ≤ ϵࡱ +ȴʞɠȋǩȣǊ
�ȴʉǩʻŒʉǩȴȣࡩ �Œɻʉ ʉǩȝƟ ʿƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ.

#ˈ �ȴȣʉȴɫȴʻǩƁǞ࢙æʞŷǩȣɻʉƟǩȣ ƌʞŒȋǩʉˈࡪ Ǉȴɫ Ĳʂ, ĳʂ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ŷˈ ƟʻȴȋʻǩȣǊ
ʉǞƟ ƁǞŒǩȣ Ǉȴɫ ʂ ɻʉƟɠɻ ɻʉŒɫʉǩȣǊ Ǉɫȴȝ ɻʉŒʉƟ Ǧ ȴɫ Ǻ ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[Ĳʂ ̸= ĳʂ].

ࠂ

-
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�ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ �ǩˇǩȣǊࢍ üǩȝƟࢎ
+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǩʉǞ ʞȣǩɧʞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ πࡱ �Ɵʉ ɡǦ,ʂ ŷƟ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ɻʉŒʉƟɻ Œʉ ʉǩȝƟ ʂ
ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ĳ߽ = Ǧࡱ üǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ ƌƟ˨ȣƟƌ Œɻࡩ

τ(ϵ) = ȝǩȣ
{
ʂ : ȝŒˇ

Ǧ∈[Ț]
∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ϵ

}
.

£ȴʉƟࡩ xǇ ∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ϵ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ′ ≥ ʂࡪ ∥ɡǦ,ʂ′ − π∥óğ ≤ ϵࡱ

+ȴʞɠȋǩȣǊ
�ȴʉǩʻŒʉǩȴȣࡩ �Œɻʉ ʉǩȝƟ ʿƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ.

#ˈ �ȴȣʉȴɫȴʻǩƁǞ࢙æʞŷǩȣɻʉƟǩȣ ƌʞŒȋǩʉˈࡪ Ǉȴɫ Ĳʂ, ĳʂ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ŷˈ ƟʻȴȋʻǩȣǊ
ʉǞƟ ƁǞŒǩȣ Ǉȴɫ ʂ ɻʉƟɠɻ ɻʉŒɫʉǩȣǊ Ǉɫȴȝ ɻʉŒʉƟ Ǧ ȴɫ Ǻ ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[Ĳʂ ̸= ĳʂ].

ࠂ
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�ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ �ǩˇǩȣǊࢍ üǩȝƟࢎ
+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǩʉǞ ʞȣǩɧʞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ πࡱ �Ɵʉ ɡǦ,ʂ ŷƟ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ɻʉŒʉƟɻ Œʉ ʉǩȝƟ ʂ
ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ĳ߽ = Ǧࡱ üǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ ƌƟ˨ȣƟƌ Œɻࡩ

τ(ϵ) = ȝǩȣ
{
ʂ : ȝŒˇ

Ǧ∈[Ț]
∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ϵ

}
.

+ȴʞɠȋǩȣǊ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣࡩ �Œɻʉ ʉǩȝƟ ʿƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ
ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ.

#ˈ �ȴȣʉȴɫȴʻǩƁǞ࢙æʞŷǩȣɻʉƟǩȣ ƌʞŒȋǩʉˈࡪ Ǉȴɫ Ĳʂ, ĳʂ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ŷˈ ƟʻȴȋʻǩȣǊ
ʉǞƟ ƁǞŒǩȣ Ǉȴɫ ʂ ɻʉƟɠɻ ɻʉŒɫʉǩȣǊ Ǉɫȴȝ ɻʉŒʉƟ Ǧ ȴɫ Ǻ ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[Ĳʂ ̸= ĳʂ].
ࠂ
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`ȴɫȝŒȋ +ȴʞɠȋǩȣǊ 5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢎȴʞɠȋǩȣǊ+ࢍ
`ȴɫ Œ ˨ȣǩʉƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǩʉǞ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ RȚ×Țࡪ
Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ǩɻ Œ ǽȴǩȣʉ ɠɫȴƁƟɻɻ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉࡩ
ࡱ߾ Ĳ߽ = Ǧ Œȣƌ ĳ߽ = Ǻ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǧ, Ǻ ∈ [Ț]ࡱ

ࡱ߿ ßɫ[Ĳʂ = Ǻ|Ĳʂ−߾ = Ǧ] = ßɫ[ĳʂ = Ǻ|ĳʂ−߾ = Ǧ] = ØǦ,Ǻ
ࡱࠀ xǇ Ĳʂ = ĳʂࡪ ʉǞƟȣ Ĳʂ+߾ = ĳʂ+ࡱ߾

üǞƟȴɫƟȝ �ǩˇǩȣǊࢍ üǩȝƟ #ȴʞȣƌ ʻǩŒ +ȴʞɠȋǩȣǊࢎ
^Ȱɥ Œ ˧ȠǦʂƝࡪ ǦɥɥƝƊʗƀǦŶȈƝࡪ ŒȠƊ ŒɛƝɥǦȰƊǦƀ �ŒɥȂȰʴ ƀǛŒǦȠ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŒȠƊ
ŒȠˁ ʴŒȈǦƊ ƀȰʗɛȈǦȠǈ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ȈƝʂʂǦȠǈ
üǦ,Ǻ = ȝǩȣ{ʂ : Ĳʂ = ĳʂ|Ĳ߽ = Ǧ, ĳ߽ = Ǻ}ࡪ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[üǦ,Ǻ > ʂ].

ࠃ

= - -



`ȴɫȝŒȋ +ȴʞɠȋǩȣǊ 5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢎȴʞɠȋǩȣǊ+ࢍ
`ȴɫ Œ ˨ȣǩʉƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǩʉǞ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ RȚ×Țࡪ
Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ǩɻ Œ ǽȴǩȣʉ ɠɫȴƁƟɻɻ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉࡩ
ࡱ߾ Ĳ߽ = Ǧ Œȣƌ ĳ߽ = Ǻ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǧ, Ǻ ∈ [Ț]ࡱ

ࡱ߿ ßɫ[Ĳʂ = Ǻ|Ĳʂ−߾ = Ǧ] = ßɫ[ĳʂ = Ǻ|ĳʂ−߾ = Ǧ] = ØǦ,Ǻ
ࡱࠀ xǇ Ĳʂ = ĳʂࡪ ʉǞƟȣ Ĳʂ+߾ = ĳʂ+ࡱ߾

üǞƟȴɫƟȝ �ǩˇǩȣǊࢍ üǩȝƟ #ȴʞȣƌ ʻǩŒ +ȴʞɠȋǩȣǊࢎ
^Ȱɥ Œ ˧ȠǦʂƝࡪ ǦɥɥƝƊʗƀǦŶȈƝࡪ ŒȠƊ ŒɛƝɥǦȰƊǦƀ �ŒɥȂȰʴ ƀǛŒǦȠ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŒȠƊ
ŒȠˁ ʴŒȈǦƊ ƀȰʗɛȈǦȠǈ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ȈƝʂʂǦȠǈ
üǦ,Ǻ = ȝǩȣ{ʂ : Ĳʂ = ĳʂ|Ĳ߽ = Ǧ, ĳ߽ = Ǻ}ࡪ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[üǦ,Ǻ > ʂ].

ࠃ



`ȴɫȝŒȋ +ȴʞɠȋǩȣǊ 5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢎȴʞɠȋǩȣǊ+ࢍ
`ȴɫ Œ ˨ȣǩʉƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǩʉǞ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ RȚ×Țࡪ
Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ǩɻ Œ ǽȴǩȣʉ ɠɫȴƁƟɻɻ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉࡩ
ࡱ߾ Ĳ߽ = Ǧ Œȣƌ ĳ߽ = Ǻ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǧ, Ǻ ∈ [Ț]ࡱ

ࡱ߿ ßɫ[Ĳʂ = Ǻ|Ĳʂ−߾ = Ǧ] = ßɫ[ĳʂ = Ǻ|ĳʂ−߾ = Ǧ] = ØǦ,Ǻ
ࡱࠀ xǇ Ĳʂ = ĳʂࡪ ʉǞƟȣ Ĳʂ+߾ = ĳʂ+ࡱ߾

üǞƟȴɫƟȝ �ǩˇǩȣǊࢍ üǩȝƟ #ȴʞȣƌ ʻǩŒ +ȴʞɠȋǩȣǊࢎ
^Ȱɥ Œ ˧ȠǦʂƝࡪ ǦɥɥƝƊʗƀǦŶȈƝࡪ ŒȠƊ ŒɛƝɥǦȰƊǦƀ �ŒɥȂȰʴ ƀǛŒǦȠ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŒȠƊ
ŒȠˁ ʴŒȈǦƊ ƀȰʗɛȈǦȠǈ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ȈƝʂʂǦȠǈ
üǦ,Ǻ = ȝǩȣ{ʂ : Ĳʂ = ĳʂ|Ĳ߽ = Ǧ, ĳ߽ = Ǻ}ࡪ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[üǦ,Ǻ > ʂ].

ࠃ
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`ȴɫȝŒȋ +ȴʞɠȋǩȣǊ 5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢎȴʞɠȋǩȣǊ+ࢍ
`ȴɫ Œ ˨ȣǩʉƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǩʉǞ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ RȚ×Țࡪ
Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ǩɻ Œ ǽȴǩȣʉ ɠɫȴƁƟɻɻ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉࡩ
ࡱ߾ Ĳ߽ = Ǧ Œȣƌ ĳ߽ = Ǻ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǧ, Ǻ ∈ [Ț]ࡱ

ࡱ߿ ßɫ[Ĳʂ = Ǻ|Ĳʂ−߾ = Ǧ] = ßɫ[ĳʂ = Ǻ|ĳʂ−߾ = Ǧ] = ØǦ,Ǻ
ࡱࠀ xǇ Ĳʂ = ĳʂࡪ ʉǞƟȣ Ĳʂ+߾ = ĳʂ+ࡱ߾

üǞƟȴɫƟȝ �ǩˇǩȣǊࢍ üǩȝƟ #ȴʞȣƌ ʻǩŒ +ȴʞɠȋǩȣǊࢎ
^Ȱɥ Œ ˧ȠǦʂƝࡪ ǦɥɥƝƊʗƀǦŶȈƝࡪ ŒȠƊ ŒɛƝɥǦȰƊǦƀ �ŒɥȂȰʴ ƀǛŒǦȠ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŒȠƊ
ŒȠˁ ʴŒȈǦƊ ƀȰʗɛȈǦȠǈ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ȈƝʂʂǦȠǈ
üǦ,Ǻ = ȝǩȣ{ʂ : Ĳʂ = ĳʂ|Ĳ߽ = Ǧ, ĳ߽ = Ǻ}ࡪ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[üǦ,Ǻ > ʂ].

ࠃ
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`ȴɫȝŒȋ +ȴʞɠȋǩȣǊ 5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢎȴʞɠȋǩȣǊ+ࢍ
`ȴɫ Œ ˨ȣǩʉƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǩʉǞ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ RȚ×Țࡪ
Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ǩɻ Œ ǽȴǩȣʉ ɠɫȴƁƟɻɻ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉࡩ
ࡱ߾ Ĳ߽ = Ǧ Œȣƌ ĳ߽ = Ǻ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǧ, Ǻ ∈ [Ț]ࡱ

ࡱ߿ ßɫ[Ĳʂ = Ǻ|Ĳʂ−߾ = Ǧ] = ßɫ[ĳʂ = Ǻ|ĳʂ−߾ = Ǧ] = ØǦ,Ǻ
ࡱࠀ xǇ Ĳʂ = ĳʂࡪ ʉǞƟȣ Ĳʂ+߾ = ĳʂ+ࡱ߾

üǞƟȴɫƟȝ �ǩˇǩȣǊࢍ üǩȝƟ #ȴʞȣƌ ʻǩŒ +ȴʞɠȋǩȣǊࢎ
^Ȱɥ Œ ˧ȠǦʂƝࡪ ǦɥɥƝƊʗƀǦŶȈƝࡪ ŒȠƊ ŒɛƝɥǦȰƊǦƀ �ŒɥȂȰʴ ƀǛŒǦȠ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŒȠƊ
ŒȠˁ ʴŒȈǦƊ ƀȰʗɛȈǦȠǈ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ȈƝʂʂǦȠǈ
üǦ,Ǻ = ȝǩȣ{ʂ : Ĳʂ = ĳʂ|Ĳ߽ = Ǧ, ĳ߽ = Ǻ}ࡪ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[üǦ,Ǻ > ʂ].

ࠃ



`ȴɫȝŒȋ +ȴʞɠȋǩȣǊ 5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢎȴʞɠȋǩȣǊ+ࢍ
`ȴɫ Œ ˨ȣǩʉƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǩʉǞ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ RȚ×Țࡪ
Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ǩɻ Œ ǽȴǩȣʉ ɠɫȴƁƟɻɻ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉࡩ
ࡱ߾ Ĳ߽ = Ǧ Œȣƌ ĳ߽ = Ǻ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǧ, Ǻ ∈ [Ț]ࡱ

ࡱ߿ ßɫ[Ĳʂ = Ǻ|Ĳʂ−߾ = Ǧ] = ßɫ[ĳʂ = Ǻ|ĳʂ−߾ = Ǧ] = ØǦ,Ǻ
ࡱࠀ xǇ Ĳʂ = ĳʂࡪ ʉǞƟȣ Ĳʂ+߾ = ĳʂ+ࡱ߾

üǞƟȴɫƟȝ �ǩˇǩȣǊࢍ üǩȝƟ #ȴʞȣƌ ʻǩŒ +ȴʞɠȋǩȣǊࢎ
^Ȱɥ Œ ˧ȠǦʂƝࡪ ǦɥɥƝƊʗƀǦŶȈƝࡪ ŒȠƊ ŒɛƝɥǦȰƊǦƀ �ŒɥȂȰʴ ƀǛŒǦȠ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŒȠƊ
ŒȠˁ ʴŒȈǦƊ ƀȰʗɛȈǦȠǈ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ȈƝʂʂǦȠǈ
üǦ,Ǻ = ȝǩȣ{ʂ : Ĳʂ = ĳʂ|Ĳ߽ = Ǧ, ĳ߽ = Ǻ}ࡪ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[üǦ,Ǻ > ʂ].

ࠃ



`ȴɫȝŒȋ +ȴʞɠȋǩȣǊ 5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢎȴʞɠȋǩȣǊ+ࢍ
`ȴɫ Œ ˨ȣǩʉƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǩʉǞ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Ø ∈ RȚ×Țࡪ
Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ǩɻ Œ ǽȴǩȣʉ ɠɫȴƁƟɻɻ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ɻʞƁǞ ʉǞŒʉࡩ
ࡱ߾ Ĳ߽ = Ǧ Œȣƌ ĳ߽ = Ǻ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ Ǧ, Ǻ ∈ [Ț]ࡱ

ࡱ߿ ßɫ[Ĳʂ = Ǻ|Ĳʂ−߾ = Ǧ] = ßɫ[ĳʂ = Ǻ|ĳʂ−߾ = Ǧ] = ØǦ,Ǻ
ࡱࠀ xǇ Ĳʂ = ĳʂࡪ ʉǞƟȣ Ĳʂ+߾ = ĳʂ+ࡱ߾

üǞƟȴɫƟȝ �ǩˇǩȣǊࢍ üǩȝƟ #ȴʞȣƌ ʻǩŒ +ȴʞɠȋǩȣǊࢎ
^Ȱɥ Œ ˧ȠǦʂƝࡪ ǦɥɥƝƊʗƀǦŶȈƝࡪ ŒȠƊ ŒɛƝɥǦȰƊǦƀ �ŒɥȂȰʴ ƀǛŒǦȠ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŒȠƊ
ŒȠˁ ʴŒȈǦƊ ƀȰʗɛȈǦȠǈ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ȈƝʂʂǦȠǈ
üǦ,Ǻ = ȝǩȣ{ʂ : Ĳʂ = ĳʂ|Ĳ߽ = Ǧ, ĳ߽ = Ǻ}ࡪ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[üǦ,Ǻ > ʂ].

ࠃ
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+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

oȴʿ ȝŒȣˈ ʉǩȝƟɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʿŒɠ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴǇ ʉǞƟ
ƌƟƁȅ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ȴɫƌƟɫǩȣǊɻ ȴȣ ȴʞɫ ƁŒɫƌɻ ǩɻ ϵ࢙ƁȋȴɻƟ ǩȣ
üĨ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩǇȴɫȝ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Œȋȋ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻࡲ

+ȴʞɠȋǩȣǊࡩ
ࡦ �Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ǩɻ
ȝȴʻƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࡦ �Ɵʉ ĳ߽, ĳ߾ ŷƟ Œ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ īǞƟȣ ƁŒɫƌ è ǩɻ ɻʿŒɠɠƟƌ
ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ Ĳ ƁǞŒǩȣࡪ ɻʿŒɠ è ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ ĳ ƁǞŒǩȣ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

ࠄ



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

oȴʿ ȝŒȣˈ ʉǩȝƟɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʿŒɠ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴǇ ʉǞƟ
ƌƟƁȅ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ȴɫƌƟɫǩȣǊɻ ȴȣ ȴʞɫ ƁŒɫƌɻ ǩɻ ϵ࢙ƁȋȴɻƟ ǩȣ
üĨ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩǇȴɫȝ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Œȋȋ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻࡲ

+ȴʞɠȋǩȣǊࡩ
ࡦ �Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ǩɻ
ȝȴʻƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࡦ �Ɵʉ ĳ߽, ĳ߾ ŷƟ Œ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ īǞƟȣ ƁŒɫƌ è ǩɻ ɻʿŒɠɠƟƌ
ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ Ĳ ƁǞŒǩȣࡪ ɻʿŒɠ è ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ ĳ ƁǞŒǩȣ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

ࠄ



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

oȴʿ ȝŒȣˈ ʉǩȝƟɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʿŒɠ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴǇ ʉǞƟ
ƌƟƁȅ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ȴɫƌƟɫǩȣǊɻ ȴȣ ȴʞɫ ƁŒɫƌɻ ǩɻ ϵ࢙ƁȋȴɻƟ ǩȣ
üĨ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩǇȴɫȝ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Œȋȋ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻࡲ

+ȴʞɠȋǩȣǊࡩ
ࡦ �Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ǩɻ
ȝȴʻƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࡦ �Ɵʉ ĳ߽, ĳ߾ ŷƟ Œ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ īǞƟȣ ƁŒɫƌ è ǩɻ ɻʿŒɠɠƟƌ
ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ Ĳ ƁǞŒǩȣࡪ ɻʿŒɠ è ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ ĳ ƁǞŒǩȣ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

ࠄ
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+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

oȴʿ ȝŒȣˈ ʉǩȝƟɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʿŒɠ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴǇ ʉǞƟ
ƌƟƁȅ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ȴɫƌƟɫǩȣǊɻ ȴȣ ȴʞɫ ƁŒɫƌɻ ǩɻ ϵ࢙ƁȋȴɻƟ ǩȣ
üĨ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩǇȴɫȝ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Œȋȋ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻࡲ

+ȴʞɠȋǩȣǊࡩ
ࡦ �Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ǩɻ
ȝȴʻƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࡦ �Ɵʉ ĳ߽, ĳ߾ ŷƟ Œ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ īǞƟȣ ƁŒɫƌ è ǩɻ ɻʿŒɠɠƟƌ
ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ Ĳ ƁǞŒǩȣࡪ ɻʿŒɠ è ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ ĳ ƁǞŒǩȣ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

ࠄ
← I



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

oȴʿ ȝŒȣˈ ʉǩȝƟɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʿŒɠ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴǇ ʉǞƟ
ƌƟƁȅ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ȴɫƌƟɫǩȣǊɻ ȴȣ ȴʞɫ ƁŒɫƌɻ ǩɻ ϵ࢙ƁȋȴɻƟ ǩȣ
üĨ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩǇȴɫȝ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Œȋȋ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻࡲ

+ȴʞɠȋǩȣǊࡩ
ࡦ �Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ǩɻ
ȝȴʻƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࡦ �Ɵʉ ĳ߽, ĳ߾ ŷƟ Œ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ īǞƟȣ ƁŒɫƌ è ǩɻ ɻʿŒɠɠƟƌ
ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ Ĳ ƁǞŒǩȣࡪ ɻʿŒɠ è ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ ĳ ƁǞŒǩȣ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

ࠄ

A
=



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

oȴʿ ȝŒȣˈ ʉǩȝƟɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʿŒɠ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴǇ ʉǞƟ
ƌƟƁȅ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ȴɫƌƟɫǩȣǊɻ ȴȣ ȴʞɫ ƁŒɫƌɻ ǩɻ ϵ࢙ƁȋȴɻƟ ǩȣ
üĨ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩǇȴɫȝ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Œȋȋ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻࡲ

+ȴʞɠȋǩȣǊࡩ
ࡦ �Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ǩɻ
ȝȴʻƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࡦ �Ɵʉ ĳ߽, ĳ߾ ŷƟ Œ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ īǞƟȣ ƁŒɫƌ è ǩɻ ɻʿŒɠɠƟƌ
ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ Ĳ ƁǞŒǩȣࡪ ɻʿŒɠ è ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ ĳ ƁǞŒǩȣ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

ࠄ
-



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

oȴʿ ȝŒȣˈ ʉǩȝƟɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʿŒɠ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴǇ ʉǞƟ
ƌƟƁȅ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ȴɫƌƟɫǩȣǊɻ ȴȣ ȴʞɫ ƁŒɫƌɻ ǩɻ ϵ࢙ƁȋȴɻƟ ǩȣ
üĨ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩǇȴɫȝ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Œȋȋ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻࡲ

+ȴʞɠȋǩȣǊࡩ
ࡦ �Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ǩɻ
ȝȴʻƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࡦ �Ɵʉ ĳ߽, ĳ߾ ŷƟ Œ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ īǞƟȣ ƁŒɫƌ è ǩɻ ɻʿŒɠɠƟƌ
ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ Ĳ ƁǞŒǩȣࡪ ɻʿŒɠ è ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ ĳ ƁǞŒǩȣ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

ࠄ

1 6 7 2 8627 6572 £127

A = p

-



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

oȴʿ ȝŒȣˈ ʉǩȝƟɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʿŒɠ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴǇ ʉǞƟ
ƌƟƁȅ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ȴɫƌƟɫǩȣǊɻ ȴȣ ȴʞɫ ƁŒɫƌɻ ǩɻ ϵ࢙ƁȋȴɻƟ ǩȣ
üĨ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩǇȴɫȝ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Œȋȋ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻࡲ

+ȴʞɠȋǩȣǊࡩ
ࡦ �Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ǩɻ
ȝȴʻƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࡦ �Ɵʉ ĳ߽, ĳ߾ ŷƟ Œ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ īǞƟȣ ƁŒɫƌ è ǩɻ ɻʿŒɠɠƟƌ
ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ Ĳ ƁǞŒǩȣࡪ ɻʿŒɠ è ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ ĳ ƁǞŒǩȣ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ +Œȣ ƁǞƟƁȅ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩɻ Œ ʻŒȋǩƌ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ɻǩȣƁƟ Ĳʂ, ĳʂ ǞŒʻƟ ʉǞƟ
ƁȴɫɫƟƁʉ ȝŒɫǊǩȣŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡪ Œȣƌ ɻǩȣƁƟ
Ĳʂ = ĳʂ =⇒ Ĳʂ+߾ = ĳʂ+߾

ࠄ

[



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

oȴʿ ȝŒȣˈ ʉǩȝƟɻ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʿŒɠ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴǇ ʉǞƟ
ƌƟƁȅ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ȴɫƌƟɫǩȣǊɻ ȴȣ ȴʞɫ ƁŒɫƌɻ ǩɻ ϵ࢙ƁȋȴɻƟ ǩȣ
üĨ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩǇȴɫȝ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ Œȋȋ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣɻࡲ

+ȴʞɠȋǩȣǊࡩ
ࡦ �Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ŷƟ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞƟɫƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ƁŒɫƌ ǩɻ
ȝȴʻƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ

ࡦ �Ɵʉ ĳ߽, ĳ߾ ŷƟ Œ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣࡱ īǞƟȣ ƁŒɫƌ è ǩɻ ɻʿŒɠɠƟƌ
ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ Ĳ ƁǞŒǩȣࡪ ɻʿŒɠ è ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ ǩȣ ʉǞƟ ĳ ƁǞŒǩȣ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ +Œȣ ƁǞƟƁȅ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩɻ Œ ʻŒȋǩƌ ƁȴʞɠȋǩȣǊ ɻǩȣƁƟ Ĳʂ, ĳʂ ǞŒʻƟ ʉǞƟ
ƁȴɫɫƟƁʉ ȝŒɫǊǩȣŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡪ Œȣƌ ɻǩȣƁƟ
Ĳʂ = ĳʂ =⇒ Ĳʂ+߾ = ĳʂ+߾

ࡦ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ Ĳʂ = ĳʂ Œɻ ɻȴȴȣ Œɻ Œȋȋ ƀ ʞȣǩɧʞƟ ƁŒɫƌɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɻʿŒɠɠƟƌ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƁƟࡱ oȴʿ ȝŒȣˈ ɻʿŒɠɻ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ʉŒȅƟࡲ

ࠄ
(logo steps i n expecti n



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[üǦ,Ǻ > ʂ]

≤ ßɫ[< ƀ ʞȣǩɧʞƟ ƁŒɫƌɻ ŒɫƟ ɻʿŒɠɠƟƌ ǩȣ ʂ ɻʿŒɠɻ]

#ˈ Ɓȴʞɠȴȣ ƁȴȋȋƟƁʉȴɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫ ʂ ≥ ƀ ȋȣ(ƀ/ϵ)ࡪ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ
ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ŷˈ ʉǞƟ ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ

(
−߾ ߾

ƀ
)ƀ ȋȣ ƀ/ϵ ≤ ϵ

ƀ ɠȋʞɻ Œ
ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ ƀ ƁŒɫƌɻࡱ

üǞʞɻࡪ Ǉȴɫ ʂ ≥ ƀ ȋȣ(ƀ/ϵ)ࡪ
ȝŒˇǦ∈[Ț] ∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇǦ,Ǻ∈[Ț] ∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ϵࡱ

xࡱƟࡪࡱ τ(ϵ) ≤ ƀ ȋȣ(ƀ/ϵ)ࡱ

ࠅ

=



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[üǦ,Ǻ > ʂ]

≤ ßɫ[< ƀ ʞȣǩɧʞƟ ƁŒɫƌɻ ŒɫƟ ɻʿŒɠɠƟƌ ǩȣ ʂ ɻʿŒɠɻ]

#ˈ Ɓȴʞɠȴȣ ƁȴȋȋƟƁʉȴɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫ ʂ ≥ ƀ ȋȣ(ƀ/ϵ)ࡪ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ
ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ŷˈ ʉǞƟ ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ

(
−߾ ߾

ƀ
)ƀ ȋȣ ƀ/ϵ ≤ ϵ

ƀ ɠȋʞɻ Œ
ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ ƀ ƁŒɫƌɻࡱ

üǞʞɻࡪ Ǉȴɫ ʂ ≥ ƀ ȋȣ(ƀ/ϵ)ࡪ
ȝŒˇǦ∈[Ț] ∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇǦ,Ǻ∈[Ț] ∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ϵࡱ

xࡱƟࡪࡱ τ(ϵ) ≤ ƀ ȋȣ(ƀ/ϵ)ࡱ

ࠅ

d r y

-

Heckle)



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ǩˇǩȣǊ üǩȝƟ ȴǇ ðǞʞǇ˩ǩȣǊ

ȝŒˇ
Ǧ∈[Ț]

∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇ
Ǧ,Ǻ∈[Ț]

ßɫ[üǦ,Ǻ > ʂ]

≤ ßɫ[< ƀ ʞȣǩɧʞƟ ƁŒɫƌɻ ŒɫƟ ɻʿŒɠɠƟƌ ǩȣ ʂ ɻʿŒɠɻ]

#ˈ Ɓȴʞɠȴȣ ƁȴȋȋƟƁʉȴɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫ ʂ ≥ ƀ ȋȣ(ƀ/ϵ)ࡪ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ
ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱ xȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ŷˈ ʉǞƟ ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ

(
−߾ ߾

ƀ
)ƀ ȋȣ ƀ/ϵ ≤ ϵ

ƀ ɠȋʞɻ Œ
ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ ƀ ƁŒɫƌɻࡱ

üǞʞɻࡪ Ǉȴɫ ʂ ≥ ƀ ȋȣ(ƀ/ϵ)ࡪ
ȝŒˇǦ∈[Ț] ∥ɡǦ,ʂ − π∥óğ ≤ ȝŒˇǦ,Ǻ∈[Ț] ∥ɡǦ,ʂ − ɡǺ,ʂ∥óğ ≤ ϵࡱ

xࡱƟࡪࡱ τ(ϵ) ≤ ƀ ȋȣ(ƀ/ϵ)ࡱ

ࠅ
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+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ æŒȣƌȴȝ īŒȋȅ ȴȣ Œ oˈɠƟɫƁʞŷƟ

�Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾ ŷƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ȴʻƟɫ ɻʉŒʉƟ ɻɠŒƁƟ {߽, ࡱȠ{߾ xȣ ƟŒƁǞ
ɻʉƟɠࡪ ɠǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ ∈ [Ƞ] Œȣƌ ɻƟʉ Ĳʂ(Ǧ) = ߽ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿/߾ Œȣƌ Ĳʂ(Ǧ) = ߾ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾

īǞŒʉ ǩɻ Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ȴȣ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ʉǞŒʉ ʿƟ
ƁŒȣ ʞɻƟ ʉȴ ŷȴʞȣƌ ʉǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ȴǇ ʉǞǩɻ ʿŒȋȅࡲ

ࠆ
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+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ æŒȣƌȴȝ īŒȋȅ ȴȣ Œ oˈɠƟɫƁʞŷƟ

�Ɵʉ Ĳ߽, Ĳ߾ ŷƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ȴʻƟɫ ɻʉŒʉƟ ɻɠŒƁƟ {߽, ࡱȠ{߾ xȣ ƟŒƁǞ
ɻʉƟɠࡪ ɠǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ ∈ [Ƞ] Œȣƌ ɻƟʉ Ĳʂ(Ǧ) = ߽ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿/߾ Œȣƌ Ĳʂ(Ǧ) = ߾ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾

īǞŒʉ ǩɻ Œ ƁȴʞɠȋǩȣǊ (Ĳ߽, ĳ߽), (Ĳ߾, ĳ߾), . . . ȴȣ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ʉǞŒʉ ʿƟ
ƁŒȣ ʞɻƟ ʉȴ ŷȴʞȣƌ ʉǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ȴǇ ʉǞǩɻ ʿŒȋȅࡲ

ࠆ

x x "
1- I



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ æŒȣƌȴȝ īŒȋȅ ȴȣ Œ oˈɠƟɫƁʞŷƟ

xȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ɠǩƁȅ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ ∈ [Ƞ] Œȣƌ ȋƟʉ
Ĳʂ(Ǧ) = ĳʂ(Ǧ) = ߽ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿/߾ Œȣƌ Ĳʂ(Ǧ) = ĳʂ(Ǧ) = ߾ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾

oȴʿ ȋŒɫǊƟ ȝʞɻʉ ʿƟ ɻƟʉ ʂ ɻȴ ʉǞŒʉ ßɫ[Ĳʂ ̸= ĳʂ] ≤ ϵࡲ

ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ȴǇ ʉǞƟ Ƞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǞˈɠƟɫƁʞŷƟ ǩɻ
τ(ϵ) = ®(Ƞ ȋȴǊ(Ƞ/ϵ))ࡱ

߽߾

-

yo ¥ ' T

µ
¥9



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ æŒȣƌȴȝ īŒȋȅ ȴȣ Œ oˈɠƟɫƁʞŷƟ

xȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ɠǩƁȅ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ ∈ [Ƞ] Œȣƌ ȋƟʉ
Ĳʂ(Ǧ) = ĳʂ(Ǧ) = ߽ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿/߾ Œȣƌ Ĳʂ(Ǧ) = ĳʂ(Ǧ) = ߾ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾

oȴʿ ȋŒɫǊƟ ȝʞɻʉ ʿƟ ɻƟʉ ʂ ɻȴ ʉǞŒʉ ßɫ[Ĳʂ ̸= ĳʂ] ≤ ϵࡲ

ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ȴǇ ʉǞƟ Ƞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǞˈɠƟɫƁʞŷƟ ǩɻ
τ(ϵ) = ®(Ƞ ȋȴǊ(Ƞ/ϵ))ࡱ

߽߾

T (E) 000

(coupon collection



+ȴʞɠȋǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ æŒȣƌȴȝ īŒȋȅ ȴȣ Œ oˈɠƟɫƁʞŷƟ

xȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ɠǩƁȅ Œ ɻǩȣǊȋƟ ɫŒȣƌȴȝ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ ∈ [Ƞ] Œȣƌ ȋƟʉ
Ĳʂ(Ǧ) = ĳʂ(Ǧ) = ߽ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿/߾ Œȣƌ Ĳʂ(Ǧ) = ĳʂ(Ǧ) = ߾ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾

oȴʿ ȋŒɫǊƟ ȝʞɻʉ ʿƟ ɻƟʉ ʂ ɻȴ ʉǞŒʉ ßɫ[Ĳʂ ̸= ĳʂ] ≤ ϵࡲ

ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ȴǇ ʉǞƟ Ƞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǞˈɠƟɫƁʞŷƟ ǩɻ
τ(ϵ) = ®(Ƞ ȋȴǊ(Ƞ/ϵ))ࡱ

߽߾

t¥€
-



�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȴȣʉƟ +Œɫȋȴ

߽߾



�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȴȣʉƟ +Œɫȋȴ

�Œȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ŷǩȴȋȴǊ ࡪ̍ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࡪ
ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ƁȴȝɠʞʉƟɫ ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ƟʉƁࡱ ɫƟɧʞǩɫƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Ǉɫȴȝ ƁȴȝɠȋƟˇ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ŒɫƟ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ʿɫǩʉƟ ƌȴʿȣ ǩȣ ƁȋȴɻƟƌ Ǉȴɫȝࡪ Œȣƌ
ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ƌǩɫƟƁʉȋˈ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝࡱ

� ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ǩɻ ʉȴ ƌƟɻǩǊȣ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞȴɻƟ
ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ π ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉࡱ

#ˈ ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǞǩɻ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ǉȴɫ Œʉ ȋƟŒɻʉ τ(ϵ) ɻʉƟɠɻ ǩȣ࢙ŷʞɫȣࢍ ʉǩȝƟࡪࢎ
ȴȣƟ ƁŒȣ ƌɫŒʿ Œ ɻŒȝɠȋƟ ʿǞǩƁǞ ǩɻ ȣƟŒɫȋˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ
ǩȣʉƟɫƟɻʉࡱ

£ȴʉƟࡩ � ȝŒǽȴɫ ǇȴƁʞɻ ǩɻ ȴȣ ƌƟɻǩǊȣǩȣǊ Œȣƌ ŒȣŒȋˈ˔ǩȣǊ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣɻ
ʿǞƟɫƟ τ(ϵ) ǩɻ ɻȝŒȋȋࡱ `ȴɫ ʉȴƌŒ ࡪ̍ ʿƟࢪȋȋ ǽʞɻʉ ǇȴƁʞɻ ȴȣ ǊƟʉʉǩȣǊ ʉǞƟ
ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ɫǩǊǞʉࡪ Œȣƌ ȝȴɻʉȋˈ ǩǊȣȴɫƟ ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

߾߾

-



�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ �ȴȣʉƟ +Œɫȋȴ

�Œȣˈ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋ ŷǩȴȋȴǊ ࡪ̍ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࡪ
ʉǞƟȴɫƟʉǩƁŒȋ ƁȴȝɠʞʉƟɫ ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ƟʉƁࡱ ɫƟɧʞǩɫƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Ǉɫȴȝ ƁȴȝɠȋƟˇ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ŒɫƟ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ʿɫǩʉƟ ƌȴʿȣ ǩȣ ƁȋȴɻƟƌ Ǉȴɫȝࡪ Œȣƌ
ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ƌǩɫƟƁʉȋˈ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝࡱ

� ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ǩɻ ʉȴ ƌƟɻǩǊȣ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ʿǞȴɻƟ
ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ π ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉࡱ

#ˈ ɫʞȣȣǩȣǊ ʉǞǩɻ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ǉȴɫ Œʉ ȋƟŒɻʉ τ(ϵ) ɻʉƟɠɻ ǩȣ࢙ŷʞɫȣࢍ ʉǩȝƟࡪࢎ
ȴȣƟ ƁŒȣ ƌɫŒʿ Œ ɻŒȝɠȋƟ ʿǞǩƁǞ ǩɻ ȣƟŒɫȋˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ
ǩȣʉƟɫƟɻʉࡱ

£ȴʉƟࡩ � ȝŒǽȴɫ ǇȴƁʞɻ ǩɻ ȴȣ ƌƟɻǩǊȣǩȣǊ Œȣƌ ŒȣŒȋˈ˔ǩȣǊ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣɻ
ʿǞƟɫƟ τ(ϵ) ǩɻ ɻȝŒȋȋࡱ `ȴɫ ʉȴƌŒ ࡪ̍ ʿƟࢪȋȋ ǽʞɻʉ ǇȴƁʞɻ ȴȣ ǊƟʉʉǩȣǊ ʉǞƟ
ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ɫǩǊǞʉࡪ Œȣƌ ȝȴɻʉȋˈ ǩǊȣȴɫƟ ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

߾߾



ðŒȝɠȋǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ ɫŒȣƌȴȝ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ Ǉɫȴȝ Œ ǊɫŒɠǞ aࡱ

ĨƟɫˈ ȣȴȣ࢙ȴŷʻǩȴʞɻ Ǟȴʿ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ DˇŒƁʉȋˈ
ƁȴʞȣʉǩȣǊ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ ƁȋȴɻƟȋˈ
ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ ǩɻ ࡱǞŒɫƌ࢙ß

߿߾



ðŒȝɠȋǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ ɫŒȣƌȴȝ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ Ǉɫȴȝ Œ ǊɫŒɠǞ aࡱ

ĨƟɫˈ ȣȴȣ࢙ȴŷʻǩȴʞɻ Ǟȴʿ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ DˇŒƁʉȋˈ
ƁȴʞȣʉǩȣǊ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ ƁȋȴɻƟȋˈ
ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ ǩɻ ࡱǞŒɫƌ࢙ß

߿߾



ðŒȝɠȋǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ ɫŒȣƌȴȝ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ Ǉɫȴȝ Œ ǊɫŒɠǞ aࡱ

ĨƟɫˈ ȣȴȣ࢙ȴŷʻǩȴʞɻ Ǟȴʿ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ DˇŒƁʉȋˈ
ƁȴʞȣʉǩȣǊ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ ƁȋȴɻƟȋˈ
ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ ǩɻ ࡱǞŒɫƌ࢙ß

߿߾

[

00



ðŒȝɠȋǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ ɫŒȣƌȴȝ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ Ǉɫȴȝ Œ ǊɫŒɠǞ aࡱ

ĨƟɫˈ ȣȴȣ࢙ȴŷʻǩȴʞɻ Ǟȴʿ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ DˇŒƁʉȋˈ
ƁȴʞȣʉǩȣǊ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ ƁȋȴɻƟȋˈ
ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ ǩɻ ࡱǞŒɫƌ࢙ß

߿߾

*

O OO

⇒

¥ar2



�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ ȴȣ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

5ƟɻǩǊȣ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǞȴɻƟ ɻʉŒʉƟɻ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ DࡱǊࡪࡱ ȋƟʉ Ĳʂ+߾ ŷƟ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ
N (Ĳʂ) = {Ī : ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ǇȴɫȝƟƌ ŷˈ ŒƌƌǩȣǊࡷɫƟȝȴʻǩȣǊ Œ ȣȴƌƟ Ǉɫȴȝ Ĳʂ}.

ċȣǇȴɫʉʞȣŒʉƟȋ ࡪ̍ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ʞȣǩǇȴɫȝࡱ xʉ ɠȋŒƁƟɻ ǞǩǊǞƟɫ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ ȋȴʉɻ
ȴǇ ȣƟǩǊǞŷȴɫǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ

ࠀ߾



�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ ȴȣ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

5ƟɻǩǊȣ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǞȴɻƟ ɻʉŒʉƟɻ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ DࡱǊࡪࡱ ȋƟʉ Ĳʂ+߾ ŷƟ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ
N (Ĳʂ) = {Ī : ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ǇȴɫȝƟƌ ŷˈ ŒƌƌǩȣǊࡷɫƟȝȴʻǩȣǊ Œ ȣȴƌƟ Ǉɫȴȝ Ĳʂ}.

ċȣǇȴɫʉʞȣŒʉƟȋ ࡪ̍ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ʞȣǩǇȴɫȝࡱ xʉ ɠȋŒƁƟɻ ǞǩǊǞƟɫ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ ȋȴʉɻ
ȴǇ ȣƟǩǊǞŷȴɫǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ

ࠀ߾



�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ ȴȣ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

5ƟɻǩǊȣ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǞȴɻƟ ɻʉŒʉƟɻ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ DࡱǊࡪࡱ ȋƟʉ Ĳʂ+߾ ŷƟ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ
N (Ĳʂ) = {Ī : ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ǇȴɫȝƟƌ ŷˈ ŒƌƌǩȣǊࡷɫƟȝȴʻǩȣǊ Œ ȣȴƌƟ Ǉɫȴȝ Ĳʂ}.

ċȣǇȴɫʉʞȣŒʉƟȋ ࡪ̍ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ʞȣǩǇȴɫȝࡱ xʉ ɠȋŒƁƟɻ ǞǩǊǞƟɫ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ ȋȴʉɻ
ȴǇ ȣƟǩǊǞŷȴɫǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ

ࠀ߾



�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ ȴȣ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

5ƟɻǩǊȣ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǞȴɻƟ ɻʉŒʉƟɻ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ DࡱǊࡪࡱ ȋƟʉ Ĳʂ+߾ ŷƟ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ
N (Ĳʂ) = {Ī : ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ǇȴɫȝƟƌ ŷˈ ŒƌƌǩȣǊࡷɫƟȝȴʻǩȣǊ Œ ȣȴƌƟ Ǉɫȴȝ Ĳʂ}.

ċȣǇȴɫʉʞȣŒʉƟȋ ࡪ̍ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ʞȣǩǇȴɫȝࡱ xʉ ɠȋŒƁƟɻ ǞǩǊǞƟɫ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ ȋȴʉɻ
ȴǇ ȣƟǩǊǞŷȴɫǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ

ࠀ߾



�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ ȴȣ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

5ƟɻǩǊȣ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǞȴɻƟ ɻʉŒʉƟɻ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ DࡱǊࡪࡱ ȋƟʉ Ĳʂ+߾ ŷƟ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ
N (Ĳʂ) = {Ī : ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ǇȴɫȝƟƌ ŷˈ ŒƌƌǩȣǊࡷɫƟȝȴʻǩȣǊ Œ ȣȴƌƟ Ǉɫȴȝ Ĳʂ}.

ċȣǇȴɫʉʞȣŒʉƟȋ ࡪ̍ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ʞȣǩǇȴɫȝࡱ xʉ ɠȋŒƁƟɻ ǞǩǊǞƟɫ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ ȋȴʉɻ
ȴǇ ȣƟǩǊǞŷȴɫǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ

ࠀ߾



�Œɫȅȴʻ +ǞŒǩȣ ȴȣ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

5ƟɻǩǊȣ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ʿǞȴɻƟ ɻʉŒʉƟɻ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ DࡱǊࡪࡱ ȋƟʉ Ĳʂ+߾ ŷƟ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ
N (Ĳʂ) = {Ī : ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ǇȴɫȝƟƌ ŷˈ ŒƌƌǩȣǊࡷɫƟȝȴʻǩȣǊ Œ ȣȴƌƟ Ǉɫȴȝ Ĳʂ}.

ċȣǇȴɫʉʞȣŒʉƟȋ ࡪ̍ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ʞȣǩǇȴɫȝࡱ xʉ ɠȋŒƁƟɻ ǞǩǊǞƟɫ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ ȋȴʉɻ
ȴǇ ȣƟǩǊǞŷȴɫǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡱ ࠀ߾

:



�ƁǞǩƟʻǩȣǊ Œ ċȣǩǇȴɫȝ ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ȴʻƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ࡦ ßǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇ ʴࡱ
ࡦ xǇ ʴ ∈ Ĳʂࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ \ {ʴ}ࡱ
ࡦ xǇ ʴ /∈ Ĳʂ Œȣƌ Ĳʂ ∪ {ʴ} ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ∪ {ʴ}ࡱ
ࡦ DȋɻƟ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ Œȣƌ ŒɠƟɫǩȴƌǩƁࡲ ĳƟɻࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ʉʿȴ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ Ǧ, Ǻࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØǦ,Ǻࡲ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = |ğ|/߾
ǩǇ Ǧ, Ǻ ƌǩǇǇƟɫ ŷˈ ȴȣƟ ʻƟɫʉƟˇࡪ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ɻȴ ŷˈ ȴʞɫ ƁȋŒǩȝ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ
ƁȋŒɻɻࡪ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǩɻ ʞȣǩǇȴɫȝࡱ

ࠁ߾

I -



�ƁǞǩƟʻǩȣǊ Œ ċȣǩǇȴɫȝ ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ȴʻƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ࡦ ßǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇ ʴࡱ
ࡦ xǇ ʴ ∈ Ĳʂࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ \ {ʴ}ࡱ
ࡦ xǇ ʴ /∈ Ĳʂ Œȣƌ Ĳʂ ∪ {ʴ} ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ∪ {ʴ}ࡱ
ࡦ DȋɻƟ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ Œȣƌ ŒɠƟɫǩȴƌǩƁࡲ

ĳƟɻࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ʉʿȴ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ Ǧ, Ǻࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØǦ,Ǻࡲ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = |ğ|/߾
ǩǇ Ǧ, Ǻ ƌǩǇǇƟɫ ŷˈ ȴȣƟ ʻƟɫʉƟˇࡪ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ɻȴ ŷˈ ȴʞɫ ƁȋŒǩȝ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ
ƁȋŒɻɻࡪ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǩɻ ʞȣǩǇȴɫȝࡱ

ࠁ߾

@ f a t least o n e g¥p.
go.to ok.



�ƁǞǩƟʻǩȣǊ Œ ċȣǩǇȴɫȝ ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ȴʻƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ࡦ ßǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇ ʴࡱ
ࡦ xǇ ʴ ∈ Ĳʂࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ \ {ʴ}ࡱ
ࡦ xǇ ʴ /∈ Ĳʂ Œȣƌ Ĳʂ ∪ {ʴ} ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ∪ {ʴ}ࡱ
ࡦ DȋɻƟ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ Œȣƌ ŒɠƟɫǩȴƌǩƁࡲ ĳƟɻࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ʉʿȴ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ Ǧ, Ǻࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØǦ,Ǻࡲ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = |ğ|/߾
ǩǇ Ǧ, Ǻ ƌǩǇǇƟɫ ŷˈ ȴȣƟ ʻƟɫʉƟˇࡪ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ɻȴ ŷˈ ȴʞɫ ƁȋŒǩȝ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ
ƁȋŒɻɻࡪ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǩɻ ʞȣǩǇȴɫȝࡱ

ࠁ߾



�ƁǞǩƟʻǩȣǊ Œ ċȣǩǇȴɫȝ ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ȴʻƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ࡦ ßǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇ ʴࡱ
ࡦ xǇ ʴ ∈ Ĳʂࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ \ {ʴ}ࡱ
ࡦ xǇ ʴ /∈ Ĳʂ Œȣƌ Ĳʂ ∪ {ʴ} ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ∪ {ʴ}ࡱ
ࡦ DȋɻƟ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ Œȣƌ ŒɠƟɫǩȴƌǩƁࡲ ĳƟɻࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ʉʿȴ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ Ǧ, Ǻࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØǦ,Ǻࡲ

ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = |ğ|/߾
ǩǇ Ǧ, Ǻ ƌǩǇǇƟɫ ŷˈ ȴȣƟ ʻƟɫʉƟˇࡪ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ɻȴ ŷˈ ȴʞɫ ƁȋŒǩȝ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ
ƁȋŒɻɻࡪ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǩɻ ʞȣǩǇȴɫȝࡱ

ࠁ߾

[ -

i f 3 1 edge

Pi;:O i f i , j a r e not neighbors

Pijst i f i , j differ by 1 vertexN l



�ƁǞǩƟʻǩȣǊ Œ ċȣǩǇȴɫȝ ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ȴʻƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ࡦ ßǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇ ʴࡱ
ࡦ xǇ ʴ ∈ Ĳʂࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ \ {ʴ}ࡱ
ࡦ xǇ ʴ /∈ Ĳʂ Œȣƌ Ĳʂ ∪ {ʴ} ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ∪ {ʴ}ࡱ
ࡦ DȋɻƟ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ Œȣƌ ŒɠƟɫǩȴƌǩƁࡲ ĳƟɻࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ʉʿȴ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ Ǧ, Ǻࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØǦ,Ǻࡲ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = |ğ|/߾
ǩǇ Ǧ, Ǻ ƌǩǇǇƟɫ ŷˈ ȴȣƟ ʻƟɫʉƟˇࡪ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ɻȴ ŷˈ ȴʞɫ ƁȋŒǩȝ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ
ƁȋŒɻɻࡪ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǩɻ ʞȣǩǇȴɫȝࡱ

ࠁ߾

syndic



�ƁǞǩƟʻǩȣǊ Œ ċȣǩǇȴɫȝ ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ

5Ɵ˨ȣƟ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ Ĳ߽, Ĳ߾, . . . ȴʻƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ʿǩʉǞ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ࡦ ßǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇ ʴࡱ
ࡦ xǇ ʴ ∈ Ĳʂࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ \ {ʴ}ࡱ
ࡦ xǇ ʴ /∈ Ĳʂ Œȣƌ Ĳʂ ∪ {ʴ} ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ∪ {ʴ}ࡱ
ࡦ DȋɻƟ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ƁǞŒǩȣ ǩɫɫƟƌʞƁǩŷȋƟ Œȣƌ ŒɠƟɫǩȴƌǩƁࡲ ĳƟɻࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ʉʿȴ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ Ǧ, Ǻࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØǦ,Ǻࡲ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = |ğ|/߾
ǩǇ Ǧ, Ǻ ƌǩǇǇƟɫ ŷˈ ȴȣƟ ʻƟɫʉƟˇࡪ ØǦ,Ǻ = ØǺ,Ǧ = ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ɻȴ ŷˈ ȴʞɫ ƁȋŒǩȝ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ
ƁȋŒɻɻࡪ ʉǞƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǩɻ ʞȣǩǇȴɫȝࡱ

ࠁ߾
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�ƁǞǩƟʻǩȣǊ Œ £ȴȣ࢙ċȣǩǇȴɫȝ ðʉŒʉǩȴȣŒɫˈ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ĩ Ǉɫȴȝ ȴʞɫ
ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡩ

π(ĩ) = λ|ĩ|
∑

Ī ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ λ
|Ī| ,

Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ࢪˈǇʞǊŒƁǩʉࢩ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ λ > ࡱ߽

�ȣȴʿȣ Œɻ ʉǞƟ ƁȴɫƟ࢙ǞŒɫƌࢩ ȝȴƌƟȋࢪ ǩȣ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ɠǞˈɻǩƁɻࡱ

ࠂ߾
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

� ʻƟɫˈ ǊƟȣƟɫǩƁ ʿŒˈ ȴǇ ƌƟɻǩǊȣǩȣǊ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ȴʻƟɫ ɻʉŒʉƟ ɻɠŒƁƟ [Ț]

ʿǩʉǞ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ π ∈ [߽, ࡱȚ[߾

ࡦ �ɻɻʞȝƟ ʉǞƟ Œŷǩȋǩʉˈ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ Œ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ĩ) ∝ π(ĩ)ࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴ ɻȴȝƟ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿǩʉǞ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ Ý ∈ [߽, ࡱȚ×Ț[߾

ࡦ �ʉ ɻʉƟɠ ʂࡪ ǊƟȣƟɫŒʉƟ Œ ࢪƁŒȣƌǩƌŒʉƟࢩ ɻʉŒʉƟ Ĳʂ+߾ Ǉɫȴȝ Ĳʂ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ Ýࡱ

ࡦ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ
(
,߾ ɛ(Ĳʉ+߾)ɛ(Ĳʂ)

)
ࡪ ࢪŒƁƁƟɠʉࢩ ʉǞƟ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟࡱ DȋɻƟ

ࢪɫƟǽƟƁʉࢩ ʉǞƟ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟࡪ ɻƟʉʉǩȣǊ Ĳʂ+߾ = Ĳʂࡱ

ࠃ߾



�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

� ʻƟɫˈ ǊƟȣƟɫǩƁ ʿŒˈ ȴǇ ƌƟɻǩǊȣǩȣǊ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ȴʻƟɫ ɻʉŒʉƟ ɻɠŒƁƟ [Ț]

ʿǩʉǞ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ π ∈ [߽, ࡱȚ[߾

ࡦ �ɻɻʞȝƟ ʉǞƟ Œŷǩȋǩʉˈ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ Œ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ĩ) ∝ π(ĩ)ࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴ ɻȴȝƟ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿǩʉǞ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ Ý ∈ [߽, ࡱȚ×Ț[߾

ࡦ �ʉ ɻʉƟɠ ʂࡪ ǊƟȣƟɫŒʉƟ Œ ࢪƁŒȣƌǩƌŒʉƟࢩ ɻʉŒʉƟ Ĳʂ+߾ Ǉɫȴȝ Ĳʂ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ Ýࡱ

ࡦ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ
(
,߾ ɛ(Ĳʉ+߾)ɛ(Ĳʂ)

)
ࡪ ࢪŒƁƁƟɠʉࢩ ʉǞƟ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟࡱ DȋɻƟ

ࢪɫƟǽƟƁʉࢩ ʉǞƟ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟࡪ ɻƟʉʉǩȣǊ Ĳʂ+߾ = Ĳʂࡱ

ࠃ߾
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ �ȋǊȴɫǩʉǞȝ

� ʻƟɫˈ ǊƟȣƟɫǩƁ ʿŒˈ ȴǇ ƌƟɻǩǊȣǩȣǊ Œ �Œɫȅȴʻ ƁǞŒǩȣ ȴʻƟɫ ɻʉŒʉƟ ɻɠŒƁƟ [Ț]

ʿǩʉǞ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ π ∈ [߽, ࡱȚ[߾

ࡦ �ɻɻʞȝƟ ʉǞƟ Œŷǩȋǩʉˈ ʉȴ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ƁȴȝɠʞʉƟ Œ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ĩ) ∝ π(ĩ)ࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴ ɻȴȝƟ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿǩʉǞ
ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ Ý ∈ [߽, ࡱȚ×Ț[߾

ࡦ �ʉ ɻʉƟɠ ʂࡪ ǊƟȣƟɫŒʉƟ Œ ࢪƁŒȣƌǩƌŒʉƟࢩ ɻʉŒʉƟ Ĳʂ+߾ Ǉɫȴȝ Ĳʂ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ Ýࡱ

ࡦ īǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ
(
,߾ ɛ(Ĳʉ+߾)ɛ(Ĳʂ)

)
ࡪ ࢪŒƁƁƟɠʉࢩ ʉǞƟ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟࡱ DȋɻƟ

ࢪɫƟǽƟƁʉࢩ ʉǞƟ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟࡪ ɻƟʉʉǩȣǊ Ĳʂ+߾ = Ĳʂࡱ

ࠃ߾
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ xȣʉʞǩʉǩȴȣ
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ �ȣŒȋˈɻǩɻ

£ƟƟƌ ʉȴ ƁǞƟƁȅ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ �Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ πØ = πࡱ

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ɛØ = ɛ ʿǞƟɫƟ ɛ(Ǧ) ∝ π(Ǧ) ǩɻ ȴʞɫ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ
ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ƌƟȣɻǩʉ ̍ࡱ

[ɛØ](Ǧ) =
∑

Ǻ
ɛ(Ǻ) · ÝǺ,Ǧ ·ȝǩȣ

(
,߾ ɛ(Ǧ)ɛ(Ǻ)

)

︸ ︷︷ ︸
ŒƀƝɛʂŒȠƀƝɵ

+ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

(
ȝǩȣ−߾

(
,߾ ɛ(Ǻ)ɛ(Ǧ)

))

︸ ︷︷ ︸
ɥƝǺƝƀʂǦȰȠɵ

=
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ (ɛ(Ǻ),ɛ(Ǧ)) + ɛ(Ǧ) ·

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ −

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ(ɛ(Ǧ),ɛ(Ǻ))

= ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

= ɛ(Ǧ).

ࠅ߾
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ �ȣŒȋˈɻǩɻ

£ƟƟƌ ʉȴ ƁǞƟƁȅ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ �Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ πØ = πࡱ

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ɛØ = ɛ ʿǞƟɫƟ ɛ(Ǧ) ∝ π(Ǧ) ǩɻ ȴʞɫ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ
ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ƌƟȣɻǩʉ ̍ࡱ

[ɛØ](Ǧ) =
∑

Ǻ
ɛ(Ǻ) · ÝǺ,Ǧ ·ȝǩȣ

(
,߾ ɛ(Ǧ)ɛ(Ǻ)

)

︸ ︷︷ ︸
ŒƀƝɛʂŒȠƀƝɵ

+ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

(
ȝǩȣ−߾

(
,߾ ɛ(Ǻ)ɛ(Ǧ)

))

︸ ︷︷ ︸
ɥƝǺƝƀʂǦȰȠɵ

=
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ (ɛ(Ǻ),ɛ(Ǧ)) + ɛ(Ǧ) ·

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ −

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ(ɛ(Ǧ),ɛ(Ǻ))

= ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

= ɛ(Ǧ).

ࠅ߾
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ �ȣŒȋˈɻǩɻ

£ƟƟƌ ʉȴ ƁǞƟƁȅ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ �Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ πØ = πࡱ

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ɛØ = ɛ ʿǞƟɫƟ ɛ(Ǧ) ∝ π(Ǧ) ǩɻ ȴʞɫ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ
ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ƌƟȣɻǩʉ ̍ࡱ

[ɛØ](Ǧ) =
∑

Ǻ
ɛ(Ǻ) · ÝǺ,Ǧ ·ȝǩȣ

(
,߾ ɛ(Ǧ)ɛ(Ǻ)

)

︸ ︷︷ ︸
ŒƀƝɛʂŒȠƀƝɵ

+ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

(
ȝǩȣ−߾

(
,߾ ɛ(Ǻ)ɛ(Ǧ)

))

︸ ︷︷ ︸
ɥƝǺƝƀʂǦȰȠɵ

=
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ (ɛ(Ǻ),ɛ(Ǧ)) + ɛ(Ǧ) ·

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ −

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ(ɛ(Ǧ),ɛ(Ǻ))

= ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

= ɛ(Ǧ).

ࠅ߾
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ �ȣŒȋˈɻǩɻ

£ƟƟƌ ʉȴ ƁǞƟƁȅ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ �Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ πØ = πࡱ

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ɛØ = ɛ ʿǞƟɫƟ ɛ(Ǧ) ∝ π(Ǧ) ǩɻ ȴʞɫ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ
ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ƌƟȣɻǩʉ ̍ࡱ

[ɛØ](Ǧ) =
∑

Ǻ
ɛ(Ǻ) · ÝǺ,Ǧ ·ȝǩȣ

(
,߾ ɛ(Ǧ)ɛ(Ǻ)

)

︸ ︷︷ ︸
ŒƀƝɛʂŒȠƀƝɵ

+ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

(
ȝǩȣ−߾

(
,߾ ɛ(Ǻ)ɛ(Ǧ)

))

︸ ︷︷ ︸
ɥƝǺƝƀʂǦȰȠɵ

=
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ (ɛ(Ǻ),ɛ(Ǧ)) + ɛ(Ǧ) ·

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ −

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ(ɛ(Ǧ),ɛ(Ǻ))

= ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

= ɛ(Ǧ).

ࠅ߾

j ÷ ÷-



�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ �ȣŒȋˈɻǩɻ

£ƟƟƌ ʉȴ ƁǞƟƁȅ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ �Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ πØ = πࡱ

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ɛØ = ɛ ʿǞƟɫƟ ɛ(Ǧ) ∝ π(Ǧ) ǩɻ ȴʞɫ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ
ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ƌƟȣɻǩʉ ̍ࡱ

[ɛØ](Ǧ) =
∑

Ǻ
ɛ(Ǻ) · ÝǺ,Ǧ ·ȝǩȣ

(
,߾ ɛ(Ǧ)ɛ(Ǻ)

)

︸ ︷︷ ︸
ŒƀƝɛʂŒȠƀƝɵ

+ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

(
ȝǩȣ−߾

(
,߾ ɛ(Ǻ)ɛ(Ǧ)

))

︸ ︷︷ ︸
ɥƝǺƝƀʂǦȰȠɵ

=
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ (ɛ(Ǻ),ɛ(Ǧ)) + ɛ(Ǧ) ·

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ −

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ(ɛ(Ǧ),ɛ(Ǻ))

= ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

= ɛ(Ǧ).

ࠅ߾
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ �ȣŒȋˈɻǩɻ

£ƟƟƌ ʉȴ ƁǞƟƁȅ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ �Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ πØ = πࡱ

ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ɛØ = ɛ ʿǞƟɫƟ ɛ(Ǧ) ∝ π(Ǧ) ǩɻ ȴʞɫ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ
ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ƌƟȣɻǩʉ ̍ࡱ

[ɛØ](Ǧ) =
∑

Ǻ
ɛ(Ǻ) · ÝǺ,Ǧ ·ȝǩȣ

(
,߾ ɛ(Ǧ)ɛ(Ǻ)

)

︸ ︷︷ ︸
ŒƀƝɛʂŒȠƀƝɵ

+ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ

(
ȝǩȣ−߾

(
,߾ ɛ(Ǻ)ɛ(Ǧ)

))

︸ ︷︷ ︸
ɥƝǺƝƀʂǦȰȠɵ

=
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ (ɛ(Ǻ),ɛ(Ǧ)) + ɛ(Ǧ) ·

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ −

∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ ·ȝǩȣ(ɛ(Ǧ),ɛ(Ǻ))

= ɛ(Ǧ) ·
∑

Ǻ
ÝǦ,Ǻ = ɛ(Ǧ).

ࠅ߾



�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ oŒɫƌ࢙+ȴɫƟ �ȴƌƟȋ

īŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ĩ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
π(ĩ) = λ|ĩ|

∑
Ī ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ λ

|Ī| ࡱ

ࡦ �Ɵʉ ɛ(ĩ) = λ|ĩ| Œȣƌ ȋƟʉ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ý ŷƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ
ࡦ ßǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇ ʴࡱ
ࡦ xǇ ʴ ∈ Ĳʂࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ \ {ʴ}
ࡦ xǇ ʴ /∈ Ĳʂ Œȣƌ Ĳʂ ∪ {ʴ} ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ∪ {ʴ}ࡱ
ࡦ DȋɻƟ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ŒƁƁƟɠʉ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ
(
,߾ ɛ(Ĳʂ+߾)ɛ(Ĳʂ)

)
ࡱ

üǞƟ ȅƟˈ ƁǞŒȋȋƟȣǊƟ ʉǞƟȣ ŷƟƁȴȝƟɻ ʉȴ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ʉǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟࡱ

`ȴɫ ʉǞƟ ɫƟȋŒʉƟƌ cȋŒʞŷƟɫ ƌˈȣŒȝǩƁɻࡪ �ʞŷˈ Œȣƌ ĨǩǊȴƌŒ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ
ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ ƌƟǊɫƟƟ ࡪ∆ ʿǞƟȣ λ < ߿

߿−∆ ࡪ ʉǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ
®(Ƞ ȋȴǊȠ)ࡱ #ʞʉ ʿǞƟȣ λ > ƀ

∆ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ƀࡪ ǩʉ ǩɻ £ß࢙ǞŒɫƌ
ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ǞŒɫƌ࢙ƁȴɫƟ ȝȴƌƟȋࡱ

ࠆ߾
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ oŒɫƌ࢙+ȴɫƟ �ȴƌƟȋ

īŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ĩ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
π(ĩ) = λ|ĩ|

∑
Ī ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ λ

|Ī| ࡱ

ࡦ �Ɵʉ ɛ(ĩ) = λ|ĩ| Œȣƌ ȋƟʉ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ý ŷƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ
ࡦ ßǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇ ʴࡱ
ࡦ xǇ ʴ ∈ Ĳʂࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ \ {ʴ}
ࡦ xǇ ʴ /∈ Ĳʂ Œȣƌ Ĳʂ ∪ {ʴ} ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ∪ {ʴ}ࡱ
ࡦ DȋɻƟ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ŒƁƁƟɠʉ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ
(
,߾ ɛ(Ĳʂ+߾)ɛ(Ĳʂ)

)
ࡱ

üǞƟ ȅƟˈ ƁǞŒȋȋƟȣǊƟ ʉǞƟȣ ŷƟƁȴȝƟɻ ʉȴ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ʉǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟࡱ

`ȴɫ ʉǞƟ ɫƟȋŒʉƟƌ cȋŒʞŷƟɫ ƌˈȣŒȝǩƁɻࡪ �ʞŷˈ Œȣƌ ĨǩǊȴƌŒ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ
ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ ƌƟǊɫƟƟ ࡪ∆ ʿǞƟȣ λ < ߿

߿−∆ ࡪ ʉǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ
®(Ƞ ȋȴǊȠ)ࡱ #ʞʉ ʿǞƟȣ λ > ƀ

∆ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ƀࡪ ǩʉ ǩɻ £ß࢙ǞŒɫƌ
ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ǞŒɫƌ࢙ƁȴɫƟ ȝȴƌƟȋࡱ
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ oŒɫƌ࢙+ȴɫƟ �ȴƌƟȋ

īŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ĩ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
π(ĩ) = λ|ĩ|

∑
Ī ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ λ

|Ī| ࡱ

ࡦ �Ɵʉ ɛ(ĩ) = λ|ĩ| Œȣƌ ȋƟʉ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ý ŷƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ
ࡦ ßǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇ ʴࡱ
ࡦ xǇ ʴ ∈ Ĳʂࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ \ {ʴ} ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ(߾, ࡱ(λ/߾
ࡦ xǇ ʴ /∈ Ĳʂ Œȣƌ Ĳʂ ∪ {ʴ} ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ∪ {ʴ}ࡱ
ࡦ DȋɻƟ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ(߾,λ)ࡱ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ŒƁƁƟɠʉ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ
(
,߾ ɛ(Ĳʂ+߾)ɛ(Ĳʂ)

)
ࡱ

üǞƟ ȅƟˈ ƁǞŒȋȋƟȣǊƟ ʉǞƟȣ ŷƟƁȴȝƟɻ ʉȴ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ʉǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟࡱ

`ȴɫ ʉǞƟ ɫƟȋŒʉƟƌ cȋŒʞŷƟɫ ƌˈȣŒȝǩƁɻࡪ �ʞŷˈ Œȣƌ ĨǩǊȴƌŒ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ
ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ ƌƟǊɫƟƟ ࡪ∆ ʿǞƟȣ λ < ߿

߿−∆ ࡪ ʉǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ
®(Ƞ ȋȴǊȠ)ࡱ #ʞʉ ʿǞƟȣ λ > ƀ

∆ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ƀࡪ ǩʉ ǩɻ £ß࢙ǞŒɫƌ
ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ǞŒɫƌ࢙ƁȴɫƟ ȝȴƌƟȋࡱ
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�Ɵʉɫȴɠȴȋǩɻ࢙oŒɻʉǩȣǊɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ oŒɫƌ࢙+ȴɫƟ �ȴƌƟȋ

īŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ĩ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
π(ĩ) = λ|ĩ|

∑
Ī ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ λ

|Ī| ࡱ

ࡦ �Ɵʉ ɛ(ĩ) = λ|ĩ| Œȣƌ ȋƟʉ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ý ŷƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ
ࡦ ßǩƁȅ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟɫʉƟˇ ʴࡱ
ࡦ xǇ ʴ ∈ Ĳʂࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ \ {ʴ} ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ(߾, ࡱ(λ/߾
ࡦ xǇ ʴ /∈ Ĳʂ Œȣƌ Ĳʂ ∪ {ʴ} ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ∪ {ʴ}ࡱ
ࡦ DȋɻƟ ɻƟʉ Ĳʂ+߾ = Ĳʂ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ(߾,λ)ࡱ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ŒƁƁƟɠʉ ʉǞƟ ʉɫŒȣɻǩʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȝǩȣ
(
,߾ ɛ(Ĳʂ+߾)ɛ(Ĳʂ)

)
ࡱ

üǞƟ ȅƟˈ ƁǞŒȋȋƟȣǊƟ ʉǞƟȣ ŷƟƁȴȝƟɻ ʉȴ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ʉǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟࡱ

`ȴɫ ʉǞƟ ɫƟȋŒʉƟƌ cȋŒʞŷƟɫ ƌˈȣŒȝǩƁɻࡪ �ʞŷˈ Œȣƌ ĨǩǊȴƌŒ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ
ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ ȝŒˇǩȝʞȝ ƌƟǊɫƟƟ ࡪ∆ ʿǞƟȣ λ < ߿

߿−∆ ࡪ ʉǞƟ ȝǩˇǩȣǊ ʉǩȝƟ ǩɻ
®(Ƞ ȋȴǊȠ)ࡱ #ʞʉ ʿǞƟȣ λ > ƀ

∆ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ƀࡪ ǩʉ ǩɻ £ß࢙ǞŒɫƌ
ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ǞŒɫƌ࢙ƁȴɫƟ ȝȴƌƟȋࡱ
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+ȴʞȣʉǩȣǊ ʉȴ ðŒȝɠȋǩȣǊ æƟƌʞƁʉǩȴȣɻ

´ǇʉƟȣ ǩǇ ȴȣƟ ƁŒȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ
π(ĩ) = ɛ(ĩ)∑

Ī ɛ(Ī)
ࡪ ȴȣƟ ƁŒȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ȣȴɫȝŒȋǩ˔ǩȣǊ

ƁȴȣɻʉŒȣʉ Ķ =
∑

Ī ɛ(Ī) ȴǇʉƟȣࢍ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ xǇ Ķ ǩɻ ǞŒɫƌ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟࡪ ʉǞƟȣ ʉǞǩɻ ƁŒȣ ǊǩʻƟ Œ ɠɫȴȴǇ ʉǞŒʉ
ɻŒȝɠȋǩȣǊ ǩɻ ǞŒɫƌࡪ Œȣƌ ʉǞʞɻ ǩʉ ǩɻ ʞȣȋǩȅƟȋˈ ʉǞŒʉ Œȣˈ ɻǩȝɠȋƟ �+�+
ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Ǉɫȴȝ π ȝǩˇƟɻ ɫŒɠǩƌȋ ̍ࡱ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ ƟࡱǊࡪࡱ Ǟȴʿ ȴȣƟ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ǞŒɫƌ࢙ƁȴɫƟ
ȝȴƌƟȋ ǩɻ ǞŒɫƌ ʿǞƟȣ λ = Ω(߾/∆)ࡱ

ࡦ �Ɵʉࢪɻ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɻǩȝɠȋƟ ƁŒɻƟ ȴǇ λ = ࡱ߾ xࡱƟࡪࡱ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ
ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡱ

ࡦ xȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡪ Ķ = |è(a)|ࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ǩȣ aࡱ xʉ
ǩɻ ȅȣȴʿȣ ʉǞŒʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ |è(a)| ƟʻƟȣ ʞɠ ʉȴ Œ ɠȴȋˈ(Ƞ) ǇŒƁʉȴɫ
ǩɻ £ß࢙oŒɫƌࡱ

߽߿
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+ȴʞȣʉǩȣǊ ʉȴ ðŒȝɠȋǩȣǊ æƟƌʞƁʉǩȴȣɻ

´ǇʉƟȣ ǩǇ ȴȣƟ ƁŒȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ɻŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ
π(ĩ) = ɛ(ĩ)∑

Ī ɛ(Ī)
ࡪ ȴȣƟ ƁŒȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ȣȴɫȝŒȋǩ˔ǩȣǊ

ƁȴȣɻʉŒȣʉ Ķ =
∑

Ī ɛ(Ī) ȴǇʉƟȣࢍ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ xǇ Ķ ǩɻ ǞŒɫƌ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟࡪ ʉǞƟȣ ʉǞǩɻ ƁŒȣ ǊǩʻƟ Œ ɠɫȴȴǇ ʉǞŒʉ
ɻŒȝɠȋǩȣǊ ǩɻ ǞŒɫƌࡪ Œȣƌ ʉǞʞɻ ǩʉ ǩɻ ʞȣȋǩȅƟȋˈ ʉǞŒʉ Œȣˈ ɻǩȝɠȋƟ �+�+
ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Ǉɫȴȝ π ȝǩˇƟɻ ɫŒɠǩƌȋ ̍ࡱ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ ƟࡱǊࡪࡱ Ǟȴʿ ȴȣƟ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ǞŒɫƌ࢙ƁȴɫƟ
ȝȴƌƟȋ ǩɻ ǞŒɫƌ ʿǞƟȣ λ = Ω(߾/∆)ࡱ

ࡦ �Ɵʉࢪɻ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɻǩȝɠȋƟ ƁŒɻƟ ȴǇ λ = ࡱ߾ xࡱƟࡪࡱ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻŒȝɠȋƟ Œ
ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡱ

ࡦ xȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡪ Ķ = |è(a)|ࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ ǩȣ aࡱ xʉ
ǩɻ ȅȣȴʿȣ ʉǞŒʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ |è(a)| ƟʻƟȣ ʞɠ ʉȴ Œ ɠȴȋˈ(Ƞ) ǇŒƁʉȴɫ
ǩɻ £ß࢙oŒɫƌࡱ
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+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ Ɓȴʞȣʉ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ |è(a)| ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞࡪ
ǊǩʻƟȣ Œȣ ȴɫŒƁȋƟ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡲ

�Ɵʉ a߽,a߾, . . . ,aȚ ŷƟ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ aȚ = a Œȣƌ aǦ
ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ɫƟȝȴʻǩȣǊ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ aǦ+ࡱ߾

īƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· |è(a߽)|.

߾߿

-
- take roughly 15411 sampes
- t ake inght V E samples pill s ee[repeat.

# I
O

O



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ Ɓȴʞȣʉ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ |è(a)| ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞࡪ
ǊǩʻƟȣ Œȣ ȴɫŒƁȋƟ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡲ

�Ɵʉ a߽,a߾, . . . ,aȚ ŷƟ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ aȚ = a Œȣƌ aǦ
ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ɫƟȝȴʻǩȣǊ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ aǦ+ࡱ߾

īƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· |è(a߽)|.

߾߿



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ Ɓȴʞȣʉ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ |è(a)| ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞࡪ
ǊǩʻƟȣ Œȣ ȴɫŒƁȋƟ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡲ

�Ɵʉ a߽,a߾, . . . ,aȚ ŷƟ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ aȚ = a Œȣƌ aǦ
ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ɫƟȝȴʻǩȣǊ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ aǦ+ࡱ߾

īƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· |è(a߽)|.

߾߿



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ Ɓȴʞȣʉ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ |è(a)| ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞࡪ
ǊǩʻƟȣ Œȣ ȴɫŒƁȋƟ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡲ

�Ɵʉ a߽,a߾, . . . ,aȚ ŷƟ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ aȚ = a Œȣƌ aǦ
ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ɫƟȝȴʻǩȣǊ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ aǦ+ࡱ߾

īƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· |è(a߽)|.

߾߿



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ Ɓȴʞȣʉ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ |è(a)| ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞࡪ
ǊǩʻƟȣ Œȣ ȴɫŒƁȋƟ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡲ

�Ɵʉ a߽,a߾, . . . ,aȚ ŷƟ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ aȚ = a Œȣƌ aǦ
ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ɫƟȝȴʻǩȣǊ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ aǦ+ࡱ߾

īƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· |è(a߽)|.

߾߿



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ Ɓȴʞȣʉ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ |è(a)| ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞࡪ
ǊǩʻƟȣ Œȣ ȴɫŒƁȋƟ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡲ

�Ɵʉ a߽,a߾, . . . ,aȚ ŷƟ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ aȚ = a Œȣƌ aǦ
ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ɫƟȝȴʻǩȣǊ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ aǦ+ࡱ߾

īƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· |è(a߽)|.

߾߿

i ,G



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ Ɓȴʞȣʉ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻ |è(a)| ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞࡪ
ǊǩʻƟȣ Œȣ ȴɫŒƁȋƟ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡲ

�Ɵʉ a߽,a߾, . . . ,aȚ ŷƟ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ǊɫŒɠǞɻ ʿǩʉǞ aȚ = a Œȣƌ aǦ
ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ɫƟȝȴʻǩȣǊ Œȣ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ƟƌǊƟ Ǉɫȴȝ aǦ+ࡱ߾

īƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟࡩ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· |è(a߽)|.

߾߿
-

E E w



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· |è(a߽)|

= Ƞ߿ ·ΠȚǦ=߾ɥǦ,

ʿǞƟɫƟ ɥǦ = |è(aȚ)|
|è(aȚ−Ǧ)|

ࡱ xǇ ʿƟ ƁŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ƟŒƁǞ ɥǦ ʿǩʉǞ ɥ̃Ǧ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ
(
−߾ ϵ

Ț߿
)
· ɥǦ ≤ ɥ̃Ǧ ≤

(
+߾ ϵ

Ț߿
)
· ɥǦ,

ʉǞƟȣࡩ

−߾) ϵ) · |è(a)| ≤ Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥ̃Ǧ ≤ +߾) ϵ) · |è(a)|

ɻǩȣƁƟ
(
+߾ ϵ

Ț߿
)Ț ≤ +߾ ϵ Œȣƌ

(
−߾ ϵ

Ț߿
)Ț ≥ −߾ ϵࡱ

߿߿

G



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· Ƞ߿

= Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥǦ,

ʿǞƟɫƟ ɥǦ = |è(aȚ)|
|è(aȚ−Ǧ)|

ࡱ xǇ ʿƟ ƁŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ƟŒƁǞ ɥǦ ʿǩʉǞ ɥ̃Ǧ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ
(
−߾ ϵ

Ț߿
)
· ɥǦ ≤ ɥ̃Ǧ ≤

(
+߾ ϵ

Ț߿
)
· ɥǦ,

ʉǞƟȣࡩ

−߾) ϵ) · |è(a)| ≤ Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥ̃Ǧ ≤ +߾) ϵ) · |è(a)|

ɻǩȣƁƟ
(
+߾ ϵ

Ț߿
)Ț ≤ +߾ ϵ Œȣƌ

(
−߾ ϵ

Ț߿
)Ț ≥ −߾ ϵࡱ

߿߿

- - - -



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· Ƞ߿ = Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥǦ,

ʿǞƟɫƟ ɥǦ = |è(aȚ)|
|è(aȚ−Ǧ)|

ࡱ

xǇ ʿƟ ƁŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ƟŒƁǞ ɥǦ ʿǩʉǞ ɥ̃Ǧ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ
(
−߾ ϵ

Ț߿
)
· ɥǦ ≤ ɥ̃Ǧ ≤

(
+߾ ϵ

Ț߿
)
· ɥǦ,

ʉǞƟȣࡩ

−߾) ϵ) · |è(a)| ≤ Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥ̃Ǧ ≤ +߾) ϵ) · |è(a)|

ɻǩȣƁƟ
(
+߾ ϵ

Ț߿
)Ț ≤ +߾ ϵ Œȣƌ

(
−߾ ϵ

Ț߿
)Ț ≥ −߾ ϵࡱ

߿߿

- - -

÷ .



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

|è(a)| = |è(aȚ)|
|è(aȚ−߾)|

· |è(aȚ−߾)|
|è(aȚ−߿)|

· . . . · |è(a߾)||è(a߽)|
· Ƞ߿ = Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥǦ,

ʿǞƟɫƟ ɥǦ = |è(aȚ)|
|è(aȚ−Ǧ)|

ࡱ xǇ ʿƟ ƁŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ƟŒƁǞ ɥǦ ʿǩʉǞ ɥ̃Ǧ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ
(
−߾ ϵ

Ț߿
)
· ɥǦ ≤ ɥ̃Ǧ ≤

(
+߾ ϵ

Ț߿
)
· ɥǦ,

ʉǞƟȣࡩ

−߾) ϵ) · |è(a)| ≤ Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥ̃Ǧ ≤ +߾) ϵ) · |è(a)|

ɻǩȣƁƟ
(
+߾ ϵ

Ț߿
)Ț ≤ +߾ ϵ Œȣƌ

(
−߾ ϵ

Ț߿
)Ț ≥ −߾ ϵࡱ

߿߿

0 0 0 , .

÷



xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉ æŒʉǩȴɻ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɫŒʉǩȴ ɥǦ = |è(aǦ)|
|è(aǦ−߾)| ࡱ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ɥǦ ≤ ࡱ߾

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ɥǦ ≥ ࡱ߿/߾ �Ɵʉ (ʗ, ʴ) ŷƟ ʉǞƟ ƟƌǊƟ ɫƟȝȴʻƟƌ Ǉɫȴȝ aǦ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ
aǦ−ࡱ߾ üǞƟȣ ƟŒƁǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ǩȣ è(aǦ−߾) \ è(aǦ)ࡪ ȝʞɻʉ ƁȴȣʉŒǩȣ ŷȴʉǞ
ʗ Œȣƌ ʴࡱ

ðȴࡪ ʿƟ ƁŒȣ ȝŒɠ ƟŒƁǞ ɻƟʉ ǩȣ è(aǦ−߾) \ è(aǦ) ʉȴ Œ ʞȣǩɧʞƟ ɻƟʉ ǩȣ è(aǦ) ŷˈ
ɻǩȝɠȋˈ ɫƟȝȴʻǩȣǊ ʴࡱ

ɥǦ =
|è(aǦ)|
|è(aǦ−߾)|

=
|è(aǦ)|

|è(aǦ)|+ |è(aǦ−߾) \ è(aǦ)|
≥ ߾
߿ .

ࠀ߿

= s
-

- -

I o _ 0



xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉ æŒʉǩȴɻ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɫŒʉǩȴ ɥǦ = |è(aǦ)|
|è(aǦ−߾)| ࡱ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ɥǦ ≤ ࡱ߾

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ɥǦ ≥ ࡱ߿/߾ �Ɵʉ (ʗ, ʴ) ŷƟ ʉǞƟ ƟƌǊƟ ɫƟȝȴʻƟƌ Ǉɫȴȝ aǦ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ
aǦ−ࡱ߾ üǞƟȣ ƟŒƁǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ǩȣ è(aǦ−߾) \ è(aǦ)ࡪ ȝʞɻʉ ƁȴȣʉŒǩȣ ŷȴʉǞ
ʗ Œȣƌ ʴࡱ

ðȴࡪ ʿƟ ƁŒȣ ȝŒɠ ƟŒƁǞ ɻƟʉ ǩȣ è(aǦ−߾) \ è(aǦ) ʉȴ Œ ʞȣǩɧʞƟ ɻƟʉ ǩȣ è(aǦ) ŷˈ
ɻǩȝɠȋˈ ɫƟȝȴʻǩȣǊ ʴࡱ

ɥǦ =
|è(aǦ)|
|è(aǦ−߾)|

=
|è(aǦ)|

|è(aǦ)|+ |è(aǦ−߾) \ è(aǦ)|
≥ ߾
߿ .

ࠀ߿

O O

- O O O
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xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉ æŒʉǩȴɻ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɫŒʉǩȴ ɥǦ = |è(aǦ)|
|è(aǦ−߾)| ࡱ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ɥǦ ≤ ࡱ߾

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ɥǦ ≥ ࡱ߿/߾ �Ɵʉ (ʗ, ʴ) ŷƟ ʉǞƟ ƟƌǊƟ ɫƟȝȴʻƟƌ Ǉɫȴȝ aǦ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ
aǦ−ࡱ߾ üǞƟȣ ƟŒƁǞ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ǩȣ è(aǦ−߾) \ è(aǦ)ࡪ ȝʞɻʉ ƁȴȣʉŒǩȣ ŷȴʉǞ
ʗ Œȣƌ ʴࡱ

ðȴࡪ ʿƟ ƁŒȣ ȝŒɠ ƟŒƁǞ ɻƟʉ ǩȣ è(aǦ−߾) \ è(aǦ) ʉȴ Œ ʞȣǩɧʞƟ ɻƟʉ ǩȣ è(aǦ) ŷˈ
ɻǩȝɠȋˈ ɫƟȝȴʻǩȣǊ ʴࡱ

ɥǦ =
|è(aǦ)|
|è(aǦ−߾)|

=
|è(aǦ)|

|è(aǦ)|+ |è(aǦ−߾) \ è(aǦ)|
≥ ߾
߿ .

ࠀ߿
- I - -



xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉ æŒʉǩȴɻ

ðȴ `Œɫࡩ īƟ ǞŒʻƟ ʿɫǩʉʉƟȣ |è(a)| = Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥǦ ʿǞƟɫƟ ɥǦ =
|è(aǦ)|

|è(aǦ−߾)|
ࡱ

£ƟƟƌ ʉȴ ǊƟʉ Œ ±߾ ϵ/Ț ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉȴ ƟŒƁǞ ɥǦ ʉȴ ǊƟʉ Œ ±߾ ϵ ƟɻʉǩȝŒʉƟ
ʉȴ |è(a)|ࡱ

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Œɻ Ǉȴȋȋȴʿɻࡩ ɠǩƁȅ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ Ǉɫȴȝ aǦ−߾ Œȣƌ ȋƟʉ Ĳ = ߾ ǩǇ ʉǞƟ ɻƟʉ ǩɻ
Œȋɻȴ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩȣ aǦࡱ ´ʉǞƟɫʿǩɻƟ ȋƟʉ Ĳ = ࡱ߽

īǞŒʉ ǩɻ E[Ĳ]ࡲ

oȴʿ ȝŒȣˈ ɻŒȝɠȋƟɻ ȴǇ Ĳ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ʉŒȅƟ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ Œ ±߾ ϵ/Ț
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ɥǦ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

ࠁ߿

- - -



xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉ æŒʉǩȴɻ

ðȴ `Œɫࡩ īƟ ǞŒʻƟ ʿɫǩʉʉƟȣ |è(a)| = Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥǦ ʿǞƟɫƟ ɥǦ =
|è(aǦ)|

|è(aǦ−߾)|
ࡱ

£ƟƟƌ ʉȴ ǊƟʉ Œ ±߾ ϵ/Ț ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉȴ ƟŒƁǞ ɥǦ ʉȴ ǊƟʉ Œ ±߾ ϵ ƟɻʉǩȝŒʉƟ
ʉȴ |è(a)|ࡱ

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Œɻ Ǉȴȋȋȴʿɻࡩ ɠǩƁȅ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ Ǉɫȴȝ aǦ−߾ Œȣƌ ȋƟʉ Ĳ = ߾ ǩǇ ʉǞƟ ɻƟʉ ǩɻ
Œȋɻȴ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩȣ aǦࡱ ´ʉǞƟɫʿǩɻƟ ȋƟʉ Ĳ = ࡱ߽

īǞŒʉ ǩɻ E[Ĳ]ࡲ

oȴʿ ȝŒȣˈ ɻŒȝɠȋƟɻ ȴǇ Ĳ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ʉŒȅƟ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ Œ ±߾ ϵ/Ț
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ɥǦ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

ࠁ߿

I n

[ P r # r i
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xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉ æŒʉǩȴɻ

ðȴ `Œɫࡩ īƟ ǞŒʻƟ ʿɫǩʉʉƟȣ |è(a)| = Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥǦ ʿǞƟɫƟ ɥǦ =
|è(aǦ)|

|è(aǦ−߾)|
ࡱ

£ƟƟƌ ʉȴ ǊƟʉ Œ ±߾ ϵ/Ț ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉȴ ƟŒƁǞ ɥǦ ʉȴ ǊƟʉ Œ ±߾ ϵ ƟɻʉǩȝŒʉƟ
ʉȴ |è(a)|ࡱ

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Œɻ Ǉȴȋȋȴʿɻࡩ ɠǩƁȅ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ Ǉɫȴȝ aǦ−߾ Œȣƌ ȋƟʉ Ĳ = ߾ ǩǇ ʉǞƟ ɻƟʉ ǩɻ
Œȋɻȴ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩȣ aǦࡱ ´ʉǞƟɫʿǩɻƟ ȋƟʉ Ĳ = ࡱ߽

īǞŒʉ ǩɻ E[Ĳ]ࡲ

oȴʿ ȝŒȣˈ ɻŒȝɠȋƟɻ ȴǇ Ĳ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ʉŒȅƟ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ Œ ±߾ ϵ/Ț
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ɥǦ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

ࠁ߿

s r i



xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉ æŒʉǩȴɻ

ðȴ `Œɫࡩ īƟ ǞŒʻƟ ʿɫǩʉʉƟȣ |è(a)| = Ƞ߿ · ΠȚǦ=߾ɥǦ ʿǞƟɫƟ ɥǦ =
|è(aǦ)|

|è(aǦ−߾)|
ࡱ

£ƟƟƌ ʉȴ ǊƟʉ Œ ±߾ ϵ/Ț ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉȴ ƟŒƁǞ ɥǦ ʉȴ ǊƟʉ Œ ±߾ ϵ ƟɻʉǩȝŒʉƟ
ʉȴ |è(a)|ࡱ

�Ɵʉ Ĳ ŷƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Œɻ Ǉȴȋȋȴʿɻࡩ ɠǩƁȅ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ Ǉɫȴȝ aǦ−߾ Œȣƌ ȋƟʉ Ĳ = ߾ ǩǇ ʉǞƟ ɻƟʉ ǩɻ
Œȋɻȴ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩȣ aǦࡱ ´ʉǞƟɫʿǩɻƟ ȋƟʉ Ĳ = ࡱ߽

īǞŒʉ ǩɻ E[Ĳ]ࡲ

oȴʿ ȝŒȣˈ ɻŒȝɠȋƟɻ ȴǇ Ĳ ƌȴ ʿƟ ȣƟƟƌ ʉȴ ʉŒȅƟ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ Œ ±߾ ϵ/Ț
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ɥǦ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡲ

ࠁ߿

-
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+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

ċɠɻǞȴʉࡩ `ȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ a ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ ®̃(Ț߿/ϵ߿) ƁŒȋȋɻ ʉȴ
Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ɻŒȝɠȋƟɫ ȴȣ a ȴɫ ǩʉɻ
ɻʞŷǊɫŒɠǞɻ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ɻƟʉɻ ǩȣ a ʞɠ ʉȴ ±߾ ϵ ɫƟȋŒʉǩʻƟ Ɵɫɫȴɫࡱ

ࡦ ðȴ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ ʿȴʞȋƌ ȋƟŒƌ ʉȴ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ
ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡪ Œȣƌ ǞƟȣƁƟ
ʉǞƟ ƁȴȋȋŒɠɻƟ ȴǇ  Ø ʉȴ Øࡱ

ࡦ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ȣƟŒɫ࢙ʞȣǩǇȴɫȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œɻࢍ ʿȴʞȋƌ ŷƟ
ȴŷʉŒǩȣƟƌ ƟࡱǊࡪࡱ ʿǩʉǞ Œȣ �+�+ ȝƟʉǞȴƌࢎ ʿȴʞȋƌ Œȋɻȴ ɻʞǇ˨ƁƟࡱ

ࠂ߿

=



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

ċɠɻǞȴʉࡩ `ȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ a ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ ®̃(Ț߿/ϵ߿) ƁŒȋȋɻ ʉȴ
Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ɻŒȝɠȋƟɫ ȴȣ a ȴɫ ǩʉɻ
ɻʞŷǊɫŒɠǞɻ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ɻƟʉɻ ǩȣ a ʞɠ ʉȴ ±߾ ϵ ɫƟȋŒʉǩʻƟ Ɵɫɫȴɫࡱ

ࡦ ðȴ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ ʿȴʞȋƌ ȋƟŒƌ ʉȴ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ
ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡪ Œȣƌ ǞƟȣƁƟ
ʉǞƟ ƁȴȋȋŒɠɻƟ ȴǇ  Ø ʉȴ Øࡱ

ࡦ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ȣƟŒɫ࢙ʞȣǩǇȴɫȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œɻࢍ ʿȴʞȋƌ ŷƟ
ȴŷʉŒǩȣƟƌ ƟࡱǊࡪࡱ ʿǩʉǞ Œȣ �+�+ ȝƟʉǞȴƌࢎ ʿȴʞȋƌ Œȋɻȴ ɻʞǇ˨ƁƟࡱ

ࠂ߿



+ȴʞȣʉǩȣǊ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ðƟʉɻ

ċɠɻǞȴʉࡩ `ȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ a ʿǩʉǞ Ț ƟƌǊƟɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ ®̃(Ț߿/ϵ߿) ƁŒȋȋɻ ʉȴ
Œ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ɻŒȝɠȋƟɫ ȴȣ a ȴɫ ǩʉɻ
ɻʞŷǊɫŒɠǞɻ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ɻƟʉɻ ǩȣ a ʞɠ ʉȴ ±߾ ϵ ɫƟȋŒʉǩʻƟ Ɵɫɫȴɫࡱ

ࡦ ðȴ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ʞȣǩǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡪ ʿȴʞȋƌ ȋƟŒƌ ʉȴ Œ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ
ʉǩȝƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ƁȴʞȣʉǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉɻࡪ Œȣƌ ǞƟȣƁƟ
ʉǞƟ ƁȴȋȋŒɠɻƟ ȴǇ  Ø ʉȴ Øࡱ

ࡦ ´ŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ȣƟŒɫ࢙ʞȣǩǇȴɫȝ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Œɻࢍ ʿȴʞȋƌ ŷƟ
ȴŷʉŒǩȣƟƌ ƟࡱǊࡪࡱ ʿǩʉǞ Œȣ �+�+ ȝƟʉǞȴƌࢎ ʿȴʞȋƌ Œȋɻȴ ɻʞǇ˨ƁƟࡱ

ࠂ߿


