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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߽߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠀ

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

#ˈ üǞʞɫɻƌŒˈࡩ

ࡦ ðǩǊȣ ʞɠ Ǉȴɫ ßǩŒ˔˔Œࡱ
ࡦ ðǩǊȣ ʞɠ Ǉȴɫ cɫŒƌƟɻƁȴɠƟ ƁȴƌƟࢍ ȴȣ ƁȋŒɻɻ ʿƟŷɻǩʉƟࢎ Œȣƌ ˨ȋȋ ȴʞʉ
ʉǞƟ cɫŒƌƟɻƁȴɠƟ ƁȴȣɻƟȣʉ ɠȴȋȋ ȴȣ ßǩŒ˔˔Œࡱ +ȴȣʉŒƁʉ ȝƟ ʻǩŒ ƟȝŒǩȋ
ǩǇ ˈȴʞ ƌȴȣࢪʉ ƁȴȣɻƟȣʉ ʉȴ ʞɻƟ cɫŒƌƟɻƁȴɠƟࡱ

ࡦ `ǩɫɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉ ʿǩȋȋ ŷƟ ŒʻŒǩȋŒŷȋƟ ǩȣ ʉǞƟ ȣƟˇʉ ƌŒˈ ȴɫ ʉʿȴࡪ
ƌʞƟ ࡱࠁ߾ࡷ߿

߾



Ή˺ϡϫ ϫͮΓ̺

�Œɻʉ +ȋŒɻɻ īƟ +ȴʻƟɫƟƌࡩ

ࡦ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ
ŷȴʞȣƌࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡪ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ Œȣƌ
ʉʿȴ࢙ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ŒȣŒȋˈɻǩɻࢍ ʿǩʉǞ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ Œȣƌ
�Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࢎ̍ࡱ

ࡦ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ Œȣƌ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ
ࡦ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Œȣƌ Œȣ ƟȋƟȝƟȣʉŒɫˈ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ ȋŒʿ
ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

߿



ϫΧ̭˺С

üȴƌŒˈࡩ īƟࢪȋȋ ɻƟƟ ƟʻƟȣ ɻʉɫȴȣǊƟɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ʉǞŒȣ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ  ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉŒǩȋ ŷȴʞȣƌɻࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻǞȴʿ Œ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ

`ǩɫɻʉࡩ īƟࢪȋȋ ɻǞȴʿ ȋƟŒɫȣ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ Œȣƌ Œɠɠȋˈ ǩʉ ʉȴ
ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȋȴŒƌ ŷŒȋŒȣƁǩȣǊࡱ

ࠀ



ϫΧ̭˺С

üȴƌŒˈࡩ īƟࢪȋȋ ɻƟƟ ƟʻƟȣ ɻʉɫȴȣǊƟɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ʉǞŒȣ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ  ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉŒǩȋ ŷȴʞȣƌɻࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻǞȴʿ Œ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ ȋǩȝǩʉ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ

`ǩɫɻʉࡩ īƟࢪȋȋ ɻǞȴʿ ȋƟŒɫȣ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ Œȣƌ Œɠɠȋˈ ǩʉ ʉȴ
ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȋȴŒƌ ŷŒȋŒȣƁǩȣǊࡱ

ࠀ



ЙΧϘ΄ͮΗ͞ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ

æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȴŒƌ #ŒȋŒȣƁǩȣǊࡩ

ࡦ Ƞ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ȃ ɻƟɫʻƟɫɻ ʞɻǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ æǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡪ
E[æǦ] = Ƞ

Ȃ Œȣƌ ʿƟ ɠɫȴʻǩɻǩȴȣ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ƁŒɠŒƁǩʉˈ ʉȴ ɻƟɫʻƟ
ʉʿǩƁƟ ǩʉɻ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌࡩ ȠȂ߿ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻƟɫʻƟɫ ƟˇƁƟƟƌɻ ǩʉɻ ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ
ࡦ üȴ Œɠɠȋˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ ȣƟƟƌ ʉȴ ŷȴʞȣƌ ĨŒɫ[æǦ]ࡱ ࠁ

-

-



ΉΧ˺̭ ̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ Ж˺Ϙͮ˺Η̤̺

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ æǦ Œɻࡩ

æǦ =
Ƞ∑

Ǻ=߾
æǦ,Ǻ

ʿǞƟɫƟ æǦ,Ǻ ǩɻ ߾ ǩǇ ɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ǩɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧ Œȣƌ ߽ ȴࡱʿࡱ

ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] = E
[(
æǦ,Ǻ − E[æǦ,Ǻ]

[߿(

= ßɫ(æǦ,Ǻ = (߾ ·
(
−߾ E[æǦ,Ǻ]

߿(
+ ßɫ(æǦ,Ǻ = ߽) ·

(
߽− E[æǦ,Ǻ]

߿(

=
߾
Ȃ ·
(
−߾ ߾

Ȃ

߿(
+

(
−߾ ߾

Ȃ

)
·
(
߽− ߾

Ȃ

߿(

=
߾
Ȃ − ߾

Ȃ߿ ≤ ߾
Ȃ =⇒ ĨŒɫ[æǦ] ≤

Ƞ
Ȃ .

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠂ



ΉΧ˺̭ ̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ Ж˺Ϙͮ˺Η̤̺

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ æǦ Œɻࡩ

ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] ˈȋǩȣƟŒɫǩʉࢍ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢎ

ʿǞƟɫƟ æǦ,Ǻ ǩɻ ߾ ǩǇ ɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ǩɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧ Œȣƌ ߽ ȴࡱʿࡱ

ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] = E
[(
æǦ,Ǻ − E[æǦ,Ǻ]

[߿(

= ßɫ(æǦ,Ǻ = (߾ ·
(
−߾ E[æǦ,Ǻ]

߿(
+ ßɫ(æǦ,Ǻ = ߽) ·

(
߽− E[æǦ,Ǻ]

߿(

=
߾
Ȃ ·
(
−߾ ߾

Ȃ

߿(
+

(
−߾ ߾

Ȃ

)
·
(
߽− ߾

Ȃ

߿(

=
߾
Ȃ − ߾

Ȃ߿ ≤ ߾
Ȃ =⇒ ĨŒɫ[æǦ] ≤

Ƞ
Ȃ .

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠂ



ΉΧ˺̭ ̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ Ж˺Ϙͮ˺Η̤̺

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ æǦ Œɻࡩ

ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] ˈȋǩȣƟŒɫǩʉࢍ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢎ

ʿǞƟɫƟ æǦ,Ǻ ǩɻ ߾ ǩǇ ɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ǩɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧ Œȣƌ ߽ ȴࡱʿࡱ

ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] = E
[(
æǦ,Ǻ − E[æǦ,Ǻ]

[߿(

= ßɫ(æǦ,Ǻ = (߾ ·
(
−߾ E[æǦ,Ǻ]

߿(
+ ßɫ(æǦ,Ǻ = ߽) ·

(
߽− E[æǦ,Ǻ]

߿(

=
߾
Ȃ ·
(
−߾ ߾

Ȃ

߿(
+

(
−߾ ߾

Ȃ

)
·
(
߽− ߾

Ȃ

߿(

=
߾
Ȃ − ߾

Ȃ߿ ≤ ߾
Ȃ =⇒ ĨŒɫ[æǦ] ≤

Ƞ
Ȃ .

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠂ



ΉΧ˺̭ ̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ Ж˺Ϙͮ˺Η̤̺

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ æǦ Œɻࡩ

ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] ˈȋǩȣƟŒɫǩʉࢍ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢎ

ʿǞƟɫƟ æǦ,Ǻ ǩɻ ߾ ǩǇ ɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ǩɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧ Œȣƌ ߽ ȴࡱʿࡱ

ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] = E
[(
æǦ,Ǻ − E[æǦ,Ǻ]

[߿(

= ßɫ(æǦ,Ǻ = (߾ ·
(
−߾ E[æǦ,Ǻ]

߿(
+ ßɫ(æǦ,Ǻ = ߽) ·

(
߽− E[æǦ,Ǻ]

߿(

=
߾
Ȃ ·
(
−߾ ߾

Ȃ

߿(
+

(
−߾ ߾

Ȃ

)
·
(
߽− ߾

Ȃ

߿(

=
߾
Ȃ − ߾

Ȃ߿ ≤ ߾
Ȃ =⇒ ĨŒɫ[æǦ] ≤

Ƞ
Ȃ .

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠂ
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ΉΧ˺̭ ̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ Ж˺Ϙͮ˺Η̤̺

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ æǦ Œɻࡩ

ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] ˈȋǩȣƟŒɫǩʉࢍ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢎ

ʿǞƟɫƟ æǦ,Ǻ ǩɻ ߾ ǩǇ ɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ǩɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧ Œȣƌ ߽ ȴࡱʿࡱ

ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] = E
[(
æǦ,Ǻ − E[æǦ,Ǻ]

[߿(

= ßɫ(æǦ,Ǻ = (߾ ·
(
−߾ E[æǦ,Ǻ]

߿(
+ ßɫ(æǦ,Ǻ = ߽) ·

(
߽− E[æǦ,Ǻ]

߿(

=
߾
Ȃ ·
(
−߾ ߾

Ȃ

߿(
+

(
−߾ ߾

Ȃ

)
·
(
߽− ߾

Ȃ

߿(

=
߾
Ȃ − ߾

Ȃ߿ ≤ ߾
Ȃ =⇒ ĨŒɫ[æǦ] ≤

Ƞ
Ȃ .

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠂ



ΉΧ˺̭ ̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ Ж˺Ϙͮ˺Η̤̺

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ æǦ Œɻࡩ

ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] ˈȋǩȣƟŒɫǩʉࢍ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢎ

ʿǞƟɫƟ æǦ,Ǻ ǩɻ ߾ ǩǇ ɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ǩɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧ Œȣƌ ߽ ȴࡱʿࡱ

ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] = E
[(
æǦ,Ǻ − E[æǦ,Ǻ]

[߿(

= ßɫ(æǦ,Ǻ = (߾ ·
(
−߾ E[æǦ,Ǻ]

߿(
+ ßɫ(æǦ,Ǻ = ߽) ·

(
߽− E[æǦ,Ǻ]

߿(

=
߾
Ȃ ·
(
−߾ ߾

Ȃ

߿(
+

(
−߾ ߾

Ȃ

)
·
(
߽− ߾

Ȃ

߿(

=
߾
Ȃ − ߾

Ȃ߿ ≤ ߾
Ȃ

=⇒ ĨŒɫ[æǦ] ≤
Ƞ
Ȃ .

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠂ
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ΉΧ˺̭ ̜˺Ή˺Η̤ͮΗ͞ Ж˺Ϙͮ˺Η̤̺

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ æǦ Œɻࡩ

ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] ˈȋǩȣƟŒɫǩʉࢍ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢎ

ʿǞƟɫƟ æǦ,Ǻ ǩɻ ߾ ǩǇ ɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ǩɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧ Œȣƌ ߽ ȴࡱʿࡱ

ĨŒɫ[æǦ,Ǻ] = E
[(
æǦ,Ǻ − E[æǦ,Ǻ]

[߿(

= ßɫ(æǦ,Ǻ = (߾ ·
(
−߾ E[æǦ,Ǻ]

߿(
+ ßɫ(æǦ,Ǻ = ߽) ·

(
߽− E[æǦ,Ǻ]

߿(

=
߾
Ȃ ·
(
−߾ ߾

Ȃ

߿(
+

(
−߾ ߾

Ȃ

)
·
(
߽− ߾

Ȃ

߿(

=
߾
Ȃ − ߾

Ȃ߿ ≤ ߾
Ȃ =⇒ ĨŒɫ[æǦ] ≤

Ƞ
Ȃ .

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠂ

-
E r i : I



̜ΧϺΗ̭ͮΗ͞ ϫ̺ͩ ΉΧ˺̭ Жͮ˺ ̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖϡ

�ƟʉʉǩȣǊ æǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɻƟȣʉ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡪ E[æǦ] = Ƞ
Ȃ

Œȣƌ ĨŒɫ[æǦ] ≤ Ƞ
Ȃ ࡱ

�ɠɠȋˈǩȣǊ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ
(
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

)
≤ ßɫ

(
|æǦ − E[æǦ]| ≥

Ƞ
Ȃ
)

≤ Ƞ/Ȃ
Ƞ߿/Ȃ߿ =

Ȃ
Ƞ .

ࡦ ´ʻƟɫȋȴŒƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻȝŒȋȋ ʿǞƟȣ Ȃ≪ Ƞ
ࡦ �ǩǊǞʉ ɻƟƟȝ ƁȴʞȣʉƟɫǩȣʉʞǩʉǩʻƟ  ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʿȴɫɻƟ Œɻ Ȃ Ǌɫȴʿɻࡱ
ࡦ īǞƟȣ Ȃ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ɻƟƟɻ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ǩɻ ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ ɻȴ ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻ
ƌȴƟɻȣࢪʉ ȅǩƁȅࢩ ǩȣࡱࢪ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠃ



̜ΧϺΗ̭ͮΗ͞ ϫ̺ͩ ΉΧ˺̭ Жͮ˺ ̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖϡ

�ƟʉʉǩȣǊ æǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɻƟȣʉ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡪ E[æǦ] = Ƞ
Ȃ

Œȣƌ ĨŒɫ[æǦ] ≤ Ƞ
Ȃ ࡱ

�ɠɠȋˈǩȣǊ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ
(
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

)
≤ ßɫ

(
|æǦ − E[æǦ]| ≥

Ƞ
Ȃ
)

≤ Ƞ/Ȃ
Ƞ߿/Ȃ߿ =

Ȃ
Ƞ .

ࡦ ´ʻƟɫȋȴŒƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻȝŒȋȋ ʿǞƟȣ Ȃ≪ Ƞ
ࡦ �ǩǊǞʉ ɻƟƟȝ ƁȴʞȣʉƟɫǩȣʉʞǩʉǩʻƟ  ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʿȴɫɻƟ Œɻ Ȃ Ǌɫȴʿɻࡱ
ࡦ īǞƟȣ Ȃ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ɻƟƟɻ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ǩɻ ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ ɻȴ ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻ
ƌȴƟɻȣࢪʉ ȅǩƁȅࢩ ǩȣࡱࢪ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠃ

Dk



̜ΧϺΗ̭ͮΗ͞ ϫ̺ͩ ΉΧ˺̭ Жͮ˺ ̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖϡ

�ƟʉʉǩȣǊ æǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɻƟȣʉ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡪ E[æǦ] = Ƞ
Ȃ

Œȣƌ ĨŒɫ[æǦ] ≤ Ƞ
Ȃ ࡱ

�ɠɠȋˈǩȣǊ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ
(
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

)
≤ ßɫ

(
|æǦ − E[æǦ]| ≥

Ƞ
Ȃ
)

≤ Ƞ/Ȃ
Ƞ߿/Ȃ߿

=
Ȃ
Ƞ .

ࡦ ´ʻƟɫȋȴŒƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻȝŒȋȋ ʿǞƟȣ Ȃ≪ Ƞ
ࡦ �ǩǊǞʉ ɻƟƟȝ ƁȴʞȣʉƟɫǩȣʉʞǩʉǩʻƟ  ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʿȴɫɻƟ Œɻ Ȃ Ǌɫȴʿɻࡱ
ࡦ īǞƟȣ Ȃ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ɻƟƟɻ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ǩɻ ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ ɻȴ ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻ
ƌȴƟɻȣࢪʉ ȅǩƁȅࢩ ǩȣࡱࢪ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠃ

Vancri)
t



̜ΧϺΗ̭ͮΗ͞ ϫ̺ͩ ΉΧ˺̭ Жͮ˺ ̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖϡ

�ƟʉʉǩȣǊ æǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɻƟȣʉ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡪ E[æǦ] = Ƞ
Ȃ

Œȣƌ ĨŒɫ[æǦ] ≤ Ƞ
Ȃ ࡱ

�ɠɠȋˈǩȣǊ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ
(
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

)
≤ ßɫ

(
|æǦ − E[æǦ]| ≥

Ƞ
Ȃ
)

≤ Ƞ/Ȃ
Ƞ߿/Ȃ߿ =

Ȃ
Ƞ .

ࡦ ´ʻƟɫȋȴŒƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻȝŒȋȋ ʿǞƟȣ Ȃ≪ Ƞ
ࡦ �ǩǊǞʉ ɻƟƟȝ ƁȴʞȣʉƟɫǩȣʉʞǩʉǩʻƟ  ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʿȴɫɻƟ Œɻ Ȃ Ǌɫȴʿɻࡱ
ࡦ īǞƟȣ Ȃ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ɻƟƟɻ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ǩɻ ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ ɻȴ ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻ
ƌȴƟɻȣࢪʉ ȅǩƁȅࢩ ǩȣࡱࢪ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠃ

=
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̜ΧϺΗ̭ͮΗ͞ ϫ̺ͩ ΉΧ˺̭ Жͮ˺ ̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖϡ

�ƟʉʉǩȣǊ æǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɻƟȣʉ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡪ E[æǦ] = Ƞ
Ȃ

Œȣƌ ĨŒɫ[æǦ] ≤ Ƞ
Ȃ ࡱ

�ɠɠȋˈǩȣǊ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ
(
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

)
≤ ßɫ

(
|æǦ − E[æǦ]| ≥

Ƞ
Ȃ
)

≤ Ƞ/Ȃ
Ƞ߿/Ȃ߿ =

Ȃ
Ƞ .

ࡦ ´ʻƟɫȋȴŒƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻȝŒȋȋ ʿǞƟȣ Ȃ≪ Ƞ

ࡦ �ǩǊǞʉ ɻƟƟȝ ƁȴʞȣʉƟɫǩȣʉʞǩʉǩʻƟ  ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʿȴɫɻƟ Œɻ Ȃ Ǌɫȴʿɻࡱ
ࡦ īǞƟȣ Ȃ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ɻƟƟɻ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ǩɻ ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ ɻȴ ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻ
ƌȴƟɻȣࢪʉ ȅǩƁȅࢩ ǩȣࡱࢪ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠃ



̜ΧϺΗ̭ͮΗ͞ ϫ̺ͩ ΉΧ˺̭ Жͮ˺ ̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖϡ

�ƟʉʉǩȣǊ æǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɻƟȣʉ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡪ E[æǦ] = Ƞ
Ȃ

Œȣƌ ĨŒɫ[æǦ] ≤ Ƞ
Ȃ ࡱ

�ɠɠȋˈǩȣǊ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ
(
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

)
≤ ßɫ

(
|æǦ − E[æǦ]| ≥

Ƞ
Ȃ
)

≤ Ƞ/Ȃ
Ƞ߿/Ȃ߿ =

Ȃ
Ƞ .

ࡦ ´ʻƟɫȋȴŒƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻȝŒȋȋ ʿǞƟȣ Ȃ≪ Ƞ
ࡦ �ǩǊǞʉ ɻƟƟȝ ƁȴʞȣʉƟɫǩȣʉʞǩʉǩʻƟ  ŷȴʞȣƌ ǊƟʉɻ ʿȴɫɻƟ Œɻ Ȃ Ǌɫȴʿɻࡱ
ࡦ īǞƟȣ Ȃ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ɻƟƟɻ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ǩɻ ʻƟɫˈ ɻȝŒȋȋ ɻȴ ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻ
ƌȴƟɻȣࢪʉ ȅǩƁȅࢩ ǩȣࡱࢪ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠃ

-



Γ˺РͮΓϺΓ ϡ̺ϘЖ̺Ϙ ΉΧ˺̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ
ƟŒƁǞ Ƞ߿

Ȃ ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)

= ßɫ
([
æ߾ ≥

Ƞ߿
Ȃ

]
∪
[
æ߿ ≥

Ƞ߿
Ȃ

]
∪ . . . ∪

[
æȂ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ßɫ
(⋃Ȃ

Ǧ=߾
[
æǦ ≥ Ƞ߿

Ȃ
])
ǩɻ ɻȝŒȋȋࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƌȴ ʉǞǩɻࡲ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ æ߾, . . . ,æȂ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ǩȣ Œ
ɻȴȝƟʿǞŒʉ ƁȴȝɠȋƟˇ ʿŒ ̍ࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠄ



Γ˺РͮΓϺΓ ϡ̺ϘЖ̺Ϙ ΉΧ˺̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ
ƟŒƁǞ Ƞ߿

Ȃ ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)

= ßɫ
([
æ߾ ≥

Ƞ߿
Ȃ

]
∪
[
æ߿ ≥

Ƞ߿
Ȃ

]
∪ . . . ∪

[
æȂ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ßɫ
(⋃Ȃ

Ǧ=߾
[
æǦ ≥ Ƞ߿

Ȃ
])
ǩɻ ɻȝŒȋȋࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƌȴ ʉǞǩɻࡲ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ æ߾, . . . ,æȂ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ǩȣ Œ
ɻȴȝƟʿǞŒʉ ƁȴȝɠȋƟˇ ʿŒ ̍ࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠄ



Γ˺РͮΓϺΓ ϡ̺ϘЖ̺Ϙ ΉΧ˺̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ
ƟŒƁǞ Ƞ߿

Ȃ ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)
= ßɫ

([
æ߾ ≥

Ƞ߿
Ȃ

]
∪
[
æ߿ ≥

Ƞ߿
Ȃ

]
∪ . . . ∪

[
æȂ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ßɫ
(⋃Ȃ

Ǧ=߾
[
æǦ ≥ Ƞ߿

Ȃ
])
ǩɻ ɻȝŒȋȋࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƌȴ ʉǞǩɻࡲ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ æ߾, . . . ,æȂ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ǩȣ Œ
ɻȴȝƟʿǞŒʉ ƁȴȝɠȋƟˇ ʿŒ ̍ࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠄ



Γ˺РͮΓϺΓ ϡ̺ϘЖ̺Ϙ ΉΧ˺̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ
ƟŒƁǞ Ƞ߿

Ȃ ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)
= ßɫ

([
æ߾ ≥

Ƞ߿
Ȃ

]
ȴɫ
[
æ߿ ≥

Ƞ߿
Ȃ

]
ȴɫ . . . ȴɫ

[
æȂ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ßɫ
(⋃Ȃ

Ǧ=߾
[
æǦ ≥ Ƞ߿

Ȃ
])
ǩɻ ɻȝŒȋȋࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƌȴ ʉǞǩɻࡲ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ æ߾, . . . ,æȂ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ǩȣ Œ
ɻȴȝƟʿǞŒʉ ƁȴȝɠȋƟˇ ʿŒ ̍ࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠄ



Γ˺РͮΓϺΓ ϡ̺ϘЖ̺Ϙ ΉΧ˺̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ
ƟŒƁǞ Ƞ߿

Ȃ ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)
= ßɫ

( Ȃ⋃

Ǧ=߾

[
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ßɫ
(⋃Ȃ

Ǧ=߾
[
æǦ ≥ Ƞ߿

Ȃ
])
ǩɻ ɻȝŒȋȋࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƌȴ ʉǞǩɻࡲ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ æ߾, . . . ,æȂ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ǩȣ Œ
ɻȴȝƟʿǞŒʉ ƁȴȝɠȋƟˇ ʿŒ ̍ࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠄ



Γ˺РͮΓϺΓ ϡ̺ϘЖ̺Ϙ ΉΧ˺̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ
ƟŒƁǞ Ƞ߿

Ȃ ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)
= ßɫ

( Ȃ⋃

Ǧ=߾

[
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ßɫ
(⋃Ȃ

Ǧ=߾
[
æǦ ≥ Ƞ߿

Ȃ
])
ǩɻ ɻȝŒȋȋࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƌȴ ʉǞǩɻࡲ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ æ߾, . . . ,æȂ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ǩȣ Œ
ɻȴȝƟʿǞŒʉ ƁȴȝɠȋƟˇ ʿŒ ̍ࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠄ



Γ˺РͮΓϺΓ ϡ̺ϘЖ̺Ϙ ΉΧ˺̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ
ƟŒƁǞ Ƞ߿

Ȃ ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)
= ßɫ

( Ȃ⋃

Ǧ=߾

[
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ßɫ
(⋃Ȃ

Ǧ=߾
[
æǦ ≥ Ƞ߿

Ȃ
])
ǩɻ ɻȝŒȋȋࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƌȴ ʉǞǩɻࡲ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ æ߾, . . . ,æȂ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ǩȣ Œ
ɻȴȝƟʿǞŒʉ ƁȴȝɠȋƟˇ ʿŒ ̍ࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠄ

-



ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

ċȣǩȴȣ #ȴʞȣƌࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ƟʻƟȣʉɻ ,߿�,߾� ...,�Ȃࡪ

ßɫ ߾�) ∪ ߿� ∪ . . . ∪ �Ȃ) ≤ ßɫ(߾�) + ßɫ(߿�) + . . .+ Øɥ(�Ȃ).

īǞƟȣ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉǩǊǞʉࡲ īǞƟȣ ,߾� ...,�Ȃ ŒɫƟ Œȋȋ ƌǩɻǽȴǩȣʉࡱ

´ȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉࡪ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ Œɻ Œ
ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠅ



ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

ċȣǩȴȣ #ȴʞȣƌࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ƟʻƟȣʉɻ ,߿�,߾� ...,�Ȃࡪ

ßɫ ߾�) ∪ ߿� ∪ . . . ∪ �Ȃ) ≤ ßɫ(߾�) + ßɫ(߿�) + . . .+ Øɥ(�Ȃ).

īǞƟȣ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉǩǊǞʉࡲ īǞƟȣ ,߾� ...,�Ȃ ŒɫƟ Œȋȋ ƌǩɻǽȴǩȣʉࡱ

´ȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉࡪ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ Œɻ Œ
ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠅ

- . .



ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

ċȣǩȴȣ #ȴʞȣƌࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ƟʻƟȣʉɻ ,߿�,߾� ...,�Ȃࡪ

ßɫ ߾�) ∪ ߿� ∪ . . . ∪ �Ȃ) ≤ ßɫ(߾�) + ßɫ(߿�) + . . .+ Øɥ(�Ȃ).

īǞƟȣ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉǩǊǞʉࡲ

īǞƟȣ ,߾� ...,�Ȃ ŒɫƟ Œȋȋ ƌǩɻǽȴǩȣʉࡱ

´ȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉࡪ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ Œɻ Œ
ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠅ

=



ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

ċȣǩȴȣ #ȴʞȣƌࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ƟʻƟȣʉɻ ,߿�,߾� ...,�Ȃࡪ

ßɫ ߾�) ∪ ߿� ∪ . . . ∪ �Ȃ) ≤ ßɫ(߾�) + ßɫ(߿�) + . . .+ Øɥ(�Ȃ).

īǞƟȣ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉǩǊǞʉࡲ īǞƟȣ ,߾� ...,�Ȃ ŒɫƟ Œȋȋ ƌǩɻǽȴǩȣʉࡱ

´ȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉࡪ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ Œɻ Œ
ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠅ



ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

ċȣǩȴȣ #ȴʞȣƌࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ƟʻƟȣʉɻ ,߿�,߾� ...,�Ȃࡪ

ßɫ ߾�) ∪ ߿� ∪ . . . ∪ �Ȃ) ≤ ßɫ(߾�) + ßɫ(߿�) + . . .+ Øɥ(�Ȃ).

īǞƟȣ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉǩǊǞʉࡲ īǞƟȣ ,߾� ...,�Ȃ ŒɫƟ Œȋȋ ƌǩɻǽȴǩȣʉࡱ

´ȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉࡪ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ Œɻ Œ
ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠅ



ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

ċȣǩȴȣ #ȴʞȣƌࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ƟʻƟȣʉɻ ,߿�,߾� ...,�Ȃࡪ

ßɫ ߾�) ∪ ߿� ∪ . . . ∪ �Ȃ) ≤ ßɫ(߾�) + ßɫ(߿�) + . . .+ Øɥ(�Ȃ).

īǞƟȣ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉǩǊǞʉࡲ īǞƟȣ ,߾� ...,�Ȃ ŒɫƟ Œȋȋ ƌǩɻǽȴǩȣʉࡱ

´ȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉࡪ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ɠɫȴʻƟ ʉǞƟ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ Œɻ Œ
ƁȴȣɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ ࠅ



˺ϑϑΉСͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ ƟŒƁǞ
Ƞ߿
Ȃ

ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)
= ßɫ

( Ȃ⋃

Ǧ=߾

[
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
ßɫ
([
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])
ċȣǩȴȣࢍ #ȴʞȣƌࢎ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

Ȃ
Ƞ

=
Ȃ߿
Ƞ

ȴʞȣƌ#ࢍ Ǉɫȴȝ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࢎ

�ɻ ȋȴȣǊ Œɻ Ȃ ≤ ®(
√
Ƞ)ࡪ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ

ȋȴŒƌ ʿǩȋȋ ŷƟ ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌࢍ ʉȴ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌࡱࢎ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠆ

a

-



˺ϑϑΉСͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ ƟŒƁǞ
Ƞ߿
Ȃ

ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)
= ßɫ

( Ȃ⋃

Ǧ=߾

[
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
ßɫ
([
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])
ċȣǩȴȣࢍ #ȴʞȣƌࢎ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

Ȃ
Ƞ

=
Ȃ߿
Ƞ

ȴʞȣƌ#ࢍ Ǉɫȴȝ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࢎ

�ɻ ȋȴȣǊ Œɻ Ȃ ≤ ®(
√
Ƞ)ࡪ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ

ȋȴŒƌ ʿǩȋȋ ŷƟ ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌࢍ ʉȴ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌࡱࢎ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠆ

I s
n

-



˺ϑϑΉСͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ ƟŒƁǞ
Ƞ߿
Ȃ

ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)
= ßɫ

( Ȃ⋃

Ǧ=߾

[
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
ßɫ
([
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])
ċȣǩȴȣࢍ #ȴʞȣƌࢎ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

Ȃ
Ƞ

=
Ȃ߿
Ƞ

ȴʞȣƌ#ࢍ Ǉɫȴȝ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࢎ

�ɻ ȋȴȣǊ Œɻ Ȃ ≤ ®(
√
Ƞ)ࡪ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ

ȋȴŒƌ ʿǩȋȋ ŷƟ ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌࢍ ʉȴ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌࡱࢎ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠆ



˺ϑϑΉСͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ ƟŒƁǞ
Ƞ߿
Ȃ

ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)
= ßɫ

( Ȃ⋃

Ǧ=߾

[
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
ßɫ
([
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])
ċȣǩȴȣࢍ #ȴʞȣƌࢎ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

Ȃ
Ƞ =

Ȃ߿
Ƞ ȴʞȣƌ#ࢍ Ǉɫȴȝ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࢎ

�ɻ ȋȴȣǊ Œɻ Ȃ ≤ ®(
√
Ƞ)ࡪ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ

ȋȴŒƌ ʿǩȋȋ ŷƟ ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌࢍ ʉȴ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌࡱࢎ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠆ



˺ϑϑΉСͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϺΗͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ ȋȴŒƌ ƟˇƁƟƟƌɻ
߿ · E[æǦ] = Ƞ߿

Ȃ ࡱ xࡱƟࡪࡱ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌ ǩǇ ʿƟ ǊǩʻƟ ƟŒƁǞ
Ƞ߿
Ȃ

ƁŒɠŒƁǩʉˈࡲ

ßɫ
(
ȝŒˇ
Ǧ

(æǦ) ≥
Ƞ߿
Ȃ

)
= ßɫ

( Ȃ⋃

Ǧ=߾

[
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾
ßɫ
([
æǦ ≥

Ƞ߿
Ȃ

])
ċȣǩȴȣࢍ #ȴʞȣƌࢎ

≤
Ȃ∑

Ǧ=߾

Ȃ
Ƞ =

Ȃ߿
Ƞ ȴʞȣƌ#ࢍ Ǉɫȴȝ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࢎ

�ɻ ȋȴȣǊ Œɻ Ȃ ≤ ®(
√
Ƞ)ࡪ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ɻƟɫʻƟɫ

ȋȴŒƌ ʿǩȋȋ ŷƟ ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌࢍ ʉȴ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌࡱࢎ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ E[æǦ] = Ƞ

Ȃ ࡱ ĨŒɫ[æǦ] =
Ƞ
Ȃ ࡱ

ࠆ

-
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˺ΗΧϫ̺ͩϘ Ж̺ͮЙ ΧΗ ϫͩͮϡ ϑϘΧ̜Ή̺Γ

üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ȝʞɻʉ ŷƟ ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ
ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ Ȃࢍ = ®(

√
Ƞ)ࢎ Ǉȴɫ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȋȴŒƌ ʉȴ ŷƟ ŷȴʞȣƌƟƌ

ǩȣ ƁȴȝɠŒɫǩɻȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ȝŒȣˈ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɫȴʞʉƟƌ ʉȴ Œ ɫƟȋŒʉǩʻƟȋˈ ɻȝŒȋȋ ȣʞȝŷƟɫ
ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɻȴ ʉǞƟ ȋȴŒƌ ɻƟƟȣ ȴȣ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ʿǞŒʉ ǩɻ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʻǩŒ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࡦ � ċɻƟǇʞȋ DˇƟɫƁǩɻƟࡩ cǩʻƟȣ Ƞ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Œȣƌ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Œȋȋ
ɻƟɫʻƟɫɻ ǞŒʻƟ ˨ˇƟƌ ƁŒɠŒƁǩʉˈ ࡪ* Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ɻƟɫʻƟɫɻ ɻǞȴʞȋƌ ˈȴʞ
ɠɫȴʻǩɻǩȴȣ ɻȴ ʉǞŒʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ߽߽߾/ࠆࠆ ȣȴ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ
ŒɻɻǩǊȣƟƌ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ * ɫƟɧʞƟɻʉɻࡲ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡱ

߽߾



˺ΗΧϫ̺ͩϘ Ж̺ͮЙ ΧΗ ϫͩͮϡ ϑϘΧ̜Ή̺Γ

üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ȝʞɻʉ ŷƟ ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ
ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ Ȃࢍ = ®(

√
Ƞ)ࢎ Ǉȴɫ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȋȴŒƌ ʉȴ ŷƟ ŷȴʞȣƌƟƌ

ǩȣ ƁȴȝɠŒɫǩɻȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ȝŒȣˈ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɫȴʞʉƟƌ ʉȴ Œ ɫƟȋŒʉǩʻƟȋˈ ɻȝŒȋȋ ȣʞȝŷƟɫ
ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɻȴ ʉǞƟ ȋȴŒƌ ɻƟƟȣ ȴȣ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ʿǞŒʉ ǩɻ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʻǩŒ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࡦ � ċɻƟǇʞȋ DˇƟɫƁǩɻƟࡩ cǩʻƟȣ Ƞ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Œȣƌ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Œȋȋ
ɻƟɫʻƟɫɻ ǞŒʻƟ ˨ˇƟƌ ƁŒɠŒƁǩʉˈ ࡪ* Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ɻƟɫʻƟɫɻ ɻǞȴʞȋƌ ˈȴʞ
ɠɫȴʻǩɻǩȴȣ ɻȴ ʉǞŒʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ߽߽߾/ࠆࠆ ȣȴ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ
ŒɻɻǩǊȣƟƌ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ * ɫƟɧʞƟɻʉɻࡲ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡱ

߽߾



˺ΗΧϫ̺ͩϘ Ж̺ͮЙ ΧΗ ϫͩͮϡ ϑϘΧ̜Ή̺Γ

üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ȝʞɻʉ ŷƟ ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ
ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ Ȃࢍ = ®(

√
Ƞ)ࢎ Ǉȴɫ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȋȴŒƌ ʉȴ ŷƟ ŷȴʞȣƌƟƌ

ǩȣ ƁȴȝɠŒɫǩɻȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌ ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ȝŒȣˈ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɫȴʞʉƟƌ ʉȴ Œ ɫƟȋŒʉǩʻƟȋˈ ɻȝŒȋȋ ȣʞȝŷƟɫ
ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɻȴ ʉǞƟ ȋȴŒƌ ɻƟƟȣ ȴȣ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ʿǞŒʉ ǩɻ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʻǩŒ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࡦ � ċɻƟǇʞȋ DˇƟɫƁǩɻƟࡩ cǩʻƟȣ Ƞ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Œȣƌ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Œȋȋ
ɻƟɫʻƟɫɻ ǞŒʻƟ ˨ˇƟƌ ƁŒɠŒƁǩʉˈ ࡪ* Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ɻƟɫʻƟɫɻ ɻǞȴʞȋƌ ˈȴʞ
ɠɫȴʻǩɻǩȴȣ ɻȴ ʉǞŒʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ߽߽߾/ࠆࠆ ȣȴ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ
ŒɻɻǩǊȣƟƌ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ * ɫƟɧʞƟɻʉɻࡲ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡱ

߽߾

¥2



äʞƟɻʉǩȴȣɻ ȴȣ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡪ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍
ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞǩȣǊࡲ

߾߾



͘ΉͮϑϑͮΗ͞ ̤ΧͮΗϡ

īƟ ˩ǩɠ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ɓȴǩȣɻࡪ ƟŒƁǞ ŒɫƟ ǞƟŒƌɻ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿/߾ Œȣƌ ʉŒǩȋɻ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ �Ɵʉ o ŷƟ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

E[o] = Ƞ
߿ = ߽ࠂ Œȣƌ ĨŒɫ[o] =

Ƞ
ࠁ = →ࠂ߿ ɵ.Ɗ. = ࠂ

�Œɫȅȴʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠀࠀࠅ.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠁ߾ࠄ.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠂ߿ࠃ.

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠂ߿.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠂ߿ࠃ߽.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠅࠄ߿߽.

xȣ æƟŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ = ࠁࠅ߿߽.߽
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ = ࠆࠀ߽߽߽߽.

ßɫ(o ≥ (߽ࠅ < ࠆ−߽߾

o ǞŒɻ Œ ɻǩȝɠȋƟ #ǩȣȴȝǩŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡪ ɻȴ ƁŒȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟɻƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ƟˇŒƁʉȋ ̍ࡱ

߿߾



͘ΉͮϑϑͮΗ͞ ̤ΧͮΗϡ
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ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ
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߿ = ߽ࠂ Œȣƌ ĨŒɫ[o] =

Ƞ
ࠁ = →ࠂ߿ ɵ.Ɗ. = ࠂ

�Œɫȅȴʻࢪɻࡩ
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+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠂ߿.
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xȣ æƟŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ = ࠁࠅ߿߽.߽
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ = ࠆࠀ߽߽߽߽.

ßɫ(o ≥ (߽ࠅ < ࠆ−߽߾

o ǞŒɻ Œ ɻǩȝɠȋƟ #ǩȣȴȝǩŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡪ ɻȴ ƁŒȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟɻƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ƟˇŒƁʉȋ ̍ࡱ

߿߾



͘ΉͮϑϑͮΗ͞ ̤ΧͮΗϡ
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ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

E[o] = Ƞ
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ࠁ = ࠂ߿

→ ɵ.Ɗ. = ࠂ

�Œɫȅȴʻࢪɻࡩ
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ßɫ(o ≥ (߽ࠄ = ࠆࠀ߽߽߽߽.

ßɫ(o ≥ (߽ࠅ < ࠆ−߽߾

o ǞŒɻ Œ ɻǩȝɠȋƟ #ǩȣȴȝǩŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡪ ɻȴ ƁŒȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟɻƟ
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߿߾



͘ΉͮϑϑͮΗ͞ ̤ΧͮΗϡ
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ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿/߾ Œȣƌ ʉŒǩȋɻ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ �Ɵʉ o ŷƟ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

E[o] = Ƞ
߿ = ߽ࠂ Œȣƌ ĨŒɫ[o] = Ƞ

ࠁ = ࠂ߿

→ ɵ.Ɗ. = ࠂ

�Œɫȅȴʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠀࠀࠅ.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠁ߾ࠄ.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠂ߿ࠃ.

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠂ߿.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠂ߿ࠃ߽.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠅࠄ߿߽.

xȣ æƟŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ = ࠁࠅ߿߽.߽
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ = ࠆࠀ߽߽߽߽.
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ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ƟˇŒƁʉȋ ̍ࡱ

߿߾



͘ΉͮϑϑͮΗ͞ ̤ΧͮΗϡ

īƟ ˩ǩɠ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ɓȴǩȣɻࡪ ƟŒƁǞ ŒɫƟ ǞƟŒƌɻ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿/߾ Œȣƌ ʉŒǩȋɻ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ �Ɵʉ o ŷƟ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

E[o] = Ƞ
߿ = ߽ࠂ Œȣƌ ĨŒɫ[o] = Ƞ

ࠁ = →ࠂ߿ ɵ.Ɗ. = ࠂ

�Œɫȅȴʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠀࠀࠅ.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠁ߾ࠄ.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠂ߿ࠃ.

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠂ߿.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠂ߿ࠃ߽.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠅࠄ߿߽.

xȣ æƟŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ = ࠁࠅ߿߽.߽
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ = ࠆࠀ߽߽߽߽.

ßɫ(o ≥ (߽ࠅ < ࠆ−߽߾

o ǞŒɻ Œ ɻǩȝɠȋƟ #ǩȣȴȝǩŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡪ ɻȴ ƁŒȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟɻƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ƟˇŒƁʉȋ ̍ࡱ

߿߾
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͘ΉͮϑϑͮΗ͞ ̤ΧͮΗϡ

īƟ ˩ǩɠ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ɓȴǩȣɻࡪ ƟŒƁǞ ŒɫƟ ǞƟŒƌɻ ʿǩʉǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ߿/߾ Œȣƌ ʉŒǩȋɻ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ࡱ߿/߾ �Ɵʉ o ŷƟ ʉǞƟ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

E[o] = Ƞ
߿ = ߽ࠂ Œȣƌ ĨŒɫ[o] = Ƞ

ࠁ = →ࠂ߿ ɵ.Ɗ. = ࠂ

�Œɫȅȴʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠀࠀࠅ.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠁ߾ࠄ.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠂ߿ࠃ.

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠂ߿.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠂ߿ࠃ߽.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠅࠄ߿߽.

xȣ æƟŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ = ࠁࠅ߿߽.߽
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ = ࠆࠀ߽߽߽߽.

ßɫ(o ≥ (߽ࠅ < ࠆ−߽߾

o ǞŒɻ Œ ɻǩȝɠȋƟ #ǩȣȴȝǩŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡪ ɻȴ ƁŒȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟɻƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉǩƟɻ ƟˇŒƁʉȋ ̍ࡱ

߿߾

( C



ϫͮͩ͞ϫ̺Ϙ ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭ϡ

üȴ ŷƟ ǇŒǩɫࡱࡱࡱࡱ �Œɫȅȴʻ Œȣƌ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ Œɠɠȋˈ ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ
ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ʉǞŒȣ ʉȴ #ǩȣȴȝǩŒȋ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ȋǩȅƟ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠɻࡱ

+Œȣ ʿƟ ȴŷʉŒǩȣ ʉǩǊǞʉƟɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ʉǞŒʉ ɻʉǩȋȋ Œɠɠȋˈ ʉȴ ʻƟɫˈ
ǊƟȣƟɫŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡲ

ࡦ �Œɫȅȴʻࢪɻࡩ ßɫ(Ĳ ≥ ʂ) ≤ E[Ĳ]
ʂ ࡱ `ǩɫɻʉ �ȴȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]|߿ ≥ ʂ߿) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]
ʂ߿ ࡱ

ðƟƁȴȣƌ �ȴȝƟȣʉࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ǽʞɻʉ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ʉȴ ƟʻƟȣ ǞǩǊǞƟɫ ȝȴȝƟȣʉɻࡲ

ࠀ߾



ϫͮͩ͞ϫ̺Ϙ ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭ϡ

üȴ ŷƟ ǇŒǩɫࡱࡱࡱࡱ �Œɫȅȴʻ Œȣƌ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ Œɠɠȋˈ ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ
ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ʉǞŒȣ ʉȴ #ǩȣȴȝǩŒȋ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ȋǩȅƟ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠɻࡱ

+Œȣ ʿƟ ȴŷʉŒǩȣ ʉǩǊǞʉƟɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ʉǞŒʉ ɻʉǩȋȋ Œɠɠȋˈ ʉȴ ʻƟɫˈ
ǊƟȣƟɫŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡲ

ࡦ �Œɫȅȴʻࢪɻࡩ ßɫ(Ĳ ≥ ʂ) ≤ E[Ĳ]
ʂ ࡱ `ǩɫɻʉ �ȴȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]|߿ ≥ ʂ߿) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]
ʂ߿ ࡱ

ðƟƁȴȣƌ �ȴȝƟȣʉࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ǽʞɻʉ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ʉȴ ƟʻƟȣ ǞǩǊǞƟɫ ȝȴȝƟȣʉɻࡲ

ࠀ߾



ϫͮͩ͞ϫ̺Ϙ ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭ϡ
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ࡦ �Œɫȅȴʻࢪɻࡩ ßɫ(Ĳ ≥ ʂ) ≤ E[Ĳ]
ʂ ࡱ `ǩɫɻʉ �ȴȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]|߿ ≥ ʂ߿) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]
ʂ߿ ࡱ

ðƟƁȴȣƌ �ȴȝƟȣʉࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ǽʞɻʉ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ʉȴ ƟʻƟȣ ǞǩǊǞƟɫ ȝȴȝƟȣʉɻࡲ

ࠀ߾



ϫͮͩ͞ϫ̺Ϙ ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭ϡ
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+Œȣ ʿƟ ȴŷʉŒǩȣ ʉǩǊǞʉƟɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ʉǞŒʉ ɻʉǩȋȋ Œɠɠȋˈ ʉȴ ʻƟɫˈ
ǊƟȣƟɫŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡲ

ࡦ �Œɫȅȴʻࢪɻࡩ ßɫ(Ĳ ≥ ʂ) ≤ E[Ĳ]
ʂ ࡱ `ǩɫɻʉ �ȴȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]|߿ ≥ ʂ߿) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]
ʂ߿ ࡱ

ðƟƁȴȣƌ �ȴȝƟȣʉࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ǽʞɻʉ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ʉȴ ƟʻƟȣ ǞǩǊǞƟɫ ȝȴȝƟȣʉɻࡲ

ࠀ߾

O
⑧



ϫͮͩ͞ϫ̺Ϙ ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭ϡ

üȴ ŷƟ ǇŒǩɫࡱࡱࡱࡱ �Œɫȅȴʻ Œȣƌ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ Œɠɠȋˈ ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ
ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ʉǞŒȣ ʉȴ #ǩȣȴȝǩŒȋ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ȋǩȅƟ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠɻࡱ

+Œȣ ʿƟ ȴŷʉŒǩȣ ʉǩǊǞʉƟɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ʉǞŒʉ ɻʉǩȋȋ Œɠɠȋˈ ʉȴ ʻƟɫˈ
ǊƟȣƟɫŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡲ

ࡦ �Œɫȅȴʻࢪɻࡩ ßɫ(Ĳ ≥ ʂ) ≤ E[Ĳ]
ʂ ࡱ `ǩɫɻʉ �ȴȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]|߿ ≥ ʂ߿) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]
ʂ߿ ࡱ

ðƟƁȴȣƌ �ȴȝƟȣʉࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ǽʞɻʉ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ʉȴ ƟʻƟȣ ǞǩǊǞƟɫ ȝȴȝƟȣʉɻࡲ

ࠀ߾



˺ ͘ΧϺϘϫͩ ΓΧΓ̺Ηϫ ̜ΧϺΗ̭

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳࡩ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ
(
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ ≥ ʂࠁ

)

≤
E
[
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ

]

ʂࠁ .

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ +ȴǩȣ `ȋǩɠɻࡩ æƟƁŒȋȋࡩ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣɻࡪ o ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

ࡦ #ȴʞȣƌ ʉǞƟ ǇȴʞɫʉǞ ȝȴȝƟȣʉࡩ

E
[
(o− E[o])ࠁ

]
= E

⎡

⎣
( ߽∑߽߾

Ǧ=߾
oǦ − ߽ࠂ

⎤ࠁ(

⎦

=
∑

Ǧ,Ǻ,Ȃ,ℓ
ƀǦǺȂℓE[oǦoǺoȂoℓ] = ࠂ.߿ࠃࠅ߾

ʿǞƟɫƟ oǦ = ߾ ǩǇ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠ Ǧ ǩɻ ǞƟŒƌɻ Œȣƌ ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞƟȣ Œɠɠȋˈ
ɻȴȝƟ ȝƟɻɻˈ ƁŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣɻࡱࡱࡱ

ࡦ �ɠɠȋˈ `ȴʞɫʉǞ �ȴȝƟȣʉ #ȴʞȣƌࡩ ßɫ (|o− E[o]| ≥ ʂ) ≤ ࠂ.߿ࠃࠅ߾
ʂࠁ .

ࠁ߾
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˺ ͘ΧϺϘϫͩ ΓΧΓ̺Ηϫ ̜ΧϺΗ̭

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳࡩ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ
(
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ ≥ ʂࠁ

)
≤

E
[
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ

]

ʂࠁ .

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ +ȴǩȣ `ȋǩɠɻࡩ æƟƁŒȋȋࡩ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣɻࡪ o ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

ࡦ #ȴʞȣƌ ʉǞƟ ǇȴʞɫʉǞ ȝȴȝƟȣʉࡩ

E
[
(o− E[o])ࠁ

]
= E

⎡

⎣
( ߽∑߽߾

Ǧ=߾
oǦ − ߽ࠂ

⎤ࠁ(

⎦

=
∑

Ǧ,Ǻ,Ȃ,ℓ
ƀǦǺȂℓE[oǦoǺoȂoℓ] = ࠂ.߿ࠃࠅ߾

ʿǞƟɫƟ oǦ = ߾ ǩǇ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠ Ǧ ǩɻ ǞƟŒƌɻ Œȣƌ ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞƟȣ Œɠɠȋˈ
ɻȴȝƟ ȝƟɻɻˈ ƁŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣɻࡱࡱࡱ

ࡦ �ɠɠȋˈ `ȴʞɫʉǞ �ȴȝƟȣʉ #ȴʞȣƌࡩ ßɫ (|o− E[o]| ≥ ʂ) ≤ ࠂ.߿ࠃࠅ߾
ʂࠁ .

ࠁ߾

-
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˺ ͘ΧϺϘϫͩ ΓΧΓ̺Ηϫ ̜ΧϺΗ̭

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳࡩ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ
(
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ ≥ ʂࠁ

)
≤

E
[
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ

]

ʂࠁ .

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ +ȴǩȣ `ȋǩɠɻࡩ æƟƁŒȋȋࡩ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣɻࡪ o ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

ࡦ #ȴʞȣƌ ʉǞƟ ǇȴʞɫʉǞ ȝȴȝƟȣʉࡩ

E
[
(o− E[o])ࠁ

]
= E

⎡

⎣
( ߽∑߽߾

Ǧ=߾
oǦ − ߽ࠂ

⎤ࠁ(

⎦

=
∑

Ǧ,Ǻ,Ȃ,ℓ
ƀǦǺȂℓE[oǦoǺoȂoℓ] = ࠂ.߿ࠃࠅ߾

ʿǞƟɫƟ oǦ = ߾ ǩǇ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠ Ǧ ǩɻ ǞƟŒƌɻ Œȣƌ ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞƟȣ Œɠɠȋˈ
ɻȴȝƟ ȝƟɻɻˈ ƁŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣɻࡱࡱࡱ

ࡦ �ɠɠȋˈ `ȴʞɫʉǞ �ȴȝƟȣʉ #ȴʞȣƌࡩ ßɫ (|o− E[o]| ≥ ʂ) ≤ ࠂ.߿ࠃࠅ߾
ʂࠁ .

ࠁ߾



˺ ͘ΧϺϘϫͩ ΓΧΓ̺Ηϫ ̜ΧϺΗ̭

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳࡩ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ
(
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ ≥ ʂࠁ

)
≤

E
[
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ

]

ʂࠁ .

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ +ȴǩȣ `ȋǩɠɻࡩ æƟƁŒȋȋࡩ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣɻࡪ o ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

ࡦ #ȴʞȣƌ ʉǞƟ ǇȴʞɫʉǞ ȝȴȝƟȣʉࡩ

E
[
(o− E[o])ࠁ

]
= E

⎡

⎣
( ߽∑߽߾

Ǧ=߾
oǦ − ߽ࠂ

⎤ࠁ(

⎦

=
∑

Ǧ,Ǻ,Ȃ,ℓ
ƀǦǺȂℓE[oǦoǺoȂoℓ] = ࠂ.߿ࠃࠅ߾

ʿǞƟɫƟ oǦ = ߾ ǩǇ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠ Ǧ ǩɻ ǞƟŒƌɻ Œȣƌ ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞƟȣ Œɠɠȋˈ
ɻȴȝƟ ȝƟɻɻˈ ƁŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣɻࡱࡱࡱ

ࡦ �ɠɠȋˈ `ȴʞɫʉǞ �ȴȝƟȣʉ #ȴʞȣƌࡩ ßɫ (|o− E[o]| ≥ ʂ) ≤ ࠂ.߿ࠃࠅ߾
ʂࠁ .

ࠁ߾



˺ ͘ΧϺϘϫͩ ΓΧΓ̺Ηϫ ̜ΧϺΗ̭

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳࡩ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ
(
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ ≥ ʂࠁ

)
≤

E
[
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ

]

ʂࠁ .

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ +ȴǩȣ `ȋǩɠɻࡩ æƟƁŒȋȋࡩ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣɻࡪ o ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

ࡦ #ȴʞȣƌ ʉǞƟ ǇȴʞɫʉǞ ȝȴȝƟȣʉࡩ

E
[
(o− E[o])ࠁ

]
= E

⎡

⎣
( ߽∑߽߾

Ǧ=߾
oǦ − ߽ࠂ

⎤ࠁ(

⎦

=
∑

Ǧ,Ǻ,Ȃ,ℓ
ƀǦǺȂℓE[oǦoǺoȂoℓ] = ࠂ.߿ࠃࠅ߾

ʿǞƟɫƟ oǦ = ߾ ǩǇ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠ Ǧ ǩɻ ǞƟŒƌɻ Œȣƌ ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

üǞƟȣ Œɠɠȋˈ
ɻȴȝƟ ȝƟɻɻˈ ƁŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣɻࡱࡱࡱ

ࡦ �ɠɠȋˈ `ȴʞɫʉǞ �ȴȝƟȣʉ #ȴʞȣƌࡩ ßɫ (|o− E[o]| ≥ ʂ) ≤ ࠂ.߿ࠃࠅ߾
ʂࠁ .

ࠁ߾



˺ ͘ΧϺϘϫͩ ΓΧΓ̺Ηϫ ̜ΧϺΗ̭

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳࡩ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ
(
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ ≥ ʂࠁ

)
≤

E
[
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ

]

ʂࠁ .

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ +ȴǩȣ `ȋǩɠɻࡩ æƟƁŒȋȋࡩ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣɻࡪ o ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

ࡦ #ȴʞȣƌ ʉǞƟ ǇȴʞɫʉǞ ȝȴȝƟȣʉࡩ

E
[
(o− E[o])ࠁ

]
= E

⎡

⎣
( ߽∑߽߾

Ǧ=߾
oǦ − ߽ࠂ

⎤ࠁ(

⎦ =
∑

Ǧ,Ǻ,Ȃ,ℓ
ƀǦǺȂℓE[oǦoǺoȂoℓ]

= ࠂ.߿ࠃࠅ߾

ʿǞƟɫƟ oǦ = ߾ ǩǇ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠ Ǧ ǩɻ ǞƟŒƌɻ Œȣƌ ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ üǞƟȣ Œɠɠȋˈ
ɻȴȝƟ ȝƟɻɻˈ ƁŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣɻࡱࡱࡱ

ࡦ �ɠɠȋˈ `ȴʞɫʉǞ �ȴȝƟȣʉ #ȴʞȣƌࡩ ßɫ (|o− E[o]| ≥ ʂ) ≤ ࠂ.߿ࠃࠅ߾
ʂࠁ .

ࠁ߾



˺ ͘ΧϺϘϫͩ ΓΧΓ̺Ηϫ ̜ΧϺΗ̭

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳࡩ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ
(
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ ≥ ʂࠁ

)
≤

E
[
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ

]

ʂࠁ .

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ +ȴǩȣ `ȋǩɠɻࡩ æƟƁŒȋȋࡩ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣɻࡪ o ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

ࡦ #ȴʞȣƌ ʉǞƟ ǇȴʞɫʉǞ ȝȴȝƟȣʉࡩ

E
[
(o− E[o])ࠁ

]
= E

⎡

⎣
( ߽∑߽߾

Ǧ=߾
oǦ − ߽ࠂ

⎤ࠁ(

⎦ =
∑

Ǧ,Ǻ,Ȃ,ℓ
ƀǦǺȂℓE[oǦoǺoȂoℓ] = ࠂ.߿ࠃࠅ߾

ʿǞƟɫƟ oǦ = ߾ ǩǇ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠ Ǧ ǩɻ ǞƟŒƌɻ Œȣƌ ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ üǞƟȣ Œɠɠȋˈ
ɻȴȝƟ ȝƟɻɻˈ ƁŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣɻࡱࡱࡱ

ࡦ �ɠɠȋˈ `ȴʞɫʉǞ �ȴȝƟȣʉ #ȴʞȣƌࡩ ßɫ (|o− E[o]| ≥ ʂ) ≤ ࠂ.߿ࠃࠅ߾
ʂࠁ .

ࠁ߾



˺ ͘ΧϺϘϫͩ ΓΧΓ̺Ηϫ ̜ΧϺΗ̭

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳࡩ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) = ßɫ
(
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ ≥ ʂࠁ

)
≤

E
[
(Ĳ− E[Ĳ])ࠁ

]

ʂࠁ .

�ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ +ȴǩȣ `ȋǩɠɻࡩ æƟƁŒȋȋࡩ Ƞ = ߽߽߾ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǇŒǩɫ Ɓȴǩȣɻࡪ o ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻࡱ

ࡦ #ȴʞȣƌ ʉǞƟ ǇȴʞɫʉǞ ȝȴȝƟȣʉࡩ

E
[
(o− E[o])ࠁ

]
= E

⎡

⎣
( ߽∑߽߾

Ǧ=߾
oǦ − ߽ࠂ

⎤ࠁ(

⎦ =
∑

Ǧ,Ǻ,Ȃ,ℓ
ƀǦǺȂℓE[oǦoǺoȂoℓ] = ࠂ.߿ࠃࠅ߾

ʿǞƟɫƟ oǦ = ߾ ǩǇ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠ Ǧ ǩɻ ǞƟŒƌɻ Œȣƌ ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ üǞƟȣ Œɠɠȋˈ
ɻȴȝƟ ȝƟɻɻˈ ƁŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣɻࡱࡱࡱ

ࡦ �ɠɠȋˈ `ȴʞɫʉǞ �ȴȝƟȣʉ #ȴʞȣƌࡩ ßɫ (|o− E[o]| ≥ ʂ) ≤ ࠂ.߿ࠃࠅ߾
ʂࠁ .

ࠁ߾



ϫͮͩ͞ϫ̺Ϙ ̜ΧϺΗ̭ϡ

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠂ߿.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠂ߿ࠃ߽.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠁ߽.

ʂǛࠁ �ȴȝƟȣʉࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠃࠅ߾.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠃ߾߾߽.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠀ߿߽߽.

xȣ æƟŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ = ࠁࠅ߿߽.߽
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ = ࠆࠀ߽߽߽߽.

ßɫ(o ≥ (߽ࠅ < ࠆ−߽߾
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ࡦ īǞˈ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁࡲ ßɫ (|Ĳ− E[Ĳ]| > ʂ) = ßɫ (ǅ (|Ĳ− E[Ĳ]|) > ǅ(ʂ))ࡱ

oࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ǞƟŒƌɻ ǩȣ ߽߽߾ ɫŒȣƌȴȝ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠɻࡱ E[o] = ࡱ߽ࠂ
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ࡦ ĳƟɻ üȴ Œ ɠȴǩȣʉࡱ
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ɻȴȝƟ Ȃࡱ +Œȣ Œɠɠȋˈ ʉȴ Œȣˈ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ (|Ĳ− E[Ĳ]|)ࡱ

ࡦ īǞˈ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁࡲ ßɫ (|Ĳ− E[Ĳ]| > ʂ) = ßɫ (ǅ (|Ĳ− E[Ĳ]|) > ǅ(ʂ))ࡱ

oࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ǞƟŒƌɻ ǩȣ ߽߽߾ ɫŒȣƌȴȝ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠɻࡱ E[o] = ࡱ߽ࠂ
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ɻȴȝƟ Ȃࡱ +Œȣ Œɠɠȋˈ ʉȴ Œȣˈ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ (|Ĳ− E[Ĳ]|)ࡱ

ࡦ īǞˈ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁࡲ

ßɫ (|Ĳ− E[Ĳ]| > ʂ) = ßɫ (ǅ (|Ĳ− E[Ĳ]|) > ǅ(ʂ))ࡱ
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ࡦ īǞˈ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁࡲ ßɫ (|Ĳ− E[Ĳ]| > ʂ) = ßɫ (ǅ (|Ĳ− E[Ĳ]|) > ǅ(ʂ))ࡱ

oࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ǞƟŒƌɻ ǩȣ ߽߽߾ ɫŒȣƌȴȝ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠɻࡱ E[o] = ࡱ߽ࠂ
ࠂ߾



̺РϑΧΗ̺Ηϫͮ˺Ή ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭ϡ

�ȴȝƟȣʉ cƟȣƟɫŒʉǩȣǊ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

�ʂ(Ĳ) = Ɲʂ·(Ĳ−E[Ĳ])

=
∞∑

Ȃ=߽

ʂȂ(Ĳ− E[Ĳ])Ȃ
Ȃ!

ࡦ �ʂ(Ĳ) ǩɻ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡱ߽
ࡦ īƟǩǊǞʉƟƌ ɻʞȝ ȴǇ Œȋȋ ȝȴȝƟȣʉɻࡪ ʿǩʉǞ ʂ ƁȴȣʉɫȴȋȋǩȣǊ Ǟȴʿ ɻȋȴʿȋˈ
ʉǞƟ ʿƟǩǊǞʉɻ ǇŒȋȋ ȴǇǇ ȋŒɫǊƟɫࢍ ʂ ऑ ɻȋȴʿƟɫ ǇŒȋȋȴǇǇࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻǩȣǊ ʂ ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ȋƟʉɻ ȴȣƟ ɠɫȴʻƟ Œ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻƟɫˈ
ɠȴʿƟɫǇʞȋ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋࢍ ʉŒǩȋ
ŷȴʞȣƌɻࡱࢎ

ࡦ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ oȴƟǇǇƌǩȣǊࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ �˔ʞȝŒࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ #Ɵɫɫˈ࢙DɻɻƟƟȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇɻ ǩȣ ʉǞƟ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ

ࠃ߾
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ࡦ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ oȴƟǇǇƌǩȣǊࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ �˔ʞȝŒࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ #Ɵɫɫˈ࢙DɻɻƟƟȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇɻ ǩȣ ʉǞƟ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ

ࠃ߾
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̺РϑΧΗ̺Ηϫͮ˺Ή ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭ϡ

�ȴȝƟȣʉ cƟȣƟɫŒʉǩȣǊ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

�ʂ(Ĳ) = Ɲʂ·(Ĳ−E[Ĳ]) =
∞∑

Ȃ=߽

ʂȂ(Ĳ− E[Ĳ])Ȃ
Ȃ!

ࡦ �ʂ(Ĳ) ǩɻ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡱ߽

ࡦ īƟǩǊǞʉƟƌ ɻʞȝ ȴǇ Œȋȋ ȝȴȝƟȣʉɻࡪ ʿǩʉǞ ʂ ƁȴȣʉɫȴȋȋǩȣǊ Ǟȴʿ ɻȋȴʿȋˈ
ʉǞƟ ʿƟǩǊǞʉɻ ǇŒȋȋ ȴǇǇ ȋŒɫǊƟɫࢍ ʂ ऑ ɻȋȴʿƟɫ ǇŒȋȋȴǇǇࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻǩȣǊ ʂ ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ȋƟʉɻ ȴȣƟ ɠɫȴʻƟ Œ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻƟɫˈ
ɠȴʿƟɫǇʞȋ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋࢍ ʉŒǩȋ
ŷȴʞȣƌɻࡱࢎ

ࡦ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ oȴƟǇǇƌǩȣǊࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ �˔ʞȝŒࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ #Ɵɫɫˈ࢙DɻɻƟƟȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇɻ ǩȣ ʉǞƟ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ

ࠃ߾
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�ȴȝƟȣʉ cƟȣƟɫŒʉǩȣǊ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

�ʂ(Ĳ) = Ɲʂ·(Ĳ−E[Ĳ]) =
∞∑

Ȃ=߽

ʂȂ(Ĳ− E[Ĳ])Ȃ
Ȃ!

ࡦ �ʂ(Ĳ) ǩɻ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡱ߽
ࡦ īƟǩǊǞʉƟƌ ɻʞȝ ȴǇ Œȋȋ ȝȴȝƟȣʉɻࡪ ʿǩʉǞ ʂ ƁȴȣʉɫȴȋȋǩȣǊ Ǟȴʿ ɻȋȴʿȋˈ
ʉǞƟ ʿƟǩǊǞʉɻ ǇŒȋȋ ȴǇǇ ȋŒɫǊƟɫࢍ ʂ ऑ ɻȋȴʿƟɫ ǇŒȋȋȴǇǇࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻǩȣǊ ʂ ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ȋƟʉɻ ȴȣƟ ɠɫȴʻƟ Œ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻƟɫˈ
ɠȴʿƟɫǇʞȋ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋࢍ ʉŒǩȋ
ŷȴʞȣƌɻࡱࢎ

ࡦ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ oȴƟǇǇƌǩȣǊࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ �˔ʞȝŒࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ #Ɵɫɫˈ࢙DɻɻƟƟȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇɻ ǩȣ ʉǞƟ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ
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�ȴȝƟȣʉ cƟȣƟɫŒʉǩȣǊ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

�ʂ(Ĳ) = Ɲʂ·(Ĳ−E[Ĳ]) =
∞∑

Ȃ=߽

ʂȂ(Ĳ− E[Ĳ])Ȃ
Ȃ!

ࡦ �ʂ(Ĳ) ǩɻ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡱ߽
ࡦ īƟǩǊǞʉƟƌ ɻʞȝ ȴǇ Œȋȋ ȝȴȝƟȣʉɻࡪ ʿǩʉǞ ʂ ƁȴȣʉɫȴȋȋǩȣǊ Ǟȴʿ ɻȋȴʿȋˈ
ʉǞƟ ʿƟǩǊǞʉɻ ǇŒȋȋ ȴǇǇ ȋŒɫǊƟɫࢍ ʂ ऑ ɻȋȴʿƟɫ ǇŒȋȋȴǇǇࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻǩȣǊ ʂ ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ȋƟʉɻ ȴȣƟ ɠɫȴʻƟ Œ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻƟɫˈ
ɠȴʿƟɫǇʞȋ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋࢍ ʉŒǩȋ
ŷȴʞȣƌɻࡱࢎ

ࡦ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ oȴƟǇǇƌǩȣǊࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ �˔ʞȝŒࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ #Ɵɫɫˈ࢙DɻɻƟƟȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇɻ ǩȣ ʉǞƟ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ
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̺РϑΧΗ̺Ηϫͮ˺Ή ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭ϡ

�ȴȝƟȣʉ cƟȣƟɫŒʉǩȣǊ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

�ʂ(Ĳ) = Ɲʂ·(Ĳ−E[Ĳ]) =
∞∑

Ȃ=߽

ʂȂ(Ĳ− E[Ĳ])Ȃ
Ȃ!

ࡦ �ʂ(Ĳ) ǩɻ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡱ߽
ࡦ īƟǩǊǞʉƟƌ ɻʞȝ ȴǇ Œȋȋ ȝȴȝƟȣʉɻࡪ ʿǩʉǞ ʂ ƁȴȣʉɫȴȋȋǩȣǊ Ǟȴʿ ɻȋȴʿȋˈ
ʉǞƟ ʿƟǩǊǞʉɻ ǇŒȋȋ ȴǇǇ ȋŒɫǊƟɫࢍ ʂ ऑ ɻȋȴʿƟɫ ǇŒȋȋȴǇǇࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻǩȣǊ ʂ ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ȋƟʉɻ ȴȣƟ ɠɫȴʻƟ Œ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻƟɫˈ
ɠȴʿƟɫǇʞȋ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋࢍ ʉŒǩȋ
ŷȴʞȣƌɻࡱࢎ

ࡦ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ oȴƟǇǇƌǩȣǊࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ �˔ʞȝŒࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ #Ɵɫɫˈ࢙DɻɻƟƟȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇɻ ǩȣ ʉǞƟ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ
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̺РϑΧΗ̺Ηϫͮ˺Ή ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ ̜ΧϺΗ̭ϡ

�ȴȝƟȣʉ cƟȣƟɫŒʉǩȣǊ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

�ʂ(Ĳ) = Ɲʂ·(Ĳ−E[Ĳ]) =
∞∑

Ȃ=߽

ʂȂ(Ĳ− E[Ĳ])Ȃ
Ȃ!

ࡦ �ʂ(Ĳ) ǩɻ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁ Ǉȴɫ Œȣˈ ʂ > ࡱ߽
ࡦ īƟǩǊǞʉƟƌ ɻʞȝ ȴǇ Œȋȋ ȝȴȝƟȣʉɻࡪ ʿǩʉǞ ʂ ƁȴȣʉɫȴȋȋǩȣǊ Ǟȴʿ ɻȋȴʿȋˈ
ʉǞƟ ʿƟǩǊǞʉɻ ǇŒȋȋ ȴǇǇ ȋŒɫǊƟɫࢍ ʂ ऑ ɻȋȴʿƟɫ ǇŒȋȋȴǇǇࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻǩȣǊ ʂ ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ȋƟʉɻ ȴȣƟ ɠɫȴʻƟ Œ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻƟɫˈ
ɠȴʿƟɫǇʞȋ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋࢍ ʉŒǩȋ
ŷȴʞȣƌɻࡱࢎ

ࡦ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡪ oȴƟǇǇƌǩȣǊࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ �˔ʞȝŒࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ #Ɵɫɫˈ࢙DɻɻƟƟȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ȣȴʉ ƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇɻ ǩȣ ʉǞƟ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ
ࠃ߾



̜̺ϘΗϡϫ̺ͮΗ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ Œȋȋ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱ[�,�−] �Ɵʉ µ = E[

∑Ƞ
Ǧ=߾ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ =

ĨŒɫ[
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ] =
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĨŒɫ[ĲǦ]ࡱ `ȴɫ Œȣˈ ʂ ≥ ࡩ߽

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ʂ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
− ʂ߿
߿σ߿ + ࠁ

�ʂࠀ

)
.

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ � = ߾ Œȣƌ ɠȋʞǊ ǩȣ ʂ = ɵ · σ Ǉȴɫ ɵ ≤ σࡱ

+ȴȝɠŒɫƟ ʉȴ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ ßɫ
(∣∣∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ − µ
∣∣≥ ɵσ

)
≤ ߾

ɵ߿ ࡱ

ࡦ �ȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ɻʉɫȴȣǊƟɫ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ɵ

ࠄ߾
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̜̺ϘΗϡϫ̺ͮΗ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ Œȋȋ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱ[�,�−] �Ɵʉ µ = E[

∑Ƞ
Ǧ=߾ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ =

ĨŒɫ[
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ] =
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĨŒɫ[ĲǦ]ࡱ `ȴɫ Œȣˈ ʂ ≥ ࡩ߽

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ʂ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
− ʂ߿
߿σ߿ + ࠁ

�ʂࠀ

)
.

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ � = ߾ Œȣƌ ɠȋʞǊ ǩȣ ʂ = ɵ · σ Ǉȴɫ ɵ ≤ σࡱ

+ȴȝɠŒɫƟ ʉȴ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ ßɫ
(∣∣∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ − µ
∣∣≥ ɵσ

)
≤ ߾

ɵ߿ ࡱ

ࡦ �ȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ɻʉɫȴȣǊƟɫ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ɵ
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̜̺ϘΗϡϫ̺ͮΗ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ Œȋȋ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱࢂ߾ࡪ߾࢙ࢁ �Ɵʉ µ = E[

∑Ƞ
Ǧ=߾ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ =

ĨŒɫ[
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ] =
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĨŒɫ[ĲǦ]ࡱ `ȴɫ Œȣˈ ɵ ≥ ࡩ߽

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ɵσ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ɵ

߿

ࠁ

)
.

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ � = ߾ Œȣƌ ɠȋʞǊ ǩȣ ʂ = ɵ · σ Ǉȴɫ ɵ ≤ σࡱ

+ȴȝɠŒɫƟ ʉȴ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ ßɫ
(∣∣∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ − µ
∣∣≥ ɵσ

)
≤ ߾

ɵ߿ ࡱ

ࡦ �ȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ɻʉɫȴȣǊƟɫ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ɵ
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̜̺ϘΗϡϫ̺ͮΗ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ Œȋȋ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱࢂ߾ࡪ߾࢙ࢁ �Ɵʉ µ = E[

∑Ƞ
Ǧ=߾ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ =

ĨŒɫ[
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ] =
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĨŒɫ[ĲǦ]ࡱ `ȴɫ Œȣˈ ɵ ≥ ࡩ߽

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ɵσ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ɵ

߿

ࠁ

)
.

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ � = ߾ Œȣƌ ɠȋʞǊ ǩȣ ʂ = ɵ · σ Ǉȴɫ ɵ ≤ σࡱ

+ȴȝɠŒɫƟ ʉȴ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ ßɫ
(∣∣∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ − µ
∣∣≥ ɵσ

)
≤ ߾

ɵ߿ ࡱ

ࡦ �ȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ɻʉɫȴȣǊƟɫ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ɵ

ࠄ߾



̜̺ϘΗϡϫ̺ͮΗ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ Œȋȋ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱࢂ߾ࡪ߾࢙ࢁ �Ɵʉ µ = E[

∑Ƞ
Ǧ=߾ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ =

ĨŒɫ[
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ] =
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĨŒɫ[ĲǦ]ࡱ `ȴɫ Œȣˈ ɵ ≥ ࡩ߽

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ɵσ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ɵ

߿

ࠁ

)
.

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ � = ߾ Œȣƌ ɠȋʞǊ ǩȣ ʂ = ɵ · σ Ǉȴɫ ɵ ≤ σࡱ

+ȴȝɠŒɫƟ ʉȴ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ ßɫ
(∣∣∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ − µ
∣∣≥ ɵσ

)
≤ ߾

ɵ߿ ࡱ

ࡦ �ȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ɻʉɫȴȣǊƟɫ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ɵ

ࠄ߾



̤ΧΓϑ˺ϘͮϡͮΧΗ ϫΧ ̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ŒǊŒǩȣ ŷȴʞȣƌǩȣǊ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻ o ǩȣ Ƞ = ߽߽߾
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠɻࡱ

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠂ߿.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠂ߿ࠃ߽.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠁ߽.

#ƟɫȣɻʉƟǩȣࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠂ߾.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠃࠅ߽߽߽.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠄ−ࠀ

xȣ æƟŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ = ࠁࠅ߿߽.߽
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ = ࠆࠀ߽߽߽߽.

ßɫ(o ≥ (߽ࠅ < ࠆ−߽߾

cƟʉʉǩȣǊ ȝʞƁǞ ƁȋȴɻƟɫ ʉȴ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

oࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ǞƟŒƌɻ ǩȣ ߽߽߾ ɫŒȣƌȴȝ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠɻࡱ E[o] = ࡱ߽ࠂ

ࠅ߾



̤ΧΓϑ˺ϘͮϡͮΧΗ ϫΧ ̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ŒǊŒǩȣ ŷȴʞȣƌǩȣǊ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǞƟŒƌɻ o ǩȣ Ƞ = ߽߽߾
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠɻࡱ

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠂ߿.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠂ߿ࠃ߽.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠁ߽.

#ƟɫȣɻʉƟǩȣࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ ≤ ࠂ߾.
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ ≤ ࠃࠅ߽߽߽.
ßɫ(o ≥ (߽ࠅ ≤ ࠄ−ࠀ

xȣ æƟŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(o ≥ (߽ࠃ = ࠁࠅ߿߽.߽
ßɫ(o ≥ (߽ࠄ = ࠆࠀ߽߽߽߽.

ßɫ(o ≥ (߽ࠅ < ࠆ−߽߾

cƟʉʉǩȣǊ ȝʞƁǞ ƁȋȴɻƟɫ ʉȴ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

oࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ǞƟŒƌɻ ǩȣ ߽߽߾ ɫŒȣƌȴȝ Ɓȴǩȣ ˩ǩɠɻࡱ E[o] = ࡱ߽ࠂ

ࠅ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ˺ϡ ˺ ̤̺ΗϫϘ˺Ή ΉͮΓͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱࢂ߾ࡪ߾࢙ࢁ �Ɵʉ µ = E[

∑ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ = ĨŒɫ[
∑ ĲǦ]ࡱ

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ɵσ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ɵ

߿

ࠁ

)
.

+Œȣ ɠȋȴʉ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɵࡩ

�ȴȴȅɻ Œ ȋȴʉ ȋǩȅƟ Œ cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

N (߽,σ߿) ǞŒɻ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ˀ) = √߾
߿πσ߿ · Ɲ

− ˀ߿
߿σ߿ ࡱ

ࠆ߾

-



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ˺ϡ ˺ ̤̺ΗϫϘ˺Ή ΉͮΓͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱࢂ߾ࡪ߾࢙ࢁ �Ɵʉ µ = E[

∑ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ = ĨŒɫ[
∑ ĲǦ]ࡱ

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ɵσ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ɵ

߿

ࠁ

)
.

+Œȣ ɠȋȴʉ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɵࡩ

�ȴȴȅɻ Œ ȋȴʉ ȋǩȅƟ Œ cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

N (߽,σ߿) ǞŒɻ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ˀ) = √߾
߿πσ߿ · Ɲ

− ˀ߿
߿σ߿ ࡱ

ࠆ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ˺ϡ ˺ ̤̺ΗϫϘ˺Ή ΉͮΓͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱࢂ߾ࡪ߾࢙ࢁ �Ɵʉ µ = E[

∑ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ = ĨŒɫ[
∑ ĲǦ]ࡱ

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ɵσ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ɵ

߿

ࠁ

)
.

+Œȣ ɠȋȴʉ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɵࡩ

�ȴȴȅɻ Œ ȋȴʉ ȋǩȅƟ Œ cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

N (߽,σ߿) ǞŒɻ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ˀ) = √߾
߿πσ߿ · Ɲ

− ˀ߿
߿σ߿ ࡱ

ࠆ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ˺ϡ ˺ ̤̺ΗϫϘ˺Ή ΉͮΓͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱࢂ߾ࡪ߾࢙ࢁ �Ɵʉ µ = E[

∑ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ = ĨŒɫ[
∑ ĲǦ]ࡱ

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ɵσ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ɵ

߿

ࠁ

)
.

+Œȣ ɠȋȴʉ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɵࡩ

�ȴȴȅɻ Œ ȋȴʉ ȋǩȅƟ Œ cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

N (߽,σ߿) ǞŒɻ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ˀ) = √߾
߿πσ߿ · Ɲ

− ˀ߿
߿σ߿ ࡱ

ࠆ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ˺ϡ ˺ ̤̺ΗϫϘ˺Ή ΉͮΓͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱࢂ߾ࡪ߾࢙ࢁ �Ɵʉ µ = E[

∑ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ = ĨŒɫ[
∑ ĲǦ]ࡱ

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ɵσ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ɵ

߿

ࠁ

)
.

+Œȣ ɠȋȴʉ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɵࡩ

�ȴȴȅɻ Œ ȋȴʉ ȋǩȅƟ Œ cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

N (߽,σ߿) ǞŒɻ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ˀ) = √߾
߿πσ߿ · Ɲ

− ˀ߿
߿σ߿ ࡱ

-ࠆ߾
s



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ˺ϡ ˺ ̤̺ΗϫϘ˺Ή ΉͮΓͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

#ƟɫȣɻʉƟǩȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ĳ߾, . . . , ĲȠ ǇŒȋȋǩȣǊ ǩȣ ࡱࢂ߾ࡪ߾࢙ࢁ �Ɵʉ µ = E[

∑ ĲǦ] Œȣƌ σ߿ = ĨŒɫ[
∑ ĲǦ]ࡱ

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ ɵσ
)

≤ ߿ Ɵˇɠ
(
−ɵ

߿

ࠁ

)
.

+Œȣ ɠȋȴʉ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɵࡩ

�ȴȴȅɻ Œ ȋȴʉ ȋǩȅƟ Œ cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

N (߽,σ߿) ǞŒɻ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ˀ) = √߾
߿πσ߿ · Ɲ

− ˀ߿
߿σ߿ ࡱ

ࠆ߾



͞˺Ϻϡϡͮ˺Η ϫ˺ͮΉϡ

N (߽,σ߿) ǞŒɻ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ˀ) = √߾
߿πσ߿ · Ɲ

− ˀ߿
߿σ߿ ࡱ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ċɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Ĳ ∼ N (߽,σ߿)ࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ɵ ≥ ࡪ߽

ßɫ (|Ĳ| ≥ ɵ · σ) ≤ (߾)® · Ɲ− ɵ߿
߿ .

DɻɻƟȣʉǩŒȋȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŷȴʞȣƌ ʉǞŒʉ #ƟɫȣɻʉƟǩȣࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ǊǩʻƟɻ

+ƟȣʉɫŒȋ �ǩȝǩʉ üǞƟȴɫƟȝ xȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ #ƟɫȣɻʉƟǩȣࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ǊǩʻƟɻ Œ
ɧʞŒȣʉǩʉŒʉǩʻƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ +�üࡱ üǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ
ŶȰʗȠƊƝƊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ʿǩʉǞ
Œ cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

߽߿



͞˺Ϻϡϡͮ˺Η ϫ˺ͮΉϡ

N (߽,σ߿) ǞŒɻ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ˀ) = √߾
߿πσ߿ · Ɲ

− ˀ߿
߿σ߿ ࡱ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ċɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Ĳ ∼ N (߽,σ߿)ࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ɵ ≥ ࡪ߽

ßɫ (|Ĳ| ≥ ɵ · σ) ≤ (߾)® · Ɲ− ɵ߿
߿ .

DɻɻƟȣʉǩŒȋȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŷȴʞȣƌ ʉǞŒʉ #ƟɫȣɻʉƟǩȣࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ǊǩʻƟɻ

+ƟȣʉɫŒȋ �ǩȝǩʉ üǞƟȴɫƟȝ xȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ #ƟɫȣɻʉƟǩȣࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ǊǩʻƟɻ Œ
ɧʞŒȣʉǩʉŒʉǩʻƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ +�üࡱ üǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ
ŶȰʗȠƊƝƊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ʿǩʉǞ
Œ cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

߽߿

- g z
e 1 4



͞˺Ϻϡϡͮ˺Η ϫ˺ͮΉϡ

N (߽,σ߿) ǞŒɻ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ˀ) = √߾
߿πσ߿ · Ɲ

− ˀ߿
߿σ߿ ࡱ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ċɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Ĳ ∼ N (߽,σ߿)ࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ɵ ≥ ࡪ߽

ßɫ (|Ĳ| ≥ ɵ · σ) ≤ (߾)® · Ɲ− ɵ߿
߿ .

DɻɻƟȣʉǩŒȋȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŷȴʞȣƌ ʉǞŒʉ #ƟɫȣɻʉƟǩȣࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ǊǩʻƟɻ

+ƟȣʉɫŒȋ �ǩȝǩʉ üǞƟȴɫƟȝ xȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ #ƟɫȣɻʉƟǩȣࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ǊǩʻƟɻ Œ
ɧʞŒȣʉǩʉŒʉǩʻƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ +�üࡱ üǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ
ŶȰʗȠƊƝƊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ʿǩʉǞ
Œ cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

߽߿



͞˺Ϻϡϡͮ˺Η ϫ˺ͮΉϡ

N (߽,σ߿) ǞŒɻ ƌƟȣɻǩʉˈ ɛ(ˀ) = √߾
߿πσ߿ · Ɲ

− ˀ߿
߿σ߿ ࡱ

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ċɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Ĳ ∼ N (߽,σ߿)ࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ɵ ≥ ࡪ߽

ßɫ (|Ĳ| ≥ ɵ · σ) ≤ (߾)® · Ɲ− ɵ߿
߿ .

DɻɻƟȣʉǩŒȋȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŷȴʞȣƌ ʉǞŒʉ #ƟɫȣɻʉƟǩȣࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ǊǩʻƟɻ

+ƟȣʉɫŒȋ �ǩȝǩʉ üǞƟȴɫƟȝ xȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ #ƟɫȣɻʉƟǩȣࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ǊǩʻƟɻ Œ
ɧʞŒȣʉǩʉŒʉǩʻƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ +�üࡱ üǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ
ŶȰʗȠƊƝƊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ʞɠɠƟɫ ŷȴʞȣƌƟƌ ʿǩʉǞ
Œ cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

߽߿



̤̺ΗϫϘ˺Ή ΉͮΓͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

ðʉɫȴȣǊƟɫ +ƟȣʉɫŒȋ �ǩȝǩʉ üǞƟȴɫƟȝࡩ üǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ
Ƞ ŶȰʗȠƊƝƊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁȴȣʻƟɫǊƟɻ ʉȴ Œ
cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ Œɻ Ƞ ǊȴƟɻ ʉȴ ǩȣ˨ȣǩʉ ̍ࡱ

ࡦ īǞˈ ǩɻ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǩɻ ɻȴ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ
ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ࡪ�� ƟʉƁࡲࡱ

ࡦ �Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ
Œ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻȝŒȋȋ Œȣƌ ɫȴʞǊǞȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ
ƟǇǇƟƁʉɻࡱ üǞʞɻࡪ ʉǞƟǩɫ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȋȴȴȅɻ cŒʞɻɻǩŒȣ ŷˈ +�üࡱ

߾߿



̤̺ΗϫϘ˺Ή ΉͮΓͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

ðʉɫȴȣǊƟɫ +ƟȣʉɫŒȋ �ǩȝǩʉ üǞƟȴɫƟȝࡩ üǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ
Ƞ ŶȰʗȠƊƝƊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁȴȣʻƟɫǊƟɻ ʉȴ Œ
cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ Œɻ Ƞ ǊȴƟɻ ʉȴ ǩȣ˨ȣǩʉ ̍ࡱ

ࡦ īǞˈ ǩɻ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǩɻ ɻȴ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ
ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ࡪ�� ƟʉƁࡲࡱ

ࡦ �Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ
Œ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻȝŒȋȋ Œȣƌ ɫȴʞǊǞȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ
ƟǇǇƟƁʉɻࡱ üǞʞɻࡪ ʉǞƟǩɫ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȋȴȴȅɻ cŒʞɻɻǩŒȣ ŷˈ +�üࡱ

߾߿



̤̺ΗϫϘ˺Ή ΉͮΓͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

ðʉɫȴȣǊƟɫ +ƟȣʉɫŒȋ �ǩȝǩʉ üǞƟȴɫƟȝࡩ üǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ
Ƞ ŶȰʗȠƊƝƊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁȴȣʻƟɫǊƟɻ ʉȴ Œ
cŒʞɻɻǩŒȣ ࢎȣȴɫȝŒȋࢍ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ Œɻ Ƞ ǊȴƟɻ ʉȴ ǩȣ˨ȣǩʉ ̍ࡱ

ࡦ īǞˈ ǩɻ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǩɻ ɻȴ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ
ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ࡪ�� ƟʉƁࡲࡱ

ࡦ �Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ
Œ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻȝŒȋȋ Œȣƌ ɫȴʞǊǞȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ
ƟǇǇƟƁʉɻࡱ üǞʞɻࡪ ʉǞƟǩɫ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȋȴȴȅɻ cŒʞɻɻǩŒȣ ŷˈ +�üࡱ

߾߿



ϫ̺ͩ ̤̺ͩϘΗΧ͘͘ ̜ΧϺΗ̭

� ʞɻƟǇʞȋ ʻŒɫǩŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ #ƟɫȣɻʉƟǩȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ŷǩȣŒɫˈ
ࢎǩȣƌǩƁŒʉȴɫࢍ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩɻࡩ

+ǞƟɫȣȴǇǇ #ȴʞȣƌ ɻǩȝɠȋǩ˨Ɵƌࢍ ʻƟɫɻǩȴȣࡩࢎ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʉŒȅǩȣǊ ʻŒȋʞƟɻ ǩȣ {߽, ࡱ{߾ �Ɵʉ µ =

E[
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ]ࡱ `ȴɫ Œȣˈ δ ≥ ߽

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ δµ

)
≤ ߿ Ɵˇɠ

(
− δ߿µ

+߿ δ

)
.

�ɻ δ ǊƟʉɻ ȋŒɫǊƟɫ Œȣƌ ȋŒɫǊƟɫࡪ ʉǞƟ ŷȴʞȣƌ ǇŒȋȋɻ ȴǇ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ǇŒɻʉࡱ

߿߿



ϫ̺ͩ ̤̺ͩϘΗΧ͘͘ ̜ΧϺΗ̭

� ʞɻƟǇʞȋ ʻŒɫǩŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ #ƟɫȣɻʉƟǩȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ŷǩȣŒɫˈ
ࢎǩȣƌǩƁŒʉȴɫࢍ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩɻࡩ

+ǞƟɫȣȴǇǇ #ȴʞȣƌ ɻǩȝɠȋǩ˨Ɵƌࢍ ʻƟɫɻǩȴȣࡩࢎ +ȴȣɻǩƌƟɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʉŒȅǩȣǊ ʻŒȋʞƟɻ ǩȣ {߽, ࡱ{߾ �Ɵʉ µ =

E[
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ]ࡱ `ȴɫ Œȣˈ δ ≥ ߽

ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ − µ

∣∣∣∣∣≥ δµ

)
≤ ߿ Ɵˇɠ

(
− δ߿µ

+߿ δ

)
.

�ɻ δ ǊƟʉɻ ȋŒɫǊƟɫ Œȣƌ ȋŒɫǊƟɫࡪ ʉǞƟ ŷȴʞȣƌ ǇŒȋȋɻ ȴǇ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ǇŒɻʉࡱ

߿߿



Ϙ̺ϫϺϘΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

īƟ ǞŒɻǞ Ț ʻŒȋʞƟɻ ˀ߾, . . . , ˀȚ ʞɻǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ
Œ ʉŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ƞ = Ț ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࡦ xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ [Ț] Œȣƌ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡪ ßɫ(Ǟ(ˀ) = Ǧ) = ߾
Ț Œȣƌ ǞŒɻǞ

ʻŒȋʞƟɻ ŒɫƟ ƁǞȴɻƟȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ̍ࡱ

īǞŒʉ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ ǩȣʉȴ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣࡲ

®(Ƞ) ®(ȋȴǊȠ) ®(
√
Ƞ) (Ƞ/߾)®

ࠀ߿



Ϙ̺ϫϺϘΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

īƟ ǞŒɻǞ Ț ʻŒȋʞƟɻ ˀ߾, . . . , ˀȚ ʞɻǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ
Œ ʉŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ƞ = Ț ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࡦ xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ [Ț] Œȣƌ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡪ ßɫ(Ǟ(ˀ) = Ǧ) = ߾
Ț Œȣƌ ǞŒɻǞ

ʻŒȋʞƟɻ ŒɫƟ ƁǞȴɻƟȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ̍ࡱ

īǞŒʉ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ ǩȣʉȴ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣࡲ

®(Ƞ) ®(ȋȴǊȠ) ®(
√
Ƞ) (Ƞ/߾)®

ࠀ߿

[ I
x p



Ϙ̺ϫϺϘΗ ϫΧ Ϙ˺Η̭ΧΓ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

īƟ ǞŒɻǞ Ț ʻŒȋʞƟɻ ˀ߾, . . . , ˀȚ ʞɻǩȣǊ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ
Œ ʉŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ƞ = Ț ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࡦ xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ [Ț] Œȣƌ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡪ ßɫ(Ǟ(ˀ) = Ǧ) = ߾
Ț Œȣƌ ǞŒɻǞ

ʻŒȋʞƟɻ ŒɫƟ ƁǞȴɻƟȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋ ̍ࡱ

īǞŒʉ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ ǩȣʉȴ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣࡲ

®(Ƞ) ®(ȋȴǊȠ) ®(
√
Ƞ) (Ƞ/߾)®

Iࠀ߿ I - K



Γ˺РͮΓϺΓ ΉΧ˺̭ ͮΗ Ϙ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

īǞŒʉ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ ǩȣʉȴ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ȋȴƁŒʉǩȴȣࡲ ®(ȋȴǊȚ)

�Ɵʉ ðǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ ǩȣʉȴ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ Œȣƌ ðǦ,Ǻ ŷƟ ߾ ǩǇ ˀǺ
ǩɻ ǞŒɻǞƟƌ ǩȣʉȴ ŷʞƁȅƟʉ Ǧ Ǟ(ˀǺ)ࢍ = Ǧࢎ Œȣƌ ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

E[ðǦ] =
Ț∑

Ǻ=߾
E[ðǦ,Ǻ] = Ț · Ț߾ = ߾

= µ.

#ˈ ʉǞƟ +ǞƟɫȣȴǇǇ #ȴʞȣƌࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ δ ≥ ࡪ߽

ßɫ(ðǦ ≥ +߾ δ) ≤ ßɫ
(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ðǦ,Ǻ − ߾

∣∣∣∣∣≥ δ

)
≤ ߿ Ɵˇɠ

(
− δ߿

+߿ δ

)

Țࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ Œȣƌ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟࡱ ˀ߾, . . . , ˀȚ ࡩ ʉǞƟ ǩʉƟȝɻࡱ
Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ˀ߾, . . . , ˀȚ → [Ț]ࡱ

ࠁ߿

n o n



Γ˺РͮΓϺΓ ΉΧ˺̭ ͮΗ Ϙ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

īǞŒʉ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ ǩȣʉȴ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ȋȴƁŒʉǩȴȣࡲ ®(ȋȴǊȚ)

�Ɵʉ ðǦ ŷƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞƟƌ ǩȣʉȴ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ Œȣƌ ðǦ,Ǻ ŷƟ ߾ ǩǇ ˀǺ
ǩɻ ǞŒɻǞƟƌ ǩȣʉȴ ŷʞƁȅƟʉ Ǧ Ǟ(ˀǺ)ࢍ = Ǧࢎ Œȣƌ ߽ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

E[ðǦ] =
Ț∑

Ǻ=߾
E[ðǦ,Ǻ] = Ț · Ț߾ = ߾

= µ.

#ˈ ʉǞƟ +ǞƟɫȣȴǇǇ #ȴʞȣƌࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ δ ≥ ࡪ߽
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(∣∣∣∣∣

Ƞ∑

Ǧ=߾
ðǦ,Ǻ − ߾
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Γ˺РͮΓϺΓ ΉΧ˺̭ ͮΗ Ϙ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

ċɠɻǞȴʉࡩ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ǞŒɻǞ Ț ǩʉƟȝɻ ǩȣʉȴ Œ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț
ƟȣʉɫǩƟɻ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȋȴŒƌ ɠƟɫ ŷʞƁȅƟʉ ǩɻ ®(ȋȴǊȚ) ʿǩʉǞ ʻƟɫˈ
ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ ðȴࡪ ƟʻƟȣ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ʉǞƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ƟŒƁǞ
ŷʞƁȅƟʉࡪ ʿȴɫɻʉ ƁŒɻƟ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ǩɻ ®(ȋȴǊȚ)ࡱ

ࡦ ċɻǩȣǊ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ɓȴʞȋƌ ȴȣȋˈ ɻǞȴʿ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ
ȋȴŒƌ ǩɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ®(

√
Ț) ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ üǞƟ +ǞƟŷˈɻǞƟʻ ŷȴʞȣƌ Ǟȴȋƌɻ ƟʻƟȣ ʿǩʉǞ Œ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ üǞƟ ɻʉɫȴȣǊƟɫ +ǞƟɫȣȴǇǇ࢙ŷŒɻƟƌ
ŷȴʞȣƌ ƁŒȣ ŷƟ ɻǞȴʿȣ ʉȴ Ǟȴȋƌ ʿǩʉǞ Œ Ȃ࢙ʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Ȃ = ®(ȋȴǊȚ)ࡱ

ࠃ߿



Γ˺РͮΓϺΓ ΉΧ˺̭ ͮΗ Ϙ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ ͩ˺ϡͩͮΗ͞
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ࡦ ðȴࡪ ƟʻƟȣ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ʉǞƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ƟŒƁǞ
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ࡦ ċɻǩȣǊ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ɓȴʞȋƌ ȴȣȋˈ ɻǞȴʿ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ
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ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ üǞƟ ɻʉɫȴȣǊƟɫ +ǞƟɫȣȴǇǇ࢙ŷŒɻƟƌ
ŷȴʞȣƌ ƁŒȣ ŷƟ ɻǞȴʿȣ ʉȴ Ǟȴȋƌ ʿǩʉǞ Œ Ȃ࢙ʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Ȃ = ®(ȋȴǊȚ)ࡱ
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Γ˺РͮΓϺΓ ΉΧ˺̭ ͮΗ Ϙ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

ċɠɻǞȴʉࡩ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ǞŒɻǞ Ț ǩʉƟȝɻ ǩȣʉȴ Œ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț
ƟȣʉɫǩƟɻ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȋȴŒƌ ɠƟɫ ŷʞƁȅƟʉ ǩɻ ®(ȋȴǊȚ) ʿǩʉǞ ʻƟɫˈ
ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ ðȴࡪ ƟʻƟȣ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ʉǞƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ƟŒƁǞ
ŷʞƁȅƟʉࡪ ʿȴɫɻʉ ƁŒɻƟ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ǩɻ ®(ȋȴǊȚ)ࡱ

ࡦ ċɻǩȣǊ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ɓȴʞȋƌ ȴȣȋˈ ɻǞȴʿ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ
ȋȴŒƌ ǩɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ®(

√
Ț) ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ üǞƟ +ǞƟŷˈɻǞƟʻ ŷȴʞȣƌ Ǟȴȋƌɻ ƟʻƟȣ ʿǩʉǞ Œ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ üǞƟ ɻʉɫȴȣǊƟɫ +ǞƟɫȣȴǇǇ࢙ŷŒɻƟƌ
ŷȴʞȣƌ ƁŒȣ ŷƟ ɻǞȴʿȣ ʉȴ Ǟȴȋƌ ʿǩʉǞ Œ Ȃ࢙ʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Ȃ = ®(ȋȴǊȚ)ࡱ
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Γ˺РͮΓϺΓ ΉΧ˺̭ ͮΗ Ϙ˺Η̭ΧΓͮЬ̺̭ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

ċɠɻǞȴʉࡩ xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ǞŒɻǞ Ț ǩʉƟȝɻ ǩȣʉȴ Œ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț
ƟȣʉɫǩƟɻ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȋȴŒƌ ɠƟɫ ŷʞƁȅƟʉ ǩɻ ®(ȋȴǊȚ) ʿǩʉǞ ʻƟɫˈ
ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ ðȴࡪ ƟʻƟȣ ʿǩʉǞ Œ ɻǩȝɠȋƟ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ʉǞƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ƟŒƁǞ
ŷʞƁȅƟʉࡪ ʿȴɫɻʉ ƁŒɻƟ ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ǩɻ ®(ȋȴǊȚ)ࡱ

ࡦ ċɻǩȣǊ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ɓȴʞȋƌ ȴȣȋˈ ɻǞȴʿ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ
ȋȴŒƌ ǩɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ®(

√
Ț) ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ üǞƟ +ǞƟŷˈɻǞƟʻ ŷȴʞȣƌ Ǟȴȋƌɻ ƟʻƟȣ ʿǩʉǞ Œ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ üǞƟ ɻʉɫȴȣǊƟɫ +ǞƟɫȣȴǇǇ࢙ŷŒɻƟƌ
ŷȴʞȣƌ ƁŒȣ ŷƟ ɻǞȴʿȣ ʉȴ Ǟȴȋƌ ʿǩʉǞ Œ Ȃ࢙ʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Ȃ = ®(ȋȴǊȚ)ࡱ
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äʞƟɻʉǩȴȣɻࡲ
üǞǩɻ ƁȴȣƁȋʞƌƟɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɫƟʻǩƟʿࡷƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻࡱ
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