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ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠁ ȴȣ ðɠƟƁʉɫŒȋ �ƟʉǞȴƌɻࡷ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ƌʞƟ
īƟƌȣƟɻƌŒˈ ࡱࠆ߿ࡷࠁ +Œȣ ɻʞŷȝǩʉ ʞȣʉǩȋ ðʞȣƌŒˈ ࠀࡷࠂ Œʉ ࡱɠȝࠅ

ࡦ ðǞȴɫʉƟɫ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ࡱࠀ x ȝŒˈ ŒɻɻǩǊȣ ɻȴȝƟ ŒƌƌǩʉǩȴȣŒȋ ƟˇʉɫŒ
ƁɫƟƌǩʉࡪ ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ʿǞŒʉ ʿƟ ƁȴʻƟɫ ǩȣ ʉǞƟ ȣƟˇʉ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ  �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻ Œȣƌ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ʉȴ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅɻࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ
ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣ Œɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ȝƟʉǞȴƌ
ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ  �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻ Œȣƌ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ʉȴ ɫŒȣƌȴȝ ʿŒȋȅɻࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ
ࡦ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣ Œɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ȝƟʉǞȴƌ
ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

߿



̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

cǩʻƟȣ ɻȴȝƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗⋆ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ⃗⋆) = ȝǩȣ
θ⃗∈RƊ

ǅ(θ⃗).

ࡦ üˈɠǩƁŒȋȋˈ ʞɠ ʉȴ ɻȴȝƟ ɻȝŒȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǇŒƁʉȴɫࡩ ǩࡱƟࡪࡱ ˨ȣƌ θ̂

ʿǩʉǞ ǅ(θ̂) = ȝǩȣθ⃗∈RƊ ǅ(θ⃗) + ϵ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ʞȣƌƟɫ ɻȴȝƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡩ
ࡦ ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡪ߾ ∥θ⃗∥߾ ≤ ࡱ߾
ࡦ �θ⃗ ≤ Ŷ⃗ࡪ θ⃗ó�θ⃗ ≥ ࡱ߽
ࡦ óθ⃗߾⃗ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ θ⃗(Ǧ) ≤ ƀࡱ
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ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ Ɲ⃗Ǧ ∈ RƊ ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǦʂǛ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ŷŒɻǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ
Ɲ⃗Ǧ = [߽, ߽, ,߾ ߽, ߽, . . . , ߽]︸ ︷︷ ︸

߾ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ

ࡱ

ßŒɫʉǩŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

∂ǅ
∂θ⃗(Ǧ)

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ · Ɲ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

3⃗ɹ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

ࠁ



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ Ɲ⃗Ǧ ∈ RƊ ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǦʂǛ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ŷŒɻǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ
Ɲ⃗Ǧ = [߽, ߽, ,߾ ߽, ߽, . . . , ߽]︸ ︷︷ ︸

߾ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ

ࡱ

ßŒɫʉǩŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

∂ǅ
∂θ⃗(Ǧ)

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ · Ɲ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

3⃗ɹ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

ࠁ
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ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ Ɲ⃗Ǧ ∈ RƊ ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǦʂǛ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ŷŒɻǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ
Ɲ⃗Ǧ = [߽, ߽, ,߾ ߽, ߽, . . . , ߽]︸ ︷︷ ︸

߾ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ

ࡱ

ßŒɫʉǩŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

∂ǅ
∂θ⃗(Ǧ)

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ · Ɲ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

3⃗ɹ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

ࠁ
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ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠂ
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ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠂ



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ(⃗Ɲ߾ · ⃗ɹ(߾) + Ɲ⃗߿ · ⃗ɹ(߿) + . . .+ Ɲ⃗Ɗ · ⃗ɹ(Ɗ))− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.
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ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ(⃗Ɲ߾ · ⃗ɹ(߾) + Ɲ⃗߿ · ⃗ɹ(߿) + . . .+ Ɲ⃗Ɗ · ⃗ɹ(Ɗ))− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠂ



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ(⃗Ɲ߾ · ⃗ɹ(߾) + Ɲ⃗߿ · ⃗ɹ(߿) + . . .+ Ɲ⃗Ɗ · ⃗ɹ(Ɗ))− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.
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ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ(⃗Ɲ߾ · ⃗ɹ(߾) + Ɲ⃗߿ · ⃗ɹ(߿) + . . .+ Ɲ⃗Ɗ · ⃗ɹ(Ɗ))− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠂ



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ(⃗Ɲ߾ · ⃗ɹ(߾) + Ɲ⃗߿ · ⃗ɹ(߿) + . . .+ Ɲ⃗Ɗ · ⃗ɹ(Ɗ))− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.
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͘ϺΗ̤ϫͮΧΗ ˺̤̤̺ϡϡ

´ǇʉƟȣ ʉǞƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʿƟ ŒɫƟ ʉɫˈǩȣǊ ʉȴ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ƁȴȝɠȋƟˇ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ Œ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅࡱࢎ īƟ ʿǩȋȋ ŒɻɻʞȝƟ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴࡩ

`ʞȣƁʉǩȴȣ DʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡩ +Œȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ǅ(θ⃗) Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗ࡱ

cɫŒƌǩƟȣʉ DʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡩ +Œȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ∇⃗ǅ(θ⃗) Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗ࡱ

xȣ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡩ

ࡦ `ʞȣƁʉǩȴȣ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ Œ ǇȴɫʿŒɫƌ ɠŒɻɻ ɠɫȴɠȴǊŒʉƟࢍ Œȣ
ǩȣɠʞʉ ʉǞɫȴʞǊǞ ʉǞƟ ȣƟʉʿȴɫȅࡱࢎ

ࡦ cɫŒƌǩƟȣʉ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ Œ ŷŒƁȅʿŒɫƌ ɠŒɻɻ ƁȴȝɠʞʉƟࢍ ʉǞƟ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ʻǩŒ ƁǞŒǩȣ ɫʞȋƟࡪ ʞɻǩȣǊ ŷŒƁȅɠɫȴɠŒǊŒʉǩȴȣࡱࢎ
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´ǇʉƟȣ ʉǞƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʿƟ ŒɫƟ ʉɫˈǩȣǊ ʉȴ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ƁȴȝɠȋƟˇ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ Œ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅࡱࢎ īƟ ʿǩȋȋ ŒɻɻʞȝƟ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴࡩ

`ʞȣƁʉǩȴȣ DʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡩ +Œȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ǅ(θ⃗) Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗ࡱ

cɫŒƌǩƟȣʉ DʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡩ +Œȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ∇⃗ǅ(θ⃗) Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗ࡱ
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ࡦ `ʞȣƁʉǩȴȣ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ Œ ǇȴɫʿŒɫƌ ɠŒɻɻ ɠɫȴɠȴǊŒʉƟࢍ Œȣ
ǩȣɠʞʉ ʉǞɫȴʞǊǞ ʉǞƟ ȣƟʉʿȴɫȅࡱࢎ

ࡦ cɫŒƌǩƟȣʉ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ Œ ŷŒƁȅʿŒɫƌ ɠŒɻɻ ƁȴȝɠʞʉƟࢍ ʉǞƟ
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æʞȣȣǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱ

cǩʻƟȣ ǩȣɠʞʉ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . .⃗ˀȠ ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ʉǞƟࢍ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ⃗ˁ ∈ RȠࢎ ࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊࡩ

�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗) =
Ƞ∑

Ǧ=߾

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

߿(

= ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

#ˈ +ǞŒǩȣ ɫʞȋƟࡩ

∂�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗)
∂θ⃗(Ǻ)

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)
·
∂
(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)

∂θ⃗(Ǻ)

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)
⃗ˀǦ(Ǻ)

∂
(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)

∂θ⃗(Ǻ)
=

∂(θó⃗ˀǦ)

∂θ⃗(Ǻ)
= ȋǩȝ

ϵ→߽

(θ + ϵ⃗ƝǺ)ó⃗ˀǦ − θó⃗ˀǦ
ϵ

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ϵ⃗ƝóǺ ⃗ˀǦ
ϵ

= ⃗ˀǦ(Ǻ).
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ϵ
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Ǧ=߾
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θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

߿(
= ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.
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∂θ⃗(Ǻ)
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Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ
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⃗ˀǦ(Ǻ)

∂
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∂θ⃗(Ǻ)
=

∂(θó⃗ˀǦ)
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æʞȣȣǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱ

cǩʻƟȣ ǩȣɠʞʉ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . .⃗ˀȠ ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ʉǞƟࢍ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ⃗ˁ ∈ RȠࢎ ࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊࡩ

�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗) =
Ƞ∑

Ǧ=߾

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

߿(
= ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

#ˈ +ǞŒǩȣ ɫʞȋƟࡩ

∂�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗)
∂θ⃗(Ǻ)

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ
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·
∂
(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)

∂θ⃗(Ǻ)

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)
⃗ˀǦ(Ǻ)

∂
(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)

∂θ⃗(Ǻ)
=

∂(θó⃗ˀǦ)

∂θ⃗(Ǻ)
= ȋǩȝ

ϵ→߽

(θ + ϵ⃗ƝǺ)ó⃗ˀǦ − θó⃗ˀǦ
ϵ

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ϵ⃗ƝóǺ ⃗ˀǦ
ϵ

= ⃗ˀǦ(Ǻ).
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æʞȣȣǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱ

cǩʻƟȣ ǩȣɠʞʉ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . .⃗ˀȠ ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ʉǞƟࢍ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ⃗ˁ ∈ RȠࢎ ࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊࡩ

�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗) =
Ƞ∑

Ǧ=߾

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

߿(
= ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

#ˈ +ǞŒǩȣ ɫʞȋƟࡩ

∂�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗)
∂θ⃗(Ǻ)

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)
·
∂
(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)

∂θ⃗(Ǻ)

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)
⃗ˀǦ(Ǻ)

∂
(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)

∂θ⃗(Ǻ)
=

∂(θó⃗ˀǦ)

∂θ⃗(Ǻ)
= ȋǩȝ

ϵ→߽

(θ + ϵ⃗ƝǺ)ó⃗ˀǦ − θó⃗ˀǦ
ϵ

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ϵ⃗ƝóǺ ⃗ˀǦ
ϵ

= ⃗ˀǦ(Ǻ).
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cǩʻƟȣ ǩȣɠʞʉ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . .⃗ˀȠ ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ʉǞƟࢍ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ⃗ˁ ∈ RȠࢎ ࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊࡩ

�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗) =
Ƞ∑

Ǧ=߾

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

߿(
= ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

#ˈ +ǞŒǩȣ ɫʞȋƟࡩ

∂�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗)
∂θ⃗(Ǻ)

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)
·
∂
(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)

∂θ⃗(Ǻ)

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)
⃗ˀǦ(Ǻ)

∂
(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)

∂θ⃗(Ǻ)
=

∂(θó⃗ˀǦ)

∂θ⃗(Ǻ)
= ȋǩȝ

ϵ→߽

(θ + ϵ⃗ƝǺ)ó⃗ˀǦ − θó⃗ˀǦ
ϵ

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ϵ⃗ƝóǺ ⃗ˀǦ
ϵ

= ⃗ˀǦ(Ǻ).
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æʞȣȣǩȣǊ DˇŒȝɠȋƟࡩ �ƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱ

cǩʻƟȣ ǩȣɠʞʉ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . .⃗ˀȠ ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ʉǞƟࢍ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ⃗ˁ ∈ RȠࢎ ࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊࡩ

�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗) =
Ƞ∑

Ǧ=߾

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

߿(
= ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

#ˈ +ǞŒǩȣ ɫʞȋƟࡩ

∂�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗)
∂θ⃗(Ǻ)

=
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Ǧ=߾
߿ ·
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θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ
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·
∂
(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ
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∂θ⃗(Ǻ)
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Ǧ=߾
߿ ·
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⃗ˀǦ(Ǻ)

∂
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ßŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟ Ǉȴɫ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ

∂�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗)
∂θ⃗(Ǻ)

=
Ƞ∑

Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)
⃗ˀǦ(Ǻ).

∇⃗�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
߿ ·

(
θ⃗ó⃗ˀǦ − ˁǦ

)
⃗ˀǦ

= Ĳó(Ĳθ⃗߿ − ⃗ˁ).
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cɫŒƌǩƟȣʉ Ǉȴɫ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ʻǩŒ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ

∇�Ĳ,⃗ˁ(θ⃗) = ∇∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗ࡪ߾ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ ࢎɻȝŒȋȋࢍ
ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗Ǧ+߾)− ǅ(θ⃗Ǧ) = ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗Ǧ)

≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗Ǧ)
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

߽߾
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗ࡪ߾ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ ࢎɻȝŒȋȋࢍ
ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗Ǧ+߾)− ǅ(θ⃗Ǧ) = ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗Ǧ)

≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗Ǧ)
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

߽߾

-



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗ࡪ߾ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ ࢎɻȝŒȋȋࢍ
ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗Ǧ) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗Ǧ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗Ǧ)
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗Ǧ+߾)− ǅ(θ⃗Ǧ) = ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗Ǧ)

≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗Ǧ)
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

߽߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗ࡪ߾ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ ࢎɻȝŒȋȋࢍ
ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗Ǧ) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗Ǧ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗Ǧ)
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗Ǧ+߾)− ǅ(θ⃗Ǧ) = ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗Ǧ)

≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗Ǧ)
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

߽߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗ࡪ߾ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ ࢎɻȝŒȋȋࢍ
ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗Ǧ) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗Ǧ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗Ǧ)
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗Ǧ+߾)− ǅ(θ⃗Ǧ) = ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗Ǧ) ≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗Ǧ)

= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

߽߾
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗ࡪ߾ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ ࢎɻȝŒȋȋࢍ
ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗Ǧ) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗Ǧ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗Ǧ)
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗Ǧ+߾)− ǅ(θ⃗Ǧ) = ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗Ǧ) ≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗Ǧ)
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

߽߾
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗ࡪ߾ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ ࢎɻȝŒȋȋࢍ
ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗Ǧ) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗Ǧ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗Ǧ)
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗Ǧ+߾)− ǅ(θ⃗Ǧ) = ǅ(θ⃗Ǧ + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗Ǧ) ≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗Ǧ)
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

߽߾

→ a p lo t ) L e a s smalla s0 , O , Oz . .- O t possible

PCOiti)#Roi)tmfv.fr/oiImgin--
-

m i n C i t i )



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ϑϡϺ̺̭Χ̤Χ̭̺

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗ࡱ߾
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ− ߾
ࡦ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η∇ǅ(θ⃗Ǧ)

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ⃗Ǧ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡪ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫࡱ

ðʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ŒǞƟŒƌ ȴǇ ʉǩȝƟ ȴɫ ŒƌŒɠʉƟƌ ƌʞɫǩȣǊ ʉǞƟ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟʉŒǩȋɻࢍ ʉȴ ƁȴȝƟࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ ȣȴʿ ŒɻɻʞȝƟ η ɻʉŒˈɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡱ

߾߾

-
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cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η∇ǅ(θ⃗Ǧ)

߿߾
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̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗϡ ͘ΧϘ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʿǩȋȋ
ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ⃗∗) + ϵ

= ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ɻɠŒɫɻƟ
ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࡪࢎȋŒɻɻȴࢍ ɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Ɵƌ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ðĨ�ðࡱࡱࡱࡪ

£ȴȣ࢙+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ
ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

∥∇ǅ(θ̂)∥߿ ≤ ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡪ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȝǩˇʉʞɫƟ ȝȴƌƟȋɻࡱ

ࠀ߾



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗϡ ͘ΧϘ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʿǩȋȋ
ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ⃗∗) + ϵ = ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ɻɠŒɫɻƟ
ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࡪࢎȋŒɻɻȴࢍ ɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Ɵƌ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ðĨ�ðࡱࡱࡱࡪ

£ȴȣ࢙+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ
ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

∥∇ǅ(θ̂)∥߿ ≤ ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡪ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȝǩˇʉʞɫƟ ȝȴƌƟȋɻࡱ

ࠀ߾



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗϡ ͘ΧϘ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʿǩȋȋ
ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ⃗∗) + ϵ = ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ɻɠŒɫɻƟ
ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࡪࢎȋŒɻɻȴࢍ ɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Ɵƌ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ðĨ�ðࡱࡱࡱࡪ

£ȴȣ࢙+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ
ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

∥∇ǅ(θ̂)∥߿ ≤ ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡪ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȝǩˇʉʞɫƟ ȝȴƌƟȋɻࡱ

ࠀ߾
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ϡϫ˺ϫͮΧΗ˺ϘС ϑΧͮΗϫ Жϡࡱ ΉΧ̤˺Ή ΓͮΗͮΓϺΓ

īǞˈ Ǉȴɫ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ƌȴ ʿƟ ȴȣȋˈ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ
ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ Œȣ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȋȴƁŒȋ ȝǩȣǩȝʞȝࡲ
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ϡϫ˺ϫͮΧΗ˺ϘС ϑΧͮΗϫ Жϡࡱ ΉΧ̤˺Ή ΓͮΗͮΓϺΓ

īǞˈ Ǉȴɫ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ƌȴ ʿƟ ȴȣȋˈ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ
ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ Œȣ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȋȴƁŒȋ ȝǩȣǩȝʞȝࡲ

ࠁ߾
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Й̺ΉΉ̺̜࢙ͩ˺Ж̺̭ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η∇ǅ(θ⃗Ǧ)

ࠂ߾
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Й̺ΉΉ̺̜࢙ͩ˺Ж̺̭ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

#ȴʉǞ +ȴȣʻƟˇ Œȣƌ £ȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇࡩ £ƟƟƌ ʉȴ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ
ʿƟȋȋ࢙ŷƟǞŒʻƟƌ ǩȣ ɻȴȝƟ ʿŒ ̍ࡱ

ࡦ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ɻǩ˔Ɵࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ŷȴʞȣƌƟƌࡩࢎ üǞƟɫƟ ǩɻ ɻȴȝƟ a ɻࡱʉࡩࡱ

∀θ⃗ : ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ a⇔ ∀θ⃗߾, θ⃗߿ : |ǅ(θ⃗߾)− ǅ(θ⃗߿)| ≤ a · ∥θ⃗߾ − θ⃗߿∥߿

ࡦ ðȝȴȴʉǞࡷ�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ɻǩ˔ƟࡷƌǩɫƟƁʉǩȴȣࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ
ƁǞŒȣǊǩȣǊ ʉȴȴ ɧʞǩƁȅȋˈࡩࢎ üǞƟɫƟ ǩɻ ɻȴȝƟ β ɻࡱʉࡩࡱ

∀θ⃗߾, θ⃗߿ : ∥∇⃗ǅ(θ⃗߾)− ∇⃗ǅ(θ⃗߿)∥߿ ≤ β · ∥θ⃗߾ − θ⃗߿∥߿.

ࠃ߾
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Й̺ΉΉ̺̜࢙ͩ˺Ж̺̭ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

#ȴʉǞ +ȴȣʻƟˇ Œȣƌ £ȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇࡩ £ƟƟƌ ʉȴ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ
ʿƟȋȋ࢙ŷƟǞŒʻƟƌ ǩȣ ɻȴȝƟ ʿŒ ̍ࡱ

ࡦ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ɻǩ˔Ɵࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ŷȴʞȣƌƟƌࡩࢎ üǞƟɫƟ ǩɻ ɻȴȝƟ a ɻࡱʉࡩࡱ

∀θ⃗ : ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ a⇔ ∀θ⃗߾, θ⃗߿ : |ǅ(θ⃗߾)− ǅ(θ⃗߿)| ≤ a · ∥θ⃗߾ − θ⃗߿∥߿

ࡦ ðȝȴȴʉǞࡷ�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ɻǩ˔ƟࡷƌǩɫƟƁʉǩȴȣࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ
ƁǞŒȣǊǩȣǊ ʉȴȴ ɧʞǩƁȅȋˈࡩࢎ üǞƟɫƟ ǩɻ ɻȴȝƟ β ɻࡱʉࡩࡱ

∀θ⃗߾, θ⃗߿ : ∥∇⃗ǅ(θ⃗߾)− ∇⃗ǅ(θ⃗߿)∥߿ ≤ β · ∥θ⃗߾ − θ⃗߿∥߿.

ࠃ߾
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cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

ࠄ߾



̤ΧΗЖ̺РͮϫС

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ  +ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ � ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ
ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ RƊ Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ) · ǅ(θ⃗߾) + λ · ǅ(θ⃗߿) ≥ ǅ
(
−߾) λ) · θ⃗߾ + λ · θ⃗߿

)

ࠅ߾
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̤ΧΗЖ̺РͮϫС

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ  +ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ � ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ
Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ RƊ Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

ǅ(θ⃗߿)− ǅ(θ⃗߾) ≥ ∇⃗ǅ(θ⃗߾)ó
(
θ⃗߿ − θ⃗߾

)

ࠆ߾
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ  ̤ΧΗЖ̺Р ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ

ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇࡱ
ࡦ ǅ ǩɻ a �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ߿∥ǅ(θ⃗)⃗∇∥ࢍ ≤ a Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࡱࢎ
ࡦ ∥θ⃗߾ − θ⃗∗∥߿ ≤ ß ʿǞƟɫƟ θ⃗߾ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ɠȴǩȣʉࡱ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗߾ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ− ߾
ࡦ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η∇ǅ(θ⃗Ǧ)

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ⃗߾,...θ⃗ʂ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

߽߿

-
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ ĨǩɻʞŒȋȋˈࡩ

߾߿
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ ĨǩɻʞŒȋȋˈࡩ

߾߿



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ `ȴɫȝŒȋȋˈࡩ

߿߿



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ ∇ǅ(θǦ)ó(θǦ − θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿

=⇒ ðʉƟɠ ࡱ߾
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ ∇ǅ(θǦ)ó(θǦ − θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ =⇒ ðʉƟɠ ࡱ߾

ࠀ߿



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿

=⇒

ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ ࡱ

ࠁ߿



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ =⇒

ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ ࡱ

ࠁ߿



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ ࡱ

ࠂ߿



äʞƟɻʉǩȴȣɻ ȴȣ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡲ

ࠃ߿



̤ΧΗϡϫϘ˺ͮΗ̺̭ ̤ΧΗЖ̺Р ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

´ǇʉƟȣ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠƟɫǇȴɫȝ ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

θ∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ∈S

ǅ(θ),

ʿǞƟɫƟ S ǩɻ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ  +ȴȣʻƟˇ ðƟʉࡩ � ɻƟʉ S ⊆ RƊ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ
Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ S Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ)θ⃗߾ + λ · θ⃗߿ ∈ S

DࡱǊࡱ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡱ{߾

ࠄ߿



̤ΧΗϡϫϘ˺ͮΗ̺̭ ̤ΧΗЖ̺Р ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

´ǇʉƟȣ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠƟɫǇȴɫȝ ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

θ∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ∈S

ǅ(θ),

ʿǞƟɫƟ S ǩɻ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ  +ȴȣʻƟˇ ðƟʉࡩ � ɻƟʉ S ⊆ RƊ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ
Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ S Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ)θ⃗߾ + λ · θ⃗߿ ∈ S

DࡱǊࡱ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡱ{߾

ࠄ߿



̤ΧΗϡϫϘ˺ͮΗ̺̭ ̤ΧΗЖ̺Р ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

´ǇʉƟȣ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠƟɫǇȴɫȝ ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

θ∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ∈S

ǅ(θ),

ʿǞƟɫƟ S ǩɻ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ  +ȴȣʻƟˇ ðƟʉࡩ � ɻƟʉ S ⊆ RƊ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ
Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ S Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ)θ⃗߾ + λ · θ⃗߿ ∈ S

DࡱǊࡱ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡱ{߾

ࠄ߿



ϑϘΧ̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

`ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ ȋƟʉ ØS(·) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣʉȴ S ࡱ

ࡦ ØS (⃗ˁ) = ŒɫǊȝǩȣθ⃗∈S ∥θ⃗ − ⃗ˁ∥ࡱ߿

ࡦ `ȴɫ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ {߾ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ࡦ `ȴɫ S ŷƟǩȣǊ Œ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗߾ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ− ߾
ࡦ θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η ·∇ǅ(θ⃗Ǧ)
ࡦ θ⃗Ǧ+߾ = ØS(θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ ࡱ(

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ⃗Ǧ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

ࠅ߿



ϑϘΧ̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

`ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ ȋƟʉ ØS(·) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣʉȴ S ࡱ

ࡦ ØS (⃗ˁ) = ŒɫǊȝǩȣθ⃗∈S ∥θ⃗ − ⃗ˁ∥ࡱ߿

ࡦ `ȴɫ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ {߾ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ࡦ `ȴɫ S ŷƟǩȣǊ Œ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗߾ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ− ߾
ࡦ θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η ·∇ǅ(θ⃗Ǧ)
ࡦ θ⃗Ǧ+߾ = ØS(θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ ࡱ(

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ⃗Ǧ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

ࠅ߿



ϑϘΧ̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

`ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ ȋƟʉ ØS(·) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣʉȴ S ࡱ

ࡦ ØS (⃗ˁ) = ŒɫǊȝǩȣθ⃗∈S ∥θ⃗ − ⃗ˁ∥ࡱ߿

ࡦ `ȴɫ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ {߾ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ࡦ `ȴɫ S ŷƟǩȣǊ Œ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗߾ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ− ߾
ࡦ θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η ·∇ǅ(θ⃗Ǧ)
ࡦ θ⃗Ǧ+߾ = ØS(θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ ࡱ(

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ⃗Ǧ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

ࠅ߿



ϑϘΧ̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

`ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ ȋƟʉ ØS(·) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣʉȴ S ࡱ

ࡦ ØS (⃗ˁ) = ŒɫǊȝǩȣθ⃗∈S ∥θ⃗ − ⃗ˁ∥ࡱ߿

ࡦ `ȴɫ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ {߾ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ࡦ `ȴɫ S ŷƟǩȣǊ Œ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗߾ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ− ߾
ࡦ θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η ·∇ǅ(θ⃗Ǧ)
ࡦ θ⃗Ǧ+߾ = ØS(θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ ࡱ(

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ⃗Ǧ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

ࠅ߿



ϑϘΧ̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

ĨǩɻʞŒȋȋˈࡩ

ࠆ߿



̤ΧΗЖ̺Р ϑϘΧ̺̤ϫͮΧΗϡ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁŒȣ ŷƟ ŒȣŒȋˈ˔Ɵƌ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ʉȴ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉ

üǞƟȴɫƟȝ  ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡩ `ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ S ⊆
RƊࡪ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ Œȣƌ θ⃗ ∈ S ࡪ

∥ØS (⃗ˁ)− θ⃗∥߿ ≤ ∥⃗ˁ− θ⃗∥߿.

߽ࠀ



̤ΧΗЖ̺Р ϑϘΧ̺̤ϫͮΧΗϡ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁŒȣ ŷƟ ŒȣŒȋˈ˔Ɵƌ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ʉȴ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉ

üǞƟȴɫƟȝ  ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡩ `ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ S ⊆
RƊࡪ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ Œȣƌ θ⃗ ∈ S ࡪ

∥ØS (⃗ˁ)− θ⃗∥߿ ≤ ∥⃗ˁ− θ⃗∥߿.

߽ࠀ



ϑϘΧ̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ  ßɫȴǽƟƁʉƟƌ c5ࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ Œȣƌ
ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ S ࡪ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ = ȝǩȣ
θ∈S

ǅ(θ) + ϵ

æƟƁŒȋȋࡩ θ(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ = θǦ − η ·∇ǅ(θǦ) Œȣƌ θǦ+߾ = ØS(θ(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ ࡱ(

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤
∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θ(Ȱʗʂ)

Ǧ+߾ −θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩŒࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ =⇒ üǞƟȴɫƟȝࡱ

߾ࠀ



ϑϘΧ̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ  ßɫȴǽƟƁʉƟƌ c5ࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ Œȣƌ
ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ S ࡪ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿
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