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ࡦ ðǩǊȣ ʞɠ Ǉȴɫ ßǩŒ˔˔Œࡱ
ࡦ ðǩǊȣ ʞɠ Ǉȴɫ cɫŒƌƟɻƁȴɠƟ ƁȴƌƟࢍ ȴȣ ƁȋŒɻɻ ʿƟŷɻǩʉƟࢎ Œȣƌ ˨ȋȋ ȴʞʉ
ʉǞƟ cɫŒƌƟɻƁȴɠƟ ƁȴȣɻƟȣʉ ɠȴȋȋ ȴȣ ßǩŒ˔˔Œࡱ +ȴȣʉŒƁʉ ȝƟ ʻǩŒ ƟȝŒǩȋ
ǩǇ ˈȴʞ ƌȴȣࢪʉ ƁȴȣɻƟȣʉ ʉȴ ʞɻƟ cɫŒƌƟɻƁȴɠƟࡱ
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Ή˺ϡϫ ϫͮΓ̺

�Œɻʉ +ȋŒɻɻ īƟ +ȴʻƟɫƟƌࡩ

ࡦ �ǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡩ E[ĩ+ Ī] = E[ĩ] + E[Ī] ŒȋʿŒˈɻࡱ
ࡦ �ǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡩ ĨŒɫ[ĩ+ Ī] = ĨŒɫ[ĩ] + ĨŒɫ[Ī] ǩǇ ĩ Œȣƌ Ī
ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

ࡦ üŒȋȅƟƌ Œŷȴʞʉ Œȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ
ɻǩ˔Ɵ ȴǇ Œ +�ßü+o� ƌŒʉŒŷŒɻƟࡱ
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ϫΧ̭˺С

üȴƌŒˈࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ ʉǞƟ +�ßü+o� ƟˇŒȝɠȋƟ Œȣƌ ǩȣʉɫȴƌʞƁƟ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Œ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉǞŒʉ ȋƟʉ ʞɻ
ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ȋǩƟɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ǩʉɻ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ
ʿǩʉǞ Ǌȴȴƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ �ƟŒɫȣ Œŷȴʞʉ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡪ ʿǞǩƁǞ ŒɫƟ Œ ȅƟˈ ʉȴȴȋ ǩȣ
ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊࡱ ßɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ
ŒȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉ ȴȣ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Œ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ʉǞŒʉ
ǩɻ ƟȣȴʞǊǞ ʉȴ ɠɫȴʻƟ Œ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࠀ



̤˺ϑϫ̤ͩ˺ Ϙ̺͘Ϙ̺ϡͩ

ĳȴʞɫ +�ßü+o� ɠɫȴʻǩƌƟɫ ƁȋŒǩȝɻ ʉȴ ǞŒʻƟ Œ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ȴǇ
Ƞ = ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽ +�ßü+o�ðࡪ ʿǩʉǞ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴȣƟ ɻƟȋƟƁʉƟƌ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ
ɻƟƁʞɫǩʉˈ ƁǞƟƁȅࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ŒʉʉƟȝɠʉ ʉȴ ʻƟɫǩǇˈ ʉǞǩɻ ƁȋŒǩȝࡪ ˈȴʞ ȝŒȅƟ Ț ɫŒȣƌȴȝ
ɻƟƁʞɫǩʉˈ ƁǞƟƁȅɻࡱ xǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵ ǩɻ Ƞ ʉǞƟȣ ƟˇɠƟƁʉƟƌ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟ +�ßü+o�ð ˈȴʞ ɻƟƟ ǩɻࡩ

E[5] =
∑

Ǧ,Ǻ∈[Ț],Ǧ̸=Ǻ
E[5Ǧ,Ǻ] =

Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ .
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̤˺ϑϫ̤ͩ˺ Ϙ̺͘Ϙ̺ϡͩ

xǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵ ǩɻ Œɻ ƁȋŒǩȝƟƌ Ƞࢍ = ,߾ ߽߽߽, ࢎ߽߽߽ Œȣƌ ˈȴʞ
ʉŒȅƟ Ț = ,߾ ߽߽߽ ɻŒȝɠȋƟɻࡩ

E[5] = Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ = ࠂࠆࠆࠁ.

ĳȴʞ ɻƟƟ ߽߾ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ Œȣƌ ɻʞɻɠƟƁʉ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟʉǞǩȣǊ ǩɻ
ʞɠࡱ #ʞʉ Ǟȴʿ Ɓȴȣ˨ƌƟȣʉ ƁŒȣ ˈȴʞ ŷƟ ǩȣ ˈȴʞɫ ʉƟɻʉࡲ

+ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡩ #ȴʞȣƌɻ ȴȣ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ƌƟʻǩŒʉƟɻ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟ Ǉɫȴȝ ǩʉɻ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ ċɻƟǇʞȋ ǩȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌǩȣǊ Ǟȴʿ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ʉƟɻʉɻ ɠƟɫǇȴɫȝࡪ ʉǞƟ
ŷƟǞŒʻǩȴɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡪ ʉǞƟ ŷƟǞŒʻǩȴɫ ȴǇ ƌŒʉŒ
ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡪ ƟʉƁࡱ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ +�ßü+o�ð ǩȣ ƌŒʉŒŷŒɻƟࡪȚࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ð ƌɫŒʿȣ ʉȴ
ƁǞƟƁȅ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵࡪ ࡩ5 ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩȣȚ ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ðࡱ
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ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ƌƟʻǩŒʉƟɻ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟ Ǉɫȴȝ ǩʉɻ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ ċɻƟǇʞȋ ǩȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌǩȣǊ Ǟȴʿ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ʉƟɻʉɻ ɠƟɫǇȴɫȝࡪ ʉǞƟ
ŷƟǞŒʻǩȴɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡪ ʉǞƟ ŷƟǞŒʻǩȴɫ ȴǇ ƌŒʉŒ
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Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ +�ßü+o�ð ǩȣ ƌŒʉŒŷŒɻƟࡪȚࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ð ƌɫŒʿȣ ʉȴ
ƁǞƟƁȅ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵࡪ ࡩ5 ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩȣȚ ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ðࡱ
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ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡪ ƟʉƁࡱ
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ʉŒȅƟ Ț = ,߾ ߽߽߽ ɻŒȝɠȋƟɻࡩ

E[5] = Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ = ࠂࠆࠆࠁ.

ĳȴʞ ɻƟƟ ߽߾ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ Œȣƌ ɻʞɻɠƟƁʉ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟʉǞǩȣǊ ǩɻ
ʞɠࡱ #ʞʉ Ǟȴʿ Ɓȴȣ˨ƌƟȣʉ ƁŒȣ ˈȴʞ ŷƟ ǩȣ ˈȴʞɫ ʉƟɻʉࡲ

+ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡩ #ȴʞȣƌɻ ȴȣ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ƌƟʻǩŒʉƟɻ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟ Ǉɫȴȝ ǩʉɻ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ ċɻƟǇʞȋ ǩȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌǩȣǊ Ǟȴʿ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ʉƟɻʉɻ ɠƟɫǇȴɫȝࡪ ʉǞƟ
ŷƟǞŒʻǩȴɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡪ ʉǞƟ ŷƟǞŒʻǩȴɫ ȴǇ ƌŒʉŒ
ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻࡪ ƟʉƁࡱ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ +�ßü+o�ð ǩȣ ƌŒʉŒŷŒɻƟࡪȚࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ð ƌɫŒʿȣ ʉȴ
ƁǞƟƁȅ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵࡪ ࡩ5 ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩȣȚ ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ðࡱ

ࠂ



Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

ßɫ[Ĳ ≥ ʂ] ≤ E[Ĳ]
ʂ .

ßɫȴȴǇࡩ

E[Ĳ] =
∑

ɵ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ ≥

∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ

≥
∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ʂ

= ʂ · ßɫ(Ĳ ≥ ʂ).

üǞƟ ȋŒɫǊƟɫ ʉǞƟ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ʂࡪ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠃ



Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

ßɫ[Ĳ ≥ ʂ] ≤ E[Ĳ]
ʂ .

ßɫȴȴǇࡩ

E[Ĳ] =
∑

ɵ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ ≥

∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ

≥
∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ʂ

= ʂ · ßɫ(Ĳ ≥ ʂ).

üǞƟ ȋŒɫǊƟɫ ʉǞƟ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ʂࡪ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠃ



Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

ßɫ[Ĳ ≥ ʂ] ≤ E[Ĳ]
ʂ .

ßɫȴȴǇࡩ

E[Ĳ] =
∑

ɵ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ ≥

∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ

≥
∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ʂ

= ʂ · ßɫ(Ĳ ≥ ʂ).

üǞƟ ȋŒɫǊƟɫ ʉǞƟ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ʂࡪ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠃ



Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

ßɫ[Ĳ ≥ ʂ] ≤ E[Ĳ]
ʂ .

ßɫȴȴǇࡩ
E[Ĳ] =

∑

ɵ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ

≥
∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ

≥
∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ʂ

= ʂ · ßɫ(Ĳ ≥ ʂ).

üǞƟ ȋŒɫǊƟɫ ʉǞƟ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ʂࡪ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠃ
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Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

ßɫ[Ĳ ≥ ʂ] ≤ E[Ĳ]
ʂ .

ßɫȴȴǇࡩ
E[Ĳ] =

∑

ɵ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ ≥

∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ

≥
∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ʂ

= ʂ · ßɫ(Ĳ ≥ ʂ).

üǞƟ ȋŒɫǊƟɫ ʉǞƟ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ʂࡪ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠃ
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Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

ßɫ[Ĳ ≥ ʂ] ≤ E[Ĳ]
ʂ .

ßɫȴȴǇࡩ
E[Ĳ] =

∑

ɵ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ ≥

∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ

≥
∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ʂ

= ʂ · ßɫ(Ĳ ≥ ʂ).

üǞƟ ȋŒɫǊƟɫ ʉǞƟ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ʂࡪ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠃ

-
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Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

ßɫ[Ĳ ≥ ʂ] ≤ E[Ĳ]
ʂ .

ßɫȴȴǇࡩ
E[Ĳ] =

∑

ɵ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ ≥

∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ

≥
∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ʂ

= ʂ · ßɫ(Ĳ ≥ ʂ).

üǞƟ ȋŒɫǊƟɫ ʉǞƟ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ʂࡪ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠃ
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Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

ßɫ[Ĳ ≥ ʂ · E[Ĳ]] ≤ ߾
ʂ .

ßɫȴȴǇࡩ
E[Ĳ] =

∑

ɵ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ ≥

∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ

≥
∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ʂ

= ʂ · ßɫ(Ĳ ≥ ʂ).

üǞƟ ȋŒɫǊƟɫ ʉǞƟ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ʂࡪ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࠃ



Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌࡩ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ȣȴȣ࢙ȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʂ > ࡩ߽

ßɫ[Ĳ ≥ ʂ · E[Ĳ]] ≤ ߾
ʂ .

ßɫȴȴǇࡩ
E[Ĳ] =

∑

ɵ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ ≥

∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ɵ

≥
∑

ɵ≥ʂ
ßɫ(Ĳ = ɵ) · ʂ

= ʂ · ßɫ(Ĳ ≥ ʂ).

üǞƟ ȋŒɫǊƟɫ ʉǞƟ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ʂࡪ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ ࠃ



̜˺̤΄ ϫΧ ΧϺϘ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ

DˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟ +�ßü+o�ðࡩ

E[5] = Ț(Ț−߾)
Ƞ߿ = ࡱࠂࠆࠆࠁ.

ĳȴʞ ɻƟƟ 5 = ߽߾ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻࡱ

�ɠɠȋˈǩȣǊ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ ǩǇ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵ ǩɻ
Ƞ = ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ʉǞǩɻ ǞŒɠɠƟȣǩȣǊ ǩɻࡩ

ßɫ[5 ≥ [߽߾ ≤ E[5]
߽߾ =

ࠂࠆࠆࠁ.
߽߾ ≈ ࠂ߽.

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫƟʉʉˈ ɻȝŒȋȋ  ˈȴʞ ǇƟƟȋ ɠɫƟʉʉˈ ɻʞɫƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʞȣǩɧʞƟ +�ßü+o�ð ǩɻ ȝʞƁǞ ȋƟɻɻ ʉǞŒȣ ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽. #ʞʉ Ǟȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ŷȴȴɻʉ ˈȴʞɫ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟࡲ īƟࢪȋȋ ƌǩɻƁʞɻɻ ȋŒʉƟɫ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ +�ßü+o�ð ǩȣ ƌŒʉŒŷŒɻƟ Ƞࢍ = ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽ ƁȋŒǩȝƟƌࢎ ࡪ Țࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ð ƌɫŒʿȣ ʉȴ ƁǞƟƁȅ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵ Țࢍ = ߽߽߽߾ ǩȣ ʉǞǩɻ ƟˇŒȝɠȋƟࡪࢎ
ࡩ5 ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩȣ Ț ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ðࡱ ࠄ



̜˺̤΄ ϫΧ ΧϺϘ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ

DˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟ +�ßü+o�ðࡩ

E[5] = Ț(Ț−߾)
Ƞ߿ = ࡱࠂࠆࠆࠁ.

ĳȴʞ ɻƟƟ 5 = ߽߾ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻࡱ

�ɠɠȋˈǩȣǊ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ ǩǇ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵ ǩɻ
Ƞ = ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ʉǞǩɻ ǞŒɠɠƟȣǩȣǊ ǩɻࡩ

ßɫ[5 ≥ [߽߾ ≤ E[5]
߽߾ =

ࠂࠆࠆࠁ.
߽߾ ≈ ࠂ߽.

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫƟʉʉˈ ɻȝŒȋȋ  ˈȴʞ ǇƟƟȋ ɠɫƟʉʉˈ ɻʞɫƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʞȣǩɧʞƟ +�ßü+o�ð ǩɻ ȝʞƁǞ ȋƟɻɻ ʉǞŒȣ ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽. #ʞʉ Ǟȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ŷȴȴɻʉ ˈȴʞɫ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟࡲ īƟࢪȋȋ ƌǩɻƁʞɻɻ ȋŒʉƟɫ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ +�ßü+o�ð ǩȣ ƌŒʉŒŷŒɻƟ Ƞࢍ = ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽ ƁȋŒǩȝƟƌࢎ ࡪ Țࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ð ƌɫŒʿȣ ʉȴ ƁǞƟƁȅ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵ Țࢍ = ߽߽߽߾ ǩȣ ʉǞǩɻ ƟˇŒȝɠȋƟࡪࢎ
ࡩ5 ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩȣ Ț ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ðࡱ ࠄ



̜˺̤΄ ϫΧ ΧϺϘ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ

DˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟ +�ßü+o�ðࡩ

E[5] = Ț(Ț−߾)
Ƞ߿ = ࡱࠂࠆࠆࠁ.

ĳȴʞ ɻƟƟ 5 = ߽߾ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻࡱ

�ɠɠȋˈǩȣǊ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ ǩǇ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵ ǩɻ
Ƞ = ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ʉǞǩɻ ǞŒɠɠƟȣǩȣǊ ǩɻࡩ

ßɫ[5 ≥ [߽߾ ≤ E[5]
߽߾ =

ࠂࠆࠆࠁ.
߽߾ ≈ ࠂ߽.

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫƟʉʉˈ ɻȝŒȋȋ  ˈȴʞ ǇƟƟȋ ɠɫƟʉʉˈ ɻʞɫƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʞȣǩɧʞƟ +�ßü+o�ð ǩɻ ȝʞƁǞ ȋƟɻɻ ʉǞŒȣ ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽. #ʞʉ Ǟȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ŷȴȴɻʉ ˈȴʞɫ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟࡲ

īƟࢪȋȋ ƌǩɻƁʞɻɻ ȋŒʉƟɫ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ +�ßü+o�ð ǩȣ ƌŒʉŒŷŒɻƟ Ƞࢍ = ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽ ƁȋŒǩȝƟƌࢎ ࡪ Țࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ð ƌɫŒʿȣ ʉȴ ƁǞƟƁȅ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵ Țࢍ = ߽߽߽߾ ǩȣ ʉǞǩɻ ƟˇŒȝɠȋƟࡪࢎ
ࡩ5 ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩȣ Ț ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ðࡱ ࠄ



̜˺̤΄ ϫΧ ΧϺϘ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ

DˇɠƟƁʉƟƌ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟ +�ßü+o�ðࡩ

E[5] = Ț(Ț−߾)
Ƞ߿ = ࡱࠂࠆࠆࠁ.

ĳȴʞ ɻƟƟ 5 = ߽߾ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻࡱ

�ɠɠȋˈǩȣǊ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ࡪ̍ ǩǇ ʉǞƟ ɫƟŒȋ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵ ǩɻ
Ƞ = ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ʉǞǩɻ ǞŒɠɠƟȣǩȣǊ ǩɻࡩ

ßɫ[5 ≥ [߽߾ ≤ E[5]
߽߾ =

ࠂࠆࠆࠁ.
߽߾ ≈ ࠂ߽.

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫƟʉʉˈ ɻȝŒȋȋ  ˈȴʞ ǇƟƟȋ ɠɫƟʉʉˈ ɻʞɫƟ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʞȣǩɧʞƟ +�ßü+o�ð ǩɻ ȝʞƁǞ ȋƟɻɻ ʉǞŒȣ ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽. #ʞʉ Ǟȴʿ ƁŒȣ
ˈȴʞ ŷȴȴɻʉ ˈȴʞɫ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟࡲ īƟࢪȋȋ ƌǩɻƁʞɻɻ ȋŒʉƟɫ ʉǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡱ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ +�ßü+o�ð ǩȣ ƌŒʉŒŷŒɻƟ Ƞࢍ = ,߾ ߽߽߽, ߽߽߽ ƁȋŒǩȝƟƌࢎ ࡪ Țࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ð ƌɫŒʿȣ ʉȴ ƁǞƟƁȅ ƌŒʉŒŷŒɻƟ ɻǩ˔Ɵ Țࢍ = ߽߽߽߾ ǩȣ ʉǞǩɻ ƟˇŒȝɠȋƟࡪࢎ
ࡩ5 ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩȣ Ț ɫŒȣƌȴȝ +�ßü+o�ðࡱ ࠄ



ͩ˺ϡͩ ϫ˺̜Ή̺ϡ

īŒȣʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œ ɻƟʉ ȴǇ ǩʉƟȝɻ Ǉɫȴȝ ɻȴȝƟ ˨ȣǩʉƟ ŷʞʉ ȝŒɻɻǩʻƟ
ʞȣǩʻƟɫɻƟ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩȝŒǊƟɻ ȴǇ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ɻǩ˔Ɵࡪ ʉƟˇʉ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ŷǩʉ࢙ࠅ߿߾ xß ŒƌƌɫƟɻɻƟɻࡱࢎ

cȴŒȋࡩ ɻʞɠɠȴɫʉ ɡʗƝɥˁ(ˀ) ʉȴ ƁǞƟƁȅ ǩǇ ˀ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻƟʉ ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟࡱ

+ȋŒɻɻǩƁ ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ

oŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻ

ࡦ èʂŒʂǦƀ ǛŒɵǛǦȠǈ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ʿȴȣࢪʉ ʿȴɫɫˈ Œŷȴʞʉ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣ Œȣƌ
ƌƟȋƟʉǩȴȣ ʉȴƌŒ ̍ࡱ

ࠅ



ͩ˺ϡͩ ϫ˺̜Ή̺ϡ

īŒȣʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œ ɻƟʉ ȴǇ ǩʉƟȝɻ Ǉɫȴȝ ɻȴȝƟ ˨ȣǩʉƟ ŷʞʉ ȝŒɻɻǩʻƟ
ʞȣǩʻƟɫɻƟ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩȝŒǊƟɻ ȴǇ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ɻǩ˔Ɵࡪ ʉƟˇʉ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ŷǩʉ࢙ࠅ߿߾ xß ŒƌƌɫƟɻɻƟɻࡱࢎ

cȴŒȋࡩ ɻʞɠɠȴɫʉ ɡʗƝɥˁ(ˀ) ʉȴ ƁǞƟƁȅ ǩǇ ˀ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻƟʉ ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟࡱ

+ȋŒɻɻǩƁ ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ

oŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻ

ࡦ èʂŒʂǦƀ ǛŒɵǛǦȠǈ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ʿȴȣࢪʉ ʿȴɫɫˈ Œŷȴʞʉ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣ Œȣƌ
ƌƟȋƟʉǩȴȣ ʉȴƌŒ ̍ࡱ

ࠅ



ͩ˺ϡͩ ϫ˺̜Ή̺ϡ

īŒȣʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œ ɻƟʉ ȴǇ ǩʉƟȝɻ Ǉɫȴȝ ɻȴȝƟ ˨ȣǩʉƟ ŷʞʉ ȝŒɻɻǩʻƟ
ʞȣǩʻƟɫɻƟ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩȝŒǊƟɻ ȴǇ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ɻǩ˔Ɵࡪ ʉƟˇʉ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ŷǩʉ࢙ࠅ߿߾ xß ŒƌƌɫƟɻɻƟɻࡱࢎ

cȴŒȋࡩ ɻʞɠɠȴɫʉ ɡʗƝɥˁ(ˀ) ʉȴ ƁǞƟƁȅ ǩǇ ˀ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻƟʉ ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟࡱ

+ȋŒɻɻǩƁ ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ

oŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻ

ࡦ èʂŒʂǦƀ ǛŒɵǛǦȠǈ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ʿȴȣࢪʉ ʿȴɫɫˈ Œŷȴʞʉ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣ Œȣƌ
ƌƟȋƟʉǩȴȣ ʉȴƌŒ ̍ࡱ

ࠅ



ͩ˺ϡͩ ϫ˺̜Ή̺ϡ

īŒȣʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œ ɻƟʉ ȴǇ ǩʉƟȝɻ Ǉɫȴȝ ɻȴȝƟ ˨ȣǩʉƟ ŷʞʉ ȝŒɻɻǩʻƟ
ʞȣǩʻƟɫɻƟ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩȝŒǊƟɻ ȴǇ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ɻǩ˔Ɵࡪ ʉƟˇʉ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ŷǩʉ࢙ࠅ߿߾ xß ŒƌƌɫƟɻɻƟɻࡱࢎ

cȴŒȋࡩ ɻʞɠɠȴɫʉ ɡʗƝɥˁ(ˀ) ʉȴ ƁǞƟƁȅ ǩǇ ˀ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻƟʉ ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟࡱ

+ȋŒɻɻǩƁ ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ oŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻ

ࡦ èʂŒʂǦƀ ǛŒɵǛǦȠǈ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ʿȴȣࢪʉ ʿȴɫɫˈ Œŷȴʞʉ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣ Œȣƌ
ƌƟȋƟʉǩȴȣ ʉȴƌŒ ̍ࡱ

ࠅ



ͩ˺ϡͩ ϫ˺̜Ή̺ϡ

īŒȣʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œ ɻƟʉ ȴǇ ǩʉƟȝɻ Ǉɫȴȝ ɻȴȝƟ ˨ȣǩʉƟ ŷʞʉ ȝŒɻɻǩʻƟ
ʞȣǩʻƟɫɻƟ ȴǇ ǩʉƟȝɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩȝŒǊƟɻ ȴǇ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ɻǩ˔Ɵࡪ ʉƟˇʉ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ŷǩʉ࢙ࠅ߿߾ xß ŒƌƌɫƟɻɻƟɻࡱࢎ

cȴŒȋࡩ ɻʞɠɠȴɫʉ ɡʗƝɥˁ(ˀ) ʉȴ ƁǞƟƁȅ ǩǇ ˀ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻƟʉ ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟࡱ

+ȋŒɻɻǩƁ ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ oŒɻǞ ʉŒŷȋƟɻ

ࡦ èʂŒʂǦƀ ǛŒɵǛǦȠǈ ɻǩȣƁƟ ʿƟ ʿȴȣࢪʉ ʿȴɫɫˈ Œŷȴʞʉ ǩȣɻƟɫʉǩȴȣ Œȣƌ
ƌƟȋƟʉǩȴȣ ʉȴƌŒ ̍ࡱ

ࠅ



ͩ˺ϡͩ ϫ˺̜Ή̺ϡ

ࡦ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǜ : Ă→ [Ƞ] ȝŒɠɻ ƟȋƟȝƟȣʉɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʻƟɫɻƟ
ʉȴ ǩȣƌǩƁƟɻ ,߾ · · · ,Ƞ ȴǇ Œȣ ŒɫɫŒ ̍ࡱ

ࡦ üˈɠǩƁŒȋȋˈ |Ă| ≫ Ƞࡱ �Œȣˈ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ȝŒɠ ʉȴ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǩȣƌƟˇࡱ
ࡦ +ȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡩ ʿǞƟȣ ʿƟ ǩȣɻƟɫʉ Ț ǩʉƟȝɻ ǩȣʉȴ ʉǞƟ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ʿƟ
ȝŒˈ ǞŒʻƟ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ȝʞȋʉǩɠȋƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣ
ˈʉˈɠǩƁŒȋȋࢍ Œɻ Œ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉࡱࢎ

ࠆ

O -



ͩ˺ϡͩ ϫ˺̜Ή̺ϡ

ࡦ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǜ : Ă→ [Ƞ] ȝŒɠɻ ƟȋƟȝƟȣʉɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʻƟɫɻƟ
ʉȴ ǩȣƌǩƁƟɻ ,߾ · · · ,Ƞ ȴǇ Œȣ ŒɫɫŒ ̍ࡱ

ࡦ üˈɠǩƁŒȋȋˈ |Ă| ≫ Ƞࡱ �Œȣˈ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ȝŒɠ ʉȴ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǩȣƌƟˇࡱ

ࡦ +ȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡩ ʿǞƟȣ ʿƟ ǩȣɻƟɫʉ Ț ǩʉƟȝɻ ǩȣʉȴ ʉǞƟ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ʿƟ
ȝŒˈ ǞŒʻƟ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ȝʞȋʉǩɠȋƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣ
ˈʉˈɠǩƁŒȋȋࢍ Œɻ Œ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉࡱࢎ

ࠆ

- -



ͩ˺ϡͩ ϫ˺̜Ή̺ϡ

ࡦ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǜ : Ă→ [Ƞ] ȝŒɠɻ ƟȋƟȝƟȣʉɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʻƟɫɻƟ
ʉȴ ǩȣƌǩƁƟɻ ,߾ · · · ,Ƞ ȴǇ Œȣ ŒɫɫŒ ̍ࡱ

ࡦ üˈɠǩƁŒȋȋˈ |Ă| ≫ Ƞࡱ �Œȣˈ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ȝŒɠ ʉȴ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǩȣƌƟˇࡱ
ࡦ +ȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡩ ʿǞƟȣ ʿƟ ǩȣɻƟɫʉ Ț ǩʉƟȝɻ ǩȣʉȴ ʉǞƟ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ʿƟ
ȝŒˈ ǞŒʻƟ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ȝʞȋʉǩɠȋƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣ
ˈʉˈɠǩƁŒȋȋࢍ Œɻ Œ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉࡱࢎ

ࠆ



̤ΧΉΉͮϡͮΧΗϡ

äʞƟɫˈ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ƀ) ʿǞƟȣ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ
ǩȣ Œ ʉŒŷȋƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƀ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ȝʞɻʉ ʉɫŒʻƟɫɻƟ Œ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ƀࡱࢎ

oȴʿ +Œȣ īƟ #ȴʞȣƌ ƀࡲ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ ƁŒɻƟ Ɓȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ƀ = Ț Œȋȋࢍ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞ ʉȴ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ üʿȴ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻࡩ ࢎ߾ ʿƟ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ŒɫƟ
ƁǞȴɻƟȣ ɫŒȣƌȴȝȋˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʻƟɫɻƟ Ă ȴɫ ࢎ߿ ʉǞƟ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

߽߾



̤ΧΉΉͮϡͮΧΗϡ

äʞƟɫˈ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ƀ) ʿǞƟȣ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ
ǩȣ Œ ʉŒŷȋƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƀ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ȝʞɻʉ ʉɫŒʻƟɫɻƟ Œ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ƀࡱࢎ

oȴʿ +Œȣ īƟ #ȴʞȣƌ ƀࡲ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ ƁŒɻƟ Ɓȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ƀ = Ț Œȋȋࢍ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞ ʉȴ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ üʿȴ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻࡩ ࢎ߾ ʿƟ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ŒɫƟ
ƁǞȴɻƟȣ ɫŒȣƌȴȝȋˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʻƟɫɻƟ Ă ȴɫ ࢎ߿ ʉǞƟ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

߽߾



̤ΧΉΉͮϡͮΧΗϡ

äʞƟɫˈ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ƀ) ʿǞƟȣ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ
ǩȣ Œ ʉŒŷȋƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƀ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ȝʞɻʉ ʉɫŒʻƟɫɻƟ Œ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ƀࡱࢎ

oȴʿ +Œȣ īƟ #ȴʞȣƌ ƀࡲ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ ƁŒɻƟ Ɓȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ƀ = Ț Œȋȋࢍ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞ ʉȴ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ üʿȴ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻࡩ ࢎ߾ ʿƟ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ŒɫƟ
ƁǞȴɻƟȣ ɫŒȣƌȴȝȋˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʻƟɫɻƟ Ă ȴɫ ࢎ߿ ʉǞƟ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

߽߾



̤ΧΉΉͮϡͮΧΗϡ

äʞƟɫˈ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ƀ) ʿǞƟȣ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ
ǩȣ Œ ʉŒŷȋƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƀ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ȝʞɻʉ ʉɫŒʻƟɫɻƟ Œ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ƀࡱࢎ

oȴʿ +Œȣ īƟ #ȴʞȣƌ ƀࡲ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ ƁŒɻƟ Ɓȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ƀ = Ț Œȋȋࢍ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞ ʉȴ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ üʿȴ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻࡩ ࢎ߾ ʿƟ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ŒɫƟ
ƁǞȴɻƟȣ ɫŒȣƌȴȝȋˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʻƟɫɻƟ Ă ȴɫ ࢎ߿ ʉǞƟ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

߽߾

I s -



̤ΧΉΉͮϡͮΧΗϡ

äʞƟɫˈ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ƀ) ʿǞƟȣ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝʞȝ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ
ǩȣ Œ ʉŒŷȋƟ Ɵȣʉɫˈ ǩɻ ƀ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ȝʞɻʉ ʉɫŒʻƟɫɻƟ Œ ȋǩȣȅƟƌ ȋǩɻʉ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ƀࡱࢎ

oȴʿ +Œȣ īƟ #ȴʞȣƌ ƀࡲ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ʿȴɫɻʉ ƁŒɻƟ Ɓȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ƀ = Ț Œȋȋࢍ ǩʉƟȝɻ ǞŒɻǞ ʉȴ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ üʿȴ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻࡩ ࢎ߾ ʿƟ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟ ǩʉƟȝɻ ǩȣɻƟɫʉƟƌ ŒɫƟ
ƁǞȴɻƟȣ ɫŒȣƌȴȝȋˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ʞȣǩʻƟɫɻƟ Ă ȴɫ ࢎ߿ ʉǞƟ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡱ

߽߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗ

�Ɵʉ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ŷƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ ˀ ∈ Ăࡪ ßɫ(Ǟ(ˀ) = Ǧ) = ߾
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ Œȣƌ

Ǟ(ˀ),Ǟ(ˁ) ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ʉʿȴ ǩʉƟȝɻ ˀ ̸= ˁࡱ

ࡦ +ŒʻƟŒʉ ࡩ߾ xʉ ǩɻ ʴƝɥˁ ƝˀɛƝȠɵǦʴƝ ʉȴ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉƟ ɻʞƁǞ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ īƟ ʿǩȋȋ ɻƟƟ Ǟȴʿ Œ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ǩȣɻʉƟŒƌࡱ

ࡦ +ŒʻƟŒʉ ࡩ߿ xȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟࡪ ȴǇʉƟȣ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ʞɻƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ
ȋǩȅƟ ࡪࠂ�5 ðoࡪ߿࢙� ƟʉƁࡱ ʉǞŒʉ ȋȴȴȅࢩ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣȴʞǊǞࡱࢪ

�ɻɻʞȝǩȣǊ ʿƟ ǩȣɻƟɫʉ Ț ƟȋƟȝƟȣʉɻ ǩȣʉȴ Œ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Ƞࡪ
ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ

߾߾



Ϙ˺Η̭ΧΓ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗ

�Ɵʉ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ŷƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ ˀ ∈ Ăࡪ ßɫ(Ǟ(ˀ) = Ǧ) = ߾
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ Œȣƌ

Ǟ(ˀ),Ǟ(ˁ) ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ʉʿȴ ǩʉƟȝɻ ˀ ̸= ˁࡱ
ࡦ +ŒʻƟŒʉ ࡩ߾ xʉ ǩɻ ʴƝɥˁ ƝˀɛƝȠɵǦʴƝ ʉȴ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉƟ ɻʞƁǞ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ īƟ ʿǩȋȋ ɻƟƟ Ǟȴʿ Œ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ǩȣɻʉƟŒƌࡱ

ࡦ +ŒʻƟŒʉ ࡩ߿ xȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟࡪ ȴǇʉƟȣ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ʞɻƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ
ȋǩȅƟ ࡪࠂ�5 ðoࡪ߿࢙� ƟʉƁࡱ ʉǞŒʉ ȋȴȴȅࢩ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣȴʞǊǞࡱࢪ

�ɻɻʞȝǩȣǊ ʿƟ ǩȣɻƟɫʉ Ț ƟȋƟȝƟȣʉɻ ǩȣʉȴ Œ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Ƞࡪ
ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ

߾߾

× , } - X u h ~ i h x i h x . s i

E -

h (x )



Ϙ˺Η̭ΧΓ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗ

�Ɵʉ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ŷƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ xࡱƟࡪࡱ Ǉȴɫ ˀ ∈ Ăࡪ ßɫ(Ǟ(ˀ) = Ǧ) = ߾
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ = ,߾ . . . ,Ƞ Œȣƌ

Ǟ(ˀ),Ǟ(ˁ) ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ʉʿȴ ǩʉƟȝɻ ˀ ̸= ˁࡱ
ࡦ +ŒʻƟŒʉ ࡩ߾ xʉ ǩɻ ʴƝɥˁ ƝˀɛƝȠɵǦʴƝ ʉȴ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉƟ ɻʞƁǞ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ īƟ ʿǩȋȋ ɻƟƟ Ǟȴʿ Œ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ƁȴȝɠʞʉŒŷȋƟ ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ǩȣɻʉƟŒƌࡱ

ࡦ +ŒʻƟŒʉ ࡩ߿ xȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟࡪ ȴǇʉƟȣ ɻʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ʞɻƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ
ȋǩȅƟ ࡪࠂ�5 ðoࡪ߿࢙� ƟʉƁࡱ ʉǞŒʉ ȋȴȴȅࢩ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣȴʞǊǞࡱࢪ

�ɻɻʞȝǩȣǊ ʿƟ ǩȣɻƟɫʉ Ț ƟȋƟȝƟȣʉɻ ǩȣʉȴ Œ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Ƞࡪ
ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡲ

߾߾
X i X u . . . X m



ΉͮΗ̺˺ϘͮϫС Χ͘ ̺Рϑ̺̤ϫ˺ϫͮΧΗ

�Ɵʉ +Ǧ,Ǻ = ߾ ǩǇ ǩʉƟȝɻ Ǧ Œȣƌ Ǻ ƁȴȋȋǩƌƟ Ǟ(ˀǦ)ࢍ = Ǟ(ˀǺ)ࡪࢎ Œȣƌ ߽
ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩɻࡩ

+ =
∑

Ǧ,Ǻ∈[Ț],Ǧ ̸=Ǻ
+Ǧ,Ǻ.

`ȴɫ Œȣˈ ɠŒǩɫ Ǧ, Ǻࡩ E[+Ǧ,Ǻ] = ßɫ[+Ǧ,Ǻ = [߾ = ßɫ[Ǟ(ˀǦ) = Ǟ(ˀǺ)]

= ߾
Ƞ .

E[+] =
∑

Ǧ,Ǻ∈[Ț],Ǧ̸=Ǻ

߾
Ƞ =

(Ț
߿
)

Ƞ =
Ț(Ț− (߾

Ƞ߿ .

xƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ʉǞƟ +�ßü+o� ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ ƁȋŒɻɻ

ˀǦ, ˀǺ ࡩ ɠŒǩɫ ȴǇ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ
ࡩ+ ʉȴʉŒȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ ǩȣ ʉŒŷȋƟࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ

߿߾

=
collisions



ΉͮΗ̺˺ϘͮϫС Χ͘ ̺Рϑ̺̤ϫ˺ϫͮΧΗ

�Ɵʉ +Ǧ,Ǻ = ߾ ǩǇ ǩʉƟȝɻ Ǧ Œȣƌ Ǻ ƁȴȋȋǩƌƟ Ǟ(ˀǦ)ࢍ = Ǟ(ˀǺ)ࡪࢎ Œȣƌ ߽
ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩɻࡩ

E[+] =
∑

Ǧ,Ǻ∈[Ț],Ǧ ̸=Ǻ
E[+Ǧ,Ǻ]. ˈȋǩȣƟŒɫǩʉࢍ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࢎ

`ȴɫ Œȣˈ ɠŒǩɫ Ǧ, Ǻࡩ E[+Ǧ,Ǻ] = ßɫ[+Ǧ,Ǻ = [߾ = ßɫ[Ǟ(ˀǦ) = Ǟ(ˀǺ)]

= ߾
Ƞ .

E[+] =
∑

Ǧ,Ǻ∈[Ț],Ǧ̸=Ǻ

߾
Ƞ =

(Ț
߿
)

Ƞ =
Ț(Ț− (߾

Ƞ߿ .

xƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ʉǞƟ +�ßü+o� ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ ƁȋŒɻɻ

ˀǦ, ˀǺ ࡩ ɠŒǩɫ ȴǇ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ
ࡩ+ ʉȴʉŒȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ ǩȣ ʉŒŷȋƟࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ

߿߾

E l l i ; ]



ΉͮΗ̺˺ϘͮϫС Χ͘ ̺Рϑ̺̤ϫ˺ϫͮΧΗ

�Ɵʉ +Ǧ,Ǻ = ߾ ǩǇ ǩʉƟȝɻ Ǧ Œȣƌ Ǻ ƁȴȋȋǩƌƟ Ǟ(ˀǦ)ࢍ = Ǟ(ˀǺ)ࡪࢎ Œȣƌ ߽
ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩɻࡩ

E[+] =
∑

Ǧ,Ǻ∈[Ț],Ǧ ̸=Ǻ
E[+Ǧ,Ǻ]. ˈȋǩȣƟŒɫǩʉࢍ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࢎ

`ȴɫ Œȣˈ ɠŒǩɫ Ǧ, Ǻࡩ E[+Ǧ,Ǻ] = ßɫ[+Ǧ,Ǻ = [߾ = ßɫ[Ǟ(ˀǦ) = Ǟ(ˀǺ)]

= ߾
Ƞ .

E[+] =
∑

Ǧ,Ǻ∈[Ț],Ǧ̸=Ǻ

߾
Ƞ =

(Ț
߿
)

Ƞ =
Ț(Ț− (߾

Ƞ߿ .

xƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ʉǞƟ +�ßü+o� ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ ƁȋŒɻɻ

ˀǦ, ˀǺ ࡩ ɠŒǩɫ ȴǇ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ
ࡩ+ ʉȴʉŒȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ ǩȣ ʉŒŷȋƟࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ

߿߾



ΉͮΗ̺˺ϘͮϫС Χ͘ ̺Рϑ̺̤ϫ˺ϫͮΧΗ

�Ɵʉ +Ǧ,Ǻ = ߾ ǩǇ ǩʉƟȝɻ Ǧ Œȣƌ Ǻ ƁȴȋȋǩƌƟ Ǟ(ˀǦ)ࢍ = Ǟ(ˀǺ)ࡪࢎ Œȣƌ ߽
ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ üǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌʞɠȋǩƁŒʉƟɻ ǩɻࡩ

E[+] =
∑
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ßɫƟʉʉˈ Ǌȴȴƌࡱࡱࡱŷʞʉ ʿƟ ŒɫƟ ʞɻǩȣǊ ®(Ț߿) ɻɠŒƁƟ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Ț ǩʉƟȝɻࡱࡱࡱ

Țࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ ࡩ+ ʉȴʉŒȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ
ǩȣ ʉŒŷȋƟࡱ

ࠀ߾



̤ΧΉΉͮϡͮΧΗ ͘Ϙ̺̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

E[+] = Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ .

ࡦ `ȴɫ Ƞ = ߿Țࠁ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ E[+] = Ț(Ț−߾)
߿Țࠅ ≤ ߾

ࠅ .

ࡦ +Œȣ ˈȴʞ ǊǩʻƟ Œ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʿƟ ǞŒʻƟ
ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ßɫ[+ = ࡲ[߽

�ɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ ßɫ[+ ≥ [߾ ≤ E[+]
߾ = ߾

ࠅ .

ßɫ[+ = ߽] = −߾ ßɫ[+ ≥ [߾ ≥ −߾ ߾
ࠅ =

ࠄ
ࠅ .

ßɫƟʉʉˈ Ǌȴȴƌࡱࡱࡱŷʞʉ ʿƟ ŒɫƟ ʞɻǩȣǊ ®(Ț߿) ɻɠŒƁƟ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Ț ǩʉƟȝɻࡱࡱࡱ

Țࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ ࡩ+ ʉȴʉŒȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ
ǩȣ ʉŒŷȋƟࡱ

ࠀ߾



̤ΧΉΉͮϡͮΧΗ ͘Ϙ̺̺ ͩ˺ϡͩͮΗ͞

E[+] = Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ .

ࡦ `ȴɫ Ƞ = ߿Țࠁ ʿƟ ǞŒʻƟࡩ E[+] = Ț(Ț−߾)
߿Țࠅ ≤ ߾

ࠅ .

ࡦ +Œȣ ˈȴʞ ǊǩʻƟ Œ ȋȴʿƟɫ ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ʿƟ ǞŒʻƟ
ȣȴ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ßɫ[+ = ࡲ[߽

�ɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ ßɫ[+ ≥ [߾ ≤ E[+]
߾ = ߾

ࠅ .

ßɫ[+ = ߽] = −߾ ßɫ[+ ≥ [߾ ≥ −߾ ߾
ࠅ =

ࠄ
ࠅ .

ßɫƟʉʉˈ Ǌȴȴƌࡱࡱࡱŷʞʉ ʿƟ ŒɫƟ ʞɻǩȣǊ ®(Ț߿) ɻɠŒƁƟ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Ț ǩʉƟȝɻࡱࡱࡱ

Țࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ ࡩ+ ʉȴʉŒȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣɻ
ǩȣ ʉŒŷȋƟࡱ

ࠀ߾

0cm)



ϫЙΧ Ή̺Ж̺Ή ͩ˺ϡͩͮΗ͞

īŒȣʉ ʉȴ ɠɫƟɻƟɫʻƟ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ʿǞǩȋƟ ʞɻǩȣǊ ®(Ț) ɻɠŒƁƟࡱ

üʿȴ࢙�ƟʻƟȋ oŒɻǞǩȣǊࡩ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ŷʞƁȅƟʉ ʿǩʉǞ ɵǦ ʻŒȋʞƟɻࡪ ɠǩƁȅ Œ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ȝŒɠɠǩȣǊ [ɵǦ] → [ɵ߿Ǧ ࡱ[

ࡦ �ʞɻʉ ðǞȴʿƟƌࡩ � ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
≥ ࠄ

ࠅ ɻȴ ȴȣȋˈ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƁǞƟƁȅǩȣǊ (߾)® ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ʉȴ ˨ȣƌ Œ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ȴȣƟࡱ

ࠁ߾



ϫЙΧ Ή̺Ж̺Ή ͩ˺ϡͩͮΗ͞

īŒȣʉ ʉȴ ɠɫƟɻƟɫʻƟ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ʿǞǩȋƟ ʞɻǩȣǊ ®(Ț) ɻɠŒƁƟࡱ

üʿȴ࢙�ƟʻƟȋ oŒɻǞǩȣǊࡩ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ŷʞƁȅƟʉ ʿǩʉǞ ɵǦ ʻŒȋʞƟɻࡪ ɠǩƁȅ Œ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ȝŒɠɠǩȣǊ [ɵǦ] → [ɵ߿Ǧ ࡱ[

ࡦ �ʞɻʉ ðǞȴʿƟƌࡩ � ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
≥ ࠄ

ࠅ ɻȴ ȴȣȋˈ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƁǞƟƁȅǩȣǊ (߾)® ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ʉȴ ˨ȣƌ Œ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ȴȣƟࡱ

ࠁ߾

s o



ϫЙΧ Ή̺Ж̺Ή ͩ˺ϡͩͮΗ͞

īŒȣʉ ʉȴ ɠɫƟɻƟɫʻƟ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ʿǞǩȋƟ ʞɻǩȣǊ ®(Ț) ɻɠŒƁƟࡱ

üʿȴ࢙�ƟʻƟȋ oŒɻǞǩȣǊࡩ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ŷʞƁȅƟʉ ʿǩʉǞ ɵǦ ʻŒȋʞƟɻࡪ ɠǩƁȅ Œ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ȝŒɠɠǩȣǊ [ɵǦ] → [ɵ߿Ǧ ࡱ[

ࡦ �ʞɻʉ ðǞȴʿƟƌࡩ � ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
≥ ࠄ

ࠅ ɻȴ ȴȣȋˈ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƁǞƟƁȅǩȣǊ (߾)® ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ʉȴ ˨ȣƌ Œ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ȴȣƟࡱ

ࠁ߾



ϫЙΧ Ή̺Ж̺Ή ͩ˺ϡͩͮΗ͞

īŒȣʉ ʉȴ ɠɫƟɻƟɫʻƟ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ʿǞǩȋƟ ʞɻǩȣǊ ®(Ț) ɻɠŒƁƟࡱ

üʿȴ࢙�ƟʻƟȋ oŒɻǞǩȣǊࡩ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ŷʞƁȅƟʉ ʿǩʉǞ ɵǦ ʻŒȋʞƟɻࡪ ɠǩƁȅ Œ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
ȝŒɠɠǩȣǊ [ɵǦ] → [ɵ߿Ǧ ࡱ[

ࡦ �ʞɻʉ ðǞȴʿƟƌࡩ � ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
≥ ࠄ

ࠅ ɻȴ ȴȣȋˈ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƁǞƟƁȅǩȣǊ (߾)® ɫŒȣƌȴȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ʉȴ ˨ȣƌ Œ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ǇɫƟƟ ȴȣƟࡱ

ࠁ߾
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ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦

=
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦

=
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ ð = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ ɻ߿Ǧ

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦

=
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾

-
#itemi nbucket



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦

=
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦

=
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦

=
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾

@i }
-



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦

=
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

+ȴȋȋǩɻǩȴȣɻ ŒǊŒǩȣ

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾

(Inexisi t I n⇐×; t . . §



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦ =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦ =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾

I I



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦ =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(

= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾
Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾

a



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦ =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ]

= ߾
Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦ =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾

-



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦ =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾

-



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦ =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]

= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾
Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦ =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ]

= ߾
Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

äʞƟɫˈ ʉǩȝƟ Ǉȴɫ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ǩɻ ࡩ(߾)® ɫƟɧʞǩɫƟɻ ƟʻŒȋʞŒʉǩȣǊ ʉʿȴ
ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟࡲ

ċɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡪ ɻɠŒƁƟ ʞɻƟƌ ǩɻࡩ E[ð] = Ƞ+
∑Ƞ

Ǧ=߾ E[ɻ߿Ǧ ]

E[ɻ߿Ǧ ] = E

⎡

⎢⎣

⎛

⎝
Ț∑

Ǻ=߾
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

⎞

⎠
⎤߿

⎥⎦

= E

⎡

⎣
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

⎤

⎦ =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
.

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= E

[(
IǞ(ˀǺ)=Ǧ

[߿(
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ] = ߾

Ƞ .

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ßɫ[Ǟ(ˀǺ) = Ǧ ∩ Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾

Ƞ߿ .

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ
ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧࡱ ࠂ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

E[ɻ߿Ǧ ] =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]

= Ț · Ƞ߾ + ߿ ·
(
Ț
߿

)
· ߿Ƞ߾

=
Ț
Ƞ +

Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ ≤ ߿ xǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ߿ .

üȴʉŒȋ DˇɠƟƁʉƟƌ ðɠŒƁƟ ċɻŒǊƟࡩ ǩǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎ

E[ð] = Ƞ+
Ƞ∑

Ǧ=߾
E[ɻ߿Ǧ ]

≤ Ƞ+ Ƞ · ߿ = Ƞࠀ = .Țࠀ

£ƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ # ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ Œʉ ɠȴɻ Ǧࡱ ࠃ߾

-



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

E[ɻ߿Ǧ ] =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]

= Ț · Ƞ߾ + ߿ ·
(
Ț
߿

)
· ߿Ƞ߾

=
Ț
Ƞ +

Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ ≤ ߿ xǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ߿ .

üȴʉŒȋ DˇɠƟƁʉƟƌ ðɠŒƁƟ ċɻŒǊƟࡩ ǩǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎ

E[ð] = Ƞ+
Ƞ∑

Ǧ=߾
E[ɻ߿Ǧ ]

≤ Ƞ+ Ƞ · ߿ = Ƞࠀ = .Țࠀ

£ƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ # ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ Œʉ ɠȴɻ Ǧࡱ ࠃ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

E[ɻ߿Ǧ ] =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]

= Ț · Ƞ߾ + ߿ ·
(
Ț
߿

)
· ߿Ƞ߾

=
Ț
Ƞ +

Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ ≤ ߿ xǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ߿ .

üȴʉŒȋ DˇɠƟƁʉƟƌ ðɠŒƁƟ ċɻŒǊƟࡩ ǩǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎ

E[ð] = Ƞ+
Ƞ∑

Ǧ=߾
E[ɻ߿Ǧ ]

≤ Ƞ+ Ƞ · ߿ = Ƞࠀ = .Țࠀ

£ƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ # ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ Œʉ ɠȴɻ Ǧࡱ ࠃ߾

m

-

o .



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

E[ɻ߿Ǧ ] =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]

= Ț · Ƞ߾ + ߿ ·
(
Ț
߿

)
· ߿Ƞ߾

=
Ț
Ƞ +

Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ ≤ ߿ xǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ߿ .

üȴʉŒȋ DˇɠƟƁʉƟƌ ðɠŒƁƟ ċɻŒǊƟࡩ ǩǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎ

E[ð] = Ƞ+
Ƞ∑

Ǧ=߾
E[ɻ߿Ǧ ]

≤ Ƞ+ Ƞ · ߿ = Ƞࠀ = .Țࠀ

£ƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ # ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ Œʉ ɠȴɻ Ǧࡱ ࠃ߾

→



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

E[ɻ߿Ǧ ] =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]

= Ț · Ƞ߾ + ߿ ·
(
Ț
߿

)
· ߿Ƞ߾

=
Ț
Ƞ +

Ț(Ț− (߾
Ƞ߿

≤ ߿ xǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ߿ .

üȴʉŒȋ DˇɠƟƁʉƟƌ ðɠŒƁƟ ċɻŒǊƟࡩ ǩǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎ

E[ð] = Ƞ+
Ƞ∑

Ǧ=߾
E[ɻ߿Ǧ ]

≤ Ƞ+ Ƞ · ߿ = Ƞࠀ = .Țࠀ

£ƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ # ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ Œʉ ɠȴɻ Ǧࡱ ࠃ߾



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

E[ɻ߿Ǧ ] =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]

= Ț · Ƞ߾ + ߿ ·
(
Ț
߿

)
· ߿Ƞ߾

=
Ț
Ƞ +

Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ ≤ ߿ xǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ߿ .

üȴʉŒȋ DˇɠƟƁʉƟƌ ðɠŒƁƟ ċɻŒǊƟࡩ ǩǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎ

E[ð] = Ƞ+
Ƞ∑

Ǧ=߾
E[ɻ߿Ǧ ]

≤ Ƞ+ Ƞ · ߿ = Ƞࠀ = .Țࠀ

£ƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ # ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ Œʉ ɠȴɻ Ǧࡱ ࠃ߾

- -



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

E[ɻ߿Ǧ ] =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]

= Ț · Ƞ߾ + ߿ ·
(
Ț
߿

)
· ߿Ƞ߾

=
Ț
Ƞ +

Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ ≤ ߿ xǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ߿ .

üȴʉŒȋ DˇɠƟƁʉƟƌ ðɠŒƁƟ ċɻŒǊƟࡩ ǩǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎ

E[ð] = Ƞ+
Ƞ∑

Ǧ=߾
E[ɻ߿Ǧ ]

≤ Ƞ+ Ƞ · ߿ = Ƞࠀ = .Țࠀ

£ƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ # ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ Œʉ ɠȴɻ Ǧࡱ ࠃ߾

.



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

E[ɻ߿Ǧ ] =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]

= Ț · Ƞ߾ + ߿ ·
(
Ț
߿

)
· ߿Ƞ߾

=
Ț
Ƞ +

Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ ≤ ߿ xǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ߿ .

üȴʉŒȋ DˇɠƟƁʉƟƌ ðɠŒƁƟ ċɻŒǊƟࡩ ǩǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎ

E[ð] = Ƞ+
Ƞ∑

Ǧ=߾
E[ɻ߿Ǧ ] ≤ Ƞ+ Ƞ · ߿ = Ƞࠀ = .Țࠀ

£ƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ # ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ Œʉ ɠȴɻ Ǧࡱ ࠃ߾

:



ϡϑ˺̤̺ Ϻϡ˺̺͞

E[ɻ߿Ǧ ] =
∑

Ǻ,Ȃ∈[Ț]

E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]

= Ț · Ƞ߾ + ߿ ·
(
Ț
߿

)
· ߿Ƞ߾

=
Ț
Ƞ +

Ț(Ț− (߾
Ƞ߿ ≤ ߿ xǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ = Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǻ ̸= Ȃࡪ E
[
IǞ(ˀǺ)=Ǧ · IǞ(ˀȂ)=Ǧ

]
= ߾

Ƞ߿ .

üȴʉŒȋ DˇɠƟƁʉƟƌ ðɠŒƁƟ ċɻŒǊƟࡩ ǩǇࢍ ʿƟ ɻƟʉ Ƞ = Țࢎ

E[ð] = Ƞ+
Ƞ∑

Ǧ=߾
E[ɻ߿Ǧ ] ≤ Ƞ+ Ƞ · ߿ = Ƞࠀ = .Țࠀ

£ƟŒɫ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ

ˀǺ, ˀȂ ࡩ ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Țࡩ # ɻʉȴɫƟƌ ǩʉƟȝɻࡪ Ƞࡩ ǞŒɻǞ ʉŒŷȋƟ ɻǩ˔Ɵࡪ Ǟࡩ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ
ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ðࡩ ɻɠŒƁƟ ʞɻŒǊƟ ȴǇ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊࡪ ɻǦ ࡩ # ǩʉƟȝɻ ɻʉȴɫƟƌ Œʉ ɠȴɻ Ǧࡱ ࠃ߾

(lil)
(1,2) -

(2,1 )

l's:# - t o
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0cm)



ϡΧΓ̺ϫͩͮΗ͞ ϫΧ ϫͩͮΗ΄ ˺̜ΧϺϫ

īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œ ɻƟʉ Œȣƌ ŒȣɻʿƟɫ ȝƟȝŷƟɫɻǞǩɠ ɧʞƟɫǩƟɻ
ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟࡱ #ʞʉ ʿƟ Œȋȋȴʿ Œ ɻȝŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ Œ ǇŒȋɻƟ
ɠȴɻǩʉǩʻƟࡩ ɡʗƝɥˁ(ˀ) ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ ˀ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻƟʉ ʿǞƟȣ ǩȣ ǇŒƁʉ ǩʉ ǩɻȣࢪʉࡱ

+Œȣ ʿƟ ʞɻƟ ƟʻƟȣ ɻȝŒȋȋƟɫ ɻɠŒƁƟࡲ

�Œȣˈ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ `ǩȋʉƟɫ ɻɠŒȝ ƟȝŒǩȋ ŒƌƌɫƟɻɻƟɻࡪ ɠǞȴȣƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡪ ɻʞɻɠƟƁʉ xßɻࡪ
ƌʞɠȋǩƁŒʉƟ üʿƟƟʉɻࡱ

ࡦ äʞǩƁȅȋˈ ƁǞƟƁȅ ǩǇ Œȣ ǩʉƟȝ ǞŒɻ ŷƟƟȣ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ Œ ƁŒƁǞƟ ȴɫ ǩɻ ȣƟʿࡱ
ࡦ +ȴʞȣʉǩȣǊ ƌǩɻʉǩȣƁʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʞȣǩɧʞƟ ɻƟŒɫƁǞ ɧʞƟɫǩƟɻࢎࡱ

ࠄ߾



ϡΧΓ̺ϫͩͮΗ͞ ϫΧ ϫͩͮΗ΄ ˺̜ΧϺϫ

īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œ ɻƟʉ Œȣƌ ŒȣɻʿƟɫ ȝƟȝŷƟɫɻǞǩɠ ɧʞƟɫǩƟɻ
ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟࡱ #ʞʉ ʿƟ Œȋȋȴʿ Œ ɻȝŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ Œ ǇŒȋɻƟ
ɠȴɻǩʉǩʻƟࡩ ɡʗƝɥˁ(ˀ) ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ ˀ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻƟʉ ʿǞƟȣ ǩȣ ǇŒƁʉ ǩʉ ǩɻȣࢪʉࡱ

+Œȣ ʿƟ ʞɻƟ ƟʻƟȣ ɻȝŒȋȋƟɫ ɻɠŒƁƟࡲ

�Œȣˈ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ `ǩȋʉƟɫ ɻɠŒȝ ƟȝŒǩȋ ŒƌƌɫƟɻɻƟɻࡪ ɠǞȴȣƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡪ ɻʞɻɠƟƁʉ xßɻࡪ
ƌʞɠȋǩƁŒʉƟ üʿƟƟʉɻࡱ

ࡦ äʞǩƁȅȋˈ ƁǞƟƁȅ ǩǇ Œȣ ǩʉƟȝ ǞŒɻ ŷƟƟȣ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ Œ ƁŒƁǞƟ ȴɫ ǩɻ ȣƟʿࡱ
ࡦ +ȴʞȣʉǩȣǊ ƌǩɻʉǩȣƁʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʞȣǩɧʞƟ ɻƟŒɫƁǞ ɧʞƟɫǩƟɻࢎࡱ

ࠄ߾



ϡΧΓ̺ϫͩͮΗ͞ ϫΧ ϫͩͮΗ΄ ˺̜ΧϺϫ

īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œ ɻƟʉ Œȣƌ ŒȣɻʿƟɫ ȝƟȝŷƟɫɻǞǩɠ ɧʞƟɫǩƟɻ
ǩȣ (߾)® ʉǩȝƟࡱ #ʞʉ ʿƟ Œȋȋȴʿ Œ ɻȝŒȋȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ Œ ǇŒȋɻƟ
ɠȴɻǩʉǩʻƟࡩ ɡʗƝɥˁ(ˀ) ɻŒˈɻ ʉǞŒʉ ˀ ǩɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻƟʉ ʿǞƟȣ ǩȣ ǇŒƁʉ ǩʉ ǩɻȣࢪʉࡱ

+Œȣ ʿƟ ʞɻƟ ƟʻƟȣ ɻȝŒȋȋƟɫ ɻɠŒƁƟࡲ

�Œȣˈ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ `ǩȋʉƟɫ ɻɠŒȝ ƟȝŒǩȋ ŒƌƌɫƟɻɻƟɻࡪ ɠǞȴȣƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡪ ɻʞɻɠƟƁʉ xßɻࡪ
ƌʞɠȋǩƁŒʉƟ üʿƟƟʉɻࡱ

ࡦ äʞǩƁȅȋˈ ƁǞƟƁȅ ǩǇ Œȣ ǩʉƟȝ ǞŒɻ ŷƟƟȣ ɻʉȴɫƟƌ ǩȣ Œ ƁŒƁǞƟ ȴɫ ǩɻ ȣƟʿࡱ
ࡦ +ȴʞȣʉǩȣǊ ƌǩɻʉǩȣƁʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʞȣǩɧʞƟ ɻƟŒɫƁǞ ɧʞƟɫǩƟɻࢎࡱ

ࠄ߾



̺̤̺ͮͮ͘͘ΗϫΉС ̤ΧΓϑϺϫ˺̜Ή̺ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗ

ðȴ `Œɫࡩ ʿƟ ǞŒʻƟ ŒɻɻʞȝƟƌ Œ Ǉʞȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǟ(ˀ)
ʿǩʉǞ ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǧ] = ߾

Ƞ Ǉȴɫ Ǧ ∈ ,߾ . . . ,Ƞ Œȣƌ Ǟ(ˀ),Ǟ(ˁ) ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
Ǉȴɫ ˀ ̸= ˁࡱ

ࡦ üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿƟ ǞŒʻƟ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œ ʉŒŷȋƟ
ȴǇ ˀ ʻŒȋʞƟɻ Œȣƌ ʉǞƟǩɫ ǞŒɻǞ ʻŒȋʞƟɻࡱ īȴʞȋƌ ʉŒȅƟ Œʉ ȋƟŒɻʉ ®(Ț)

ɻɠŒƁƟ Œȣƌ ®(Ț) ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ǩǇ ʿƟ ǞŒɻǞ Ț ʻŒȋʞƟɻࡱ �ŒȅǩȣǊ ȴʞɫ
ʿǞȴȋƟ ɧʞƟɻʉ Ǉȴɫ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ɠȴǩȣʉȋƟɻɻ

ࠅ߾



̺̤̺ͮͮ͘͘ΗϫΉС ̤ΧΓϑϺϫ˺̜Ή̺ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗ

ðȴ `Œɫࡩ ʿƟ ǞŒʻƟ ŒɻɻʞȝƟƌ Œ Ǉʞȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǟ(ˀ)
ʿǩʉǞ ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǧ] = ߾

Ƞ Ǉȴɫ Ǧ ∈ ,߾ . . . ,Ƞ Œȣƌ Ǟ(ˀ),Ǟ(ˁ) ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ
Ǉȴɫ ˀ ̸= ˁࡱ

ࡦ üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿƟ ǞŒʻƟ ʉȴ ɻʉȴɫƟ Œ ʉŒŷȋƟ
ȴǇ ˀ ʻŒȋʞƟɻ Œȣƌ ʉǞƟǩɫ ǞŒɻǞ ʻŒȋʞƟɻࡱ īȴʞȋƌ ʉŒȅƟ Œʉ ȋƟŒɻʉ ®(Ț)

ɻɠŒƁƟ Œȣƌ ®(Ț) ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ǩǇ ʿƟ ǞŒɻǞ Ț ʻŒȋʞƟɻࡱ �ŒȅǩȣǊ ȴʞɫ
ʿǞȴȋƟ ɧʞƟɻʉ Ǉȴɫ (߾)® ɧʞƟɫˈ ʉǩȝƟ ɠȴǩȣʉȋƟɻɻ

ࠅ߾



̺̤̺ͮͮ͘͘ΗϫΉС ̤ΧΓϑϺϫ˺̜Ή̺ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ƌǩƌ ʿƟ ʞɻƟ ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ƁǞȴɻƟȣ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡲ

ċȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣ ȋȴʿࢍ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡱࢎ � ɫŒȣ࢙
ƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ʉʿȴ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ ǩǇࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] ≤ ߾
Ƞ .

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ æƟʿȴɫȅ ʉǞƟ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ɠɫȴȴǇ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ
ɠɫȴɠƟɫʉˈ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ Œȋȋ ʉǞŒʉ ǩɻ ȣƟƟƌƟƌࡱ

īǞƟȣ Ǟ(ˀ) Œȣƌ Ǟ(ˁ) ŒɫƟ ƁǞȴɻƟȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ [Ƞ]ࡪ
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] = ߾

Ƞ ɻȴࢍ Œ Ǉʞȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ࢎʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿

DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟࡩ �Ɵʉ ɛ ŷƟ Œ ɠɫǩȝƟ ʿǩʉǞ ɛ ≥ |Ă|ࡱ +ǞȴȴɻƟ ɫŒȣƌȴȝ
Œ,ŷ ∈ [ɛ] ʿǩʉǞ Œ ̸= ࡱ߽ �Ɵʉࡩ

Ǟ(ˀ) = (Œˀ+ ŷ ȝȴƌ ɛ) ȝȴƌ Ƞ.

ࠆ߾



̺̤̺ͮͮ͘͘ΗϫΉС ̤ΧΓϑϺϫ˺̜Ή̺ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ƌǩƌ ʿƟ ʞɻƟ ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ƁǞȴɻƟȣ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡲ

ċȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣ ȋȴʿࢍ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡱࢎ � ɫŒȣ࢙
ƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ʉʿȴ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ ǩǇࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] ≤ ߾
Ƞ .

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ æƟʿȴɫȅ ʉǞƟ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ɠɫȴȴǇ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ
ɠɫȴɠƟɫʉˈ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ Œȋȋ ʉǞŒʉ ǩɻ ȣƟƟƌƟƌࡱ

īǞƟȣ Ǟ(ˀ) Œȣƌ Ǟ(ˁ) ŒɫƟ ƁǞȴɻƟȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ [Ƞ]ࡪ
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] = ߾

Ƞ ɻȴࢍ Œ Ǉʞȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ࢎʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿

DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟࡩ �Ɵʉ ɛ ŷƟ Œ ɠɫǩȝƟ ʿǩʉǞ ɛ ≥ |Ă|ࡱ +ǞȴȴɻƟ ɫŒȣƌȴȝ
Œ,ŷ ∈ [ɛ] ʿǩʉǞ Œ ̸= ࡱ߽ �Ɵʉࡩ

Ǟ(ˀ) = (Œˀ+ ŷ ȝȴƌ ɛ) ȝȴƌ Ƞ.

ࠆ߾

-



̺̤̺ͮͮ͘͘ΗϫΉС ̤ΧΓϑϺϫ˺̜Ή̺ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ƌǩƌ ʿƟ ʞɻƟ ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ƁǞȴɻƟȣ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡲ

ċȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣ ȋȴʿࢍ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡱࢎ � ɫŒȣ࢙
ƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ʉʿȴ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ ǩǇࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] ≤ ߾
Ƞ .

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ æƟʿȴɫȅ ʉǞƟ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ɠɫȴȴǇ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ
ɠɫȴɠƟɫʉˈ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ Œȋȋ ʉǞŒʉ ǩɻ ȣƟƟƌƟƌࡱ

īǞƟȣ Ǟ(ˀ) Œȣƌ Ǟ(ˁ) ŒɫƟ ƁǞȴɻƟȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ [Ƞ]ࡪ
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] = ߾

Ƞ ɻȴࢍ Œ Ǉʞȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ࢎʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿

DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟࡩ �Ɵʉ ɛ ŷƟ Œ ɠɫǩȝƟ ʿǩʉǞ ɛ ≥ |Ă|ࡱ +ǞȴȴɻƟ ɫŒȣƌȴȝ
Œ,ŷ ∈ [ɛ] ʿǩʉǞ Œ ̸= ࡱ߽ �Ɵʉࡩ

Ǟ(ˀ) = (Œˀ+ ŷ ȝȴƌ ɛ) ȝȴƌ Ƞ.

ࠆ߾



̺̤̺ͮͮ͘͘ΗϫΉС ̤ΧΓϑϺϫ˺̜Ή̺ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ƌǩƌ ʿƟ ʞɻƟ ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ƁǞȴɻƟȣ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡲ

ċȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣ ȋȴʿࢍ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡱࢎ � ɫŒȣ࢙
ƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ʉʿȴ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ ǩǇࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] ≤ ߾
Ƞ .

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ æƟʿȴɫȅ ʉǞƟ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ɠɫȴȴǇ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ
ɠɫȴɠƟɫʉˈ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ Œȋȋ ʉǞŒʉ ǩɻ ȣƟƟƌƟƌࡱ

īǞƟȣ Ǟ(ˀ) Œȣƌ Ǟ(ˁ) ŒɫƟ ƁǞȴɻƟȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ [Ƞ]ࡪ
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] = ߾

Ƞ ɻȴࢍ Œ Ǉʞȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ࢎʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿

DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟࡩ �Ɵʉ ɛ ŷƟ Œ ɠɫǩȝƟ ʿǩʉǞ ɛ ≥ |Ă|ࡱ +ǞȴȴɻƟ ɫŒȣƌȴȝ
Œ,ŷ ∈ [ɛ] ʿǩʉǞ Œ ̸= ࡱ߽ �Ɵʉࡩ

Ǟ(ˀ) = (Œˀ+ ŷ ȝȴƌ ɛ) ȝȴƌ Ƞ.

ࠆ߾



̺̤̺ͮͮ͘͘ΗϫΉС ̤ΧΓϑϺϫ˺̜Ή̺ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ƌǩƌ ʿƟ ʞɻƟ ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ƁǞȴɻƟȣ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡲ

ċȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣ ȋȴʿࢍ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡱࢎ � ɫŒȣ࢙
ƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ʉʿȴ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ ǩǇࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] ≤ ߾
Ƞ .

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ æƟʿȴɫȅ ʉǞƟ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ɠɫȴȴǇ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ
ɠɫȴɠƟɫʉˈ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ Œȋȋ ʉǞŒʉ ǩɻ ȣƟƟƌƟƌࡱ

īǞƟȣ Ǟ(ˀ) Œȣƌ Ǟ(ˁ) ŒɫƟ ƁǞȴɻƟȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ [Ƞ]ࡪ
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] = ߾

Ƞ ɻȴࢍ Œ Ǉʞȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ࢎʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿

DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟࡩ �Ɵʉ ɛ ŷƟ Œ ɠɫǩȝƟ ʿǩʉǞ ɛ ≥ |Ă|ࡱ +ǞȴȴɻƟ ɫŒȣƌȴȝ
Œ,ŷ ∈ [ɛ] ʿǩʉǞ Œ ̸= ࡱ߽ �Ɵʉࡩ

Ǟ(ˀ) = (Œˀ+ ŷ ȝȴƌ ɛ) ȝȴƌ Ƞ.

ࠆ߾

-



̺̤̺ͮͮ͘͘ΗϫΉС ̤ΧΓϑϺϫ˺̜Ή̺ ͩ˺ϡͩ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ƌǩƌ ʿƟ ʞɻƟ ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ƁǞȴɻƟȣ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡲ

ċȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣ ȋȴʿࢍ Ɓȴȋȋǩɻǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈࡱࢎ � ɫŒȣ࢙
ƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ʉʿȴ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ ǩǇࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] ≤ ߾
Ƞ .

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ æƟʿȴɫȅ ʉǞƟ ʉʿȴ ȋƟʻƟȋ ǞŒɻǞǩȣǊ ɠɫȴȴǇ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ
ɠɫȴɠƟɫʉˈ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ Œȋȋ ʉǞŒʉ ǩɻ ȣƟƟƌƟƌࡱ

īǞƟȣ Ǟ(ˀ) Œȣƌ Ǟ(ˁ) ŒɫƟ ƁǞȴɻƟȣ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ [Ƞ]ࡪ
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] = ߾

Ƞ ɻȴࢍ Œ Ǉʞȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ ࢎʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿

DǇ˨ƁǩƟȣʉ �ȋʉƟɫȣŒʉǩʻƟࡩ �Ɵʉ ɛ ŷƟ Œ ɠɫǩȝƟ ʿǩʉǞ ɛ ≥ |Ă|ࡱ +ǞȴȴɻƟ ɫŒȣƌȴȝ
Œ,ŷ ∈ [ɛ] ʿǩʉǞ Œ ̸= ࡱ߽ �Ɵʉࡩ

Ǟ(ˀ) = (Œˀ+ ŷ ȝȴƌ ɛ) ȝȴƌ Ƞ. ࠆ߾

,



ϑ˺ͮϘЙͮϡ̺ ͮΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Η̤̺

�ȣȴʉǞƟɫ Ɓȴȝȝȴȣ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ßŒǩɫʿǩɻƟ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣࡱ � ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = ߾
Ƞ߿ .

īǞǩƁǞ ǩɻ Œ ȝȴɫƟ ɻʉɫǩȣǊƟȣʉ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉࡲ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ ȴɫ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = Ƞ · ߿Ƞ߾ =

߾
Ƞ .

� ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ (Œˀ+ ŷ) ȝȴƌ ɛ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ ǊǩʻƟɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ʉȴɠ ȴǇ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋǩʉ࢙߿ ̍ࡱ

߽߿



ϑ˺ͮϘЙͮϡ̺ ͮΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Η̤̺

�ȣȴʉǞƟɫ Ɓȴȝȝȴȣ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ßŒǩɫʿǩɻƟ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣࡱ � ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = ߾
Ƞ߿ .

īǞǩƁǞ ǩɻ Œ ȝȴɫƟ ɻʉɫǩȣǊƟȣʉ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉࡲ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ ȴɫ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = Ƞ · ߿Ƞ߾ =

߾
Ƞ .

� ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ (Œˀ+ ŷ) ȝȴƌ ɛ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ ǊǩʻƟɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ʉȴɠ ȴǇ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋǩʉ࢙߿ ̍ࡱ

߽߿



ϑ˺ͮϘЙͮϡ̺ ͮΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Η̤̺

�ȣȴʉǞƟɫ Ɓȴȝȝȴȣ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ßŒǩɫʿǩɻƟ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣࡱ � ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = ߾
Ƞ߿ .

īǞǩƁǞ ǩɻ Œ ȝȴɫƟ ɻʉɫǩȣǊƟȣʉ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉࡲ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ ȴɫ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = Ƞ · ߿Ƞ߾ =

߾
Ƞ .

� ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ (Œˀ+ ŷ) ȝȴƌ ɛ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ ǊǩʻƟɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ʉȴɠ ȴǇ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋǩʉ࢙߿ ̍ࡱ

߽߿



ϑ˺ͮϘЙͮϡ̺ ͮΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Η̤̺

�ȣȴʉǞƟɫ Ɓȴȝȝȴȣ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ßŒǩɫʿǩɻƟ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣࡱ � ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = ߾
Ƞ߿ .

īǞǩƁǞ ǩɻ Œ ȝȴɫƟ ɻʉɫǩȣǊƟȣʉ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉࡲ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ ȴɫ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = Ƞ · ߿Ƞ߾ =

߾
Ƞ .

� ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ (Œˀ+ ŷ) ȝȴƌ ɛ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ ǊǩʻƟɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ʉȴɠ ȴǇ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋǩʉ࢙߿ ̍ࡱ

߽߿

:



ϑ˺ͮϘЙͮϡ̺ ͮΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Η̤̺

�ȣȴʉǞƟɫ Ɓȴȝȝȴȣ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ßŒǩɫʿǩɻƟ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣࡱ � ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = ߾
Ƞ߿ .

īǞǩƁǞ ǩɻ Œ ȝȴɫƟ ɻʉɫǩȣǊƟȣʉ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉࡲ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ ȴɫ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = Ƞ · ߿Ƞ߾ =

߾
Ƞ .

� ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ (Œˀ+ ŷ) ȝȴƌ ɛ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ ǊǩʻƟɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ʉȴɠ ȴǇ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋǩʉ࢙߿ ̍ࡱ

߽߿



ϑ˺ͮϘЙͮϡ̺ ͮΗ̭̺ϑ̺Η̭̺Η̤̺

�ȣȴʉǞƟɫ Ɓȴȝȝȴȣ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉ Ǉȴɫ Œ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

ȅ࢙ʿǩɻƟ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ oŒɻǞ `ʞȣƁʉǩȴȣࡱ � ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ
Ǉɫȴȝ Ǟ : Ă→ [Ƞ] ǩɻ Ȃ࢙ʿǩɻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ ∈ [Ƞ]ࡩ

ßɫ[Ǟ(ˀ߾) = Ǟ(ˀ߿) = . . . = Ǟ(ˀȂ) = Ǧ] = ߾
ȠȂ .

īǞǩƁǞ ǩɻ Œ ȝȴɫƟ ɻʉɫǩȣǊƟȣʉ ɫƟɧʞǩɫƟȝƟȣʉࡲ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋ࢙߿ ȴɫ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡲ

ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ)] =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ßɫ[Ǟ(ˀ) = Ǟ(ˁ) = Ǧ] = Ƞ · ߿Ƞ߾ =

߾
Ƞ .

� ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ (Œˀ+ ŷ) ȝȴƌ ɛ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ ǊǩʻƟɻ ɠŒǩɫʿǩɻƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴȣ ʉȴɠ ȴǇ ʞȣǩʻƟɫɻŒȋǩʉ࢙߿ ̍ࡱ

߽߿

[



äʞƟɻʉǩȴȣɻ ȴȣ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ �Œɫȅȴʻࢪɻࡪ ǞŒɻǞǩȣǊࡲ

߾߿



Η̺Рϫ ϡϫ̺ϑ

ࡱ߾ īƟࢪȋȋ ƁȴȣɻǩƌƟɫ Œȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʿǞƟɫƟ ȴʞɫ ʉȴȴȋȅǩʉ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ऍ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƌȴƟɻȣࢪʉ ǊǩʻƟ ȝʞƁǞࡱ

ࡱ߿ üǞƟȣ ʿƟࢪȋȋ ɻǞȴʿ Ǟȴʿ Œ ɻǩȝɠȋƟ ʉʿǩɻʉ ȴȣ �Œɫȅȴʻࢪɻ ƁŒȣ ǊǩʻƟ Œ
ȝʞƁǞ ɻʉɫȴȣǊƟɫ ɫƟɻʞȋʉࡱ

߿߿



Η̺Рϫ ϡϫ̺ϑ

ࡱ߾ īƟࢪȋȋ ƁȴȣɻǩƌƟɫ Œȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʿǞƟɫƟ ȴʞɫ ʉȴȴȋȅǩʉ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ऍ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƌȴƟɻȣࢪʉ ǊǩʻƟ ȝʞƁǞࡱ

ࡱ߿ üǞƟȣ ʿƟࢪȋȋ ɻǞȴʿ Ǟȴʿ Œ ɻǩȝɠȋƟ ʉʿǩɻʉ ȴȣ �Œɫȅȴʻࢪɻ ƁŒȣ ǊǩʻƟ Œ
ȝʞƁǞ ɻʉɫȴȣǊƟɫ ɫƟɻʞȋʉࡱ

߿߿



˺ΗΧϫ̺ͩϘ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ

æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȴŒƌ #ŒȋŒȣƁǩȣǊࡩ

ðǩȝɠȋƟ �ȴƌƟȋࡩ Ƞ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ȃ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ oȴʿ
ȝŒȣˈ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ȝʞɻʉ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ǞŒȣƌȋƟࡲ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ƌȴȣƟ ʻǩŒ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ īǞˈࡲ

ࠀ߿



˺ΗΧϫ̺ͩϘ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ

æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȴŒƌ #ŒȋŒȣƁǩȣǊࡩ

ðǩȝɠȋƟ �ȴƌƟȋࡩ Ƞ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ȃ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ oȴʿ
ȝŒȣˈ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ȝʞɻʉ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ǞŒȣƌȋƟࡲ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ƌȴȣƟ ʻǩŒ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ īǞˈࡲ

ࠀ߿



˺ΗΧϫ̺ͩϘ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ

æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ �ȴŒƌ #ŒȋŒȣƁǩȣǊࡩ

ðǩȝɠȋƟ �ȴƌƟȋࡩ Ƞ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ȃ ɻƟɫʻƟɫɻࡱ oȴʿ
ȝŒȣˈ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ȝʞɻʉ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ǞŒȣƌȋƟࡲ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ƌȴȣƟ ʻǩŒ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ īǞˈࡲ
ࠀ߿



Й̺˺΄Η̺ϡϡ Χ͘ Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ

DˇɠƟƁʉƟƌ £ʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡩ

E[æǦ] =
Ƞ∑

Ǻ=߾
E[IɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ǧ] =

Ƞ∑

Ǻ=߾
ßɫ [Ǻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ǧ] = Ƞ

Ȃ .

xǇ ʿƟ ɠɫȴʻǩɻǩȴȣ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ŷƟ ŒŷȋƟ ʉȴ ǞŒȣƌȋƟ ʉʿǩƁƟ ʉǞƟ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ
ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌࡲ

�ɠɠȋˈǩȣǊ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

ßɫ [æǦ ≥ [E[æǦ]߿ ≤
E[æǦ]
E[æǦ]߿

=
߾
߿ .

£ȴʉ ǊɫƟŒʉࡱࡱࡱǞŒȋǇ ʉǞƟ ɻƟɫʻƟɫɻ ȝŒˈ ŷƟ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠁ߿

¥



Й̺˺΄Η̺ϡϡ Χ͘ Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ

DˇɠƟƁʉƟƌ £ʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡩ

E[æǦ] =
Ƞ∑

Ǻ=߾
E[IɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ǧ] =

Ƞ∑

Ǻ=߾
ßɫ [Ǻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ǧ] = Ƞ

Ȃ .

xǇ ʿƟ ɠɫȴʻǩɻǩȴȣ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ŷƟ ŒŷȋƟ ʉȴ ǞŒȣƌȋƟ ʉʿǩƁƟ ʉǞƟ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ
ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌࡲ

�ɠɠȋˈǩȣǊ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

ßɫ [æǦ ≥ [E[æǦ]߿ ≤
E[æǦ]
E[æǦ]߿

=
߾
߿ .

£ȴʉ ǊɫƟŒʉࡱࡱࡱǞŒȋǇ ʉǞƟ ɻƟɫʻƟɫɻ ȝŒˈ ŷƟ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠁ߿

Lnk



Й̺˺΄Η̺ϡϡ Χ͘ Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ

DˇɠƟƁʉƟƌ £ʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡩ

E[æǦ] =
Ƞ∑

Ǻ=߾
E[IɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ǧ] =

Ƞ∑

Ǻ=߾
ßɫ [Ǻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ǧ] = Ƞ

Ȃ .

xǇ ʿƟ ɠɫȴʻǩɻǩȴȣ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ŷƟ ŒŷȋƟ ʉȴ ǞŒȣƌȋƟ ʉʿǩƁƟ ʉǞƟ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ
ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌࡲ

�ɠɠȋˈǩȣǊ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

ßɫ [æǦ ≥ [E[æǦ]߿ ≤
E[æǦ]
E[æǦ]߿

=
߾
߿ .

£ȴʉ ǊɫƟŒʉࡱࡱࡱǞŒȋǇ ʉǞƟ ɻƟɫʻƟɫɻ ȝŒˈ ŷƟ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠁ߿

=



Й̺˺΄Η̺ϡϡ Χ͘ Γ˺Ϙ΄ΧЖࢪϡ

DˇɠƟƁʉƟƌ £ʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡩ

E[æǦ] =
Ƞ∑

Ǻ=߾
E[IɫƟɧʞƟɻʉ Ǻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ǧ] =

Ƞ∑

Ǻ=߾
ßɫ [Ǻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ǧ] = Ƞ

Ȃ .

xǇ ʿƟ ɠɫȴʻǩɻǩȴȣ ƟŒƁǞ ɻƟɫʻƟɫ ŷƟ ŒŷȋƟ ʉȴ ǞŒȣƌȋƟ ʉʿǩƁƟ ʉǞƟ
ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȋȴŒƌࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Œ ɻƟɫʻƟɫ ǩɻ
ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌࡲ

�ɠɠȋˈǩȣǊ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ

ßɫ [æǦ ≥ [E[æǦ]߿ ≤
E[æǦ]
E[æǦ]߿

=
߾
߿ .

£ȴʉ ǊɫƟŒʉࡱࡱࡱǞŒȋǇ ʉǞƟ ɻƟɫʻƟɫɻ ȝŒˈ ŷƟ ȴʻƟɫȋȴŒƌƟƌࡱ

Ƞࡩ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ Ȃࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟɫʻƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫƟɧʞƟɻʉɻࡪ
æǦ ࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟɧʞƟɻʉɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟɫ Ǧࡱ

ࠁ߿



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

īǩʉǞ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʉʿǩɻʉ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƁŒȣ ŷƟ ȝŒƌƟ
ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʻŒȋʞƟ ʂ > ࡩ߽

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) = ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿).

Ĳ߿ ǩɻ Œ ȣȴȣȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ðȴ ƁŒȣ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) =

ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿) ≤ E[Ĳ߿]
ʂ߿ .

ˈŷࢍ ɠȋʞǊǊǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ− E[Ĳ]ࢎ

ࠂ߿



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

īǩʉǞ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʉʿǩɻʉ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƁŒȣ ŷƟ ȝŒƌƟ
ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʻŒȋʞƟ ʂ > ࡩ߽

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) = ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿).

Ĳ߿ ǩɻ Œ ȣȴȣȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ðȴ ƁŒȣ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) =

ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿) ≤ E[Ĳ߿]
ʂ߿ .

ˈŷࢍ ɠȋʞǊǊǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ− E[Ĳ]ࢎ

ࠂ߿

•



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

īǩʉǞ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʉʿǩɻʉ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƁŒȣ ŷƟ ȝŒƌƟ
ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʻŒȋʞƟ ʂ > ࡩ߽

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) = ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿).

Ĳ߿ ǩɻ Œ ȣȴȣȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ðȴ ƁŒȣ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) =

ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿) ≤ E[Ĳ߿]
ʂ߿ .

ˈŷࢍ ɠȋʞǊǊǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ− E[Ĳ]ࢎ

ࠂ߿



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

īǩʉǞ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʉʿǩɻʉ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƁŒȣ ŷƟ ȝŒƌƟ
ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʻŒȋʞƟ ʂ > ࡩ߽

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) = ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿).

Ĳ߿ ǩɻ Œ ȣȴȣȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ðȴ ƁŒȣ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) =

ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿) ≤ E[Ĳ߿]
ʂ߿ .

ˈŷࢍ ɠȋʞǊǊǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ− E[Ĳ]ࢎ

ࠂ߿



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

īǩʉǞ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʉʿǩɻʉ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƁŒȣ ŷƟ ȝŒƌƟ
ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʻŒȋʞƟ ʂ > ࡩ߽

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) = ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿).

Ĳ߿ ǩɻ Œ ȣȴȣȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ðȴ ƁŒȣ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) = ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿) ≤ E[Ĳ߿]
ʂ߿ .

ˈŷࢍ ɠȋʞǊǊǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ− E[Ĳ]ࢎ

ࠂ߿



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

īǩʉǞ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʉʿǩɻʉ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƁŒȣ ŷƟ ȝŒƌƟ
ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʻŒȋʞƟ ʂ > ࡩ߽

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) = ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿).

Ĳ߿ ǩɻ Œ ȣȴȣȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ðȴ ƁŒȣ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) = ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿) ≤ E[Ĳ߿]
ʂ߿ .

ˈŷࢍ ɠȋʞǊǊǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ− E[Ĳ]ࢎ

ࠂ߿

P r(1k¥71>f ) s BEEN]+2



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

īǩʉǞ Œ ʻƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟ ʉʿǩɻʉ �Œɫȅȴʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈ ƁŒȣ ŷƟ ȝŒƌƟ
ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ Œȣƌ Œȣˈ ʻŒȋʞƟ ʂ > ࡩ߽

ßɫ(|Ĳ| ≥ ʂ) = ßɫ(Ĳ߿ ≥ ʂ߿).

Ĳ߿ ǩɻ Œ ȣȴȣȣƟǊŒʉǩʻƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ðȴ ƁŒȣ Œɠɠȋˈ �Œɫȅȴʻࢪɻ
ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]
ʂ߿ .

ˈŷࢍ ɠȋʞǊǊǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ĳ− E[Ĳ]ࢎ
ࠂ߿

-



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]
ʂ߿

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Ĳ ǇŒȋȋɻ ɵ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣɻ Ǉɫȴȝ
ǩʉࢪɻ ȝƟŒȣࡲ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ɵ ·
√
ĨŒɫ[Ĳ]) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]

ɵ߿ · ĨŒɫ[Ĳ] =
߾
ɵ߿ .

īǞˈ ǩɻ ʉǞǩɻ ɻȴ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡲ

Ĳࡩ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡪ ʂ, ɵࡩ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࠃ߿



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]
ʂ߿

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Ĳ ǇŒȋȋɻ ɵ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣɻ Ǉɫȴȝ
ǩʉࢪɻ ȝƟŒȣࡲ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ɵ ·
√
ĨŒɫ[Ĳ]) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]

ɵ߿ · ĨŒɫ[Ĳ] =
߾
ɵ߿ .

īǞˈ ǩɻ ʉǞǩɻ ɻȴ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡲ

Ĳࡩ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡪ ʂ, ɵࡩ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࠃ߿



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]
ʂ߿

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Ĳ ǇŒȋȋɻ ɵ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣɻ Ǉɫȴȝ
ǩʉࢪɻ ȝƟŒȣࡲ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ɵ ·
√
ĨŒɫ[Ĳ]) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]

ɵ߿ · ĨŒɫ[Ĳ] =
߾
ɵ߿ .

īǞˈ ǩɻ ʉǞǩɻ ɻȴ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡲ

Ĳࡩ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡪ ʂ, ɵࡩ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࠃ߿

[



̤̺̜ͩСϡ̺ͩЖࢪϡ ͮΗ̺ϖϺ˺ΉͮϫС

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ʂ) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]
ʂ߿

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ Ĳ ǇŒȋȋɻ ɵ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣɻ Ǉɫȴȝ
ǩʉࢪɻ ȝƟŒȣࡲ

ßɫ(|Ĳ− E[Ĳ]| ≥ ɵ ·
√
ĨŒɫ[Ĳ]) ≤ ĨŒɫ[Ĳ]

ɵ߿ · ĨŒɫ[Ĳ] =
߾
ɵ߿ .

īǞˈ ǩɻ ʉǞǩɻ ɻȴ ɠȴʿƟɫǇʞȋࡲ

Ĳࡩ Œȣˈ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡪ ʂ, ɵࡩ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࠃ߿



Ή˺Й Χ͘ Ή˺Ϙ̺͞ ΗϺΓ̜̺Ϙϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌɫŒʿǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ࢎࡱƌࡱǩࡱǩࢍ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʿǩʉǞ ȝƟŒȣ µ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ σࡱ߿

oȴʿ ʿƟȋȋ ƌȴƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ð = ߾
Ƞ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ
ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȝƟŒȣ µࡲ

ĨŒɫ[ð] = ߾
Ƞ߿ ĨŒɫ

[ Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ

]

=
߾
Ƞ߿

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĨŒɫ [ĲǦ] =

߾
Ƞ߿ · Ƞ · σ߿ = σ߿

Ƞ .

#ˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ʻŒȋʞƟ ϵ > ࡪ߽

ßɫ(|ð− | ≥ ϵ) ≤ ĨŒɫ[ð]
ϵ߿

=
σ߿

Ƞϵ߿ .

�Œʿ ȴǇ �ŒɫǊƟ £ʞȝŷƟɫɻࡩ ʿǩʉǞ ƟȣȴʞǊǞ ɻŒȝɠȋƟɻ Ƞࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ŒʻƟɫŒǊƟ ʿǩȋȋ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ +Œȣȣȴʉ ɻǞȴʿ Ǉɫȴȝ ʻŒȣǩȋȋŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠄ߿



Ή˺Й Χ͘ Ή˺Ϙ̺͞ ΗϺΓ̜̺Ϙϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌɫŒʿǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ࢎࡱƌࡱǩࡱǩࢍ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʿǩʉǞ ȝƟŒȣ µ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ σࡱ߿

oȴʿ ʿƟȋȋ ƌȴƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ð = ߾
Ƞ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ
ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȝƟŒȣ µࡲ

ĨŒɫ[ð] = ߾
Ƞ߿ ĨŒɫ

[ Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ

]

=
߾
Ƞ߿

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĨŒɫ [ĲǦ] =

߾
Ƞ߿ · Ƞ · σ߿ = σ߿

Ƞ .

#ˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ʻŒȋʞƟ ϵ > ࡪ߽

ßɫ(|ð− | ≥ ϵ) ≤ ĨŒɫ[ð]
ϵ߿

=
σ߿

Ƞϵ߿ .

�Œʿ ȴǇ �ŒɫǊƟ £ʞȝŷƟɫɻࡩ ʿǩʉǞ ƟȣȴʞǊǞ ɻŒȝɠȋƟɻ Ƞࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ŒʻƟɫŒǊƟ ʿǩȋȋ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ +Œȣȣȴʉ ɻǞȴʿ Ǉɫȴȝ ʻŒȣǩȋȋŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠄ߿



Ή˺Й Χ͘ Ή˺Ϙ̺͞ ΗϺΓ̜̺Ϙϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌɫŒʿǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ࢎࡱƌࡱǩࡱǩࢍ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʿǩʉǞ ȝƟŒȣ µ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ σࡱ߿

oȴʿ ʿƟȋȋ ƌȴƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ð = ߾
Ƞ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ
ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȝƟŒȣ µࡲ

ĨŒɫ[ð] = ߾
Ƞ߿ ĨŒɫ

[ Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ

]

=
߾
Ƞ߿

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĨŒɫ [ĲǦ] =

߾
Ƞ߿ · Ƞ · σ߿ = σ߿

Ƞ .

#ˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ʻŒȋʞƟ ϵ > ࡪ߽

ßɫ(|ð− | ≥ ϵ) ≤ ĨŒɫ[ð]
ϵ߿

=
σ߿

Ƞϵ߿ .

�Œʿ ȴǇ �ŒɫǊƟ £ʞȝŷƟɫɻࡩ ʿǩʉǞ ƟȣȴʞǊǞ ɻŒȝɠȋƟɻ Ƞࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ŒʻƟɫŒǊƟ ʿǩȋȋ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ +Œȣȣȴʉ ɻǞȴʿ Ǉɫȴȝ ʻŒȣǩȋȋŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠄ߿

0



Ή˺Й Χ͘ Ή˺Ϙ̺͞ ΗϺΓ̜̺Ϙϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌɫŒʿǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ࢎࡱƌࡱǩࡱǩࢍ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʿǩʉǞ ȝƟŒȣ µ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ σࡱ߿

oȴʿ ʿƟȋȋ ƌȴƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ð = ߾
Ƞ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ
ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȝƟŒȣ µࡲ

ĨŒɫ[ð] = ߾
Ƞ߿ ĨŒɫ

[ Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ

]
=

߾
Ƞ߿

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĨŒɫ [ĲǦ]

=
߾
Ƞ߿ · Ƞ · σ߿ = σ߿

Ƞ .

#ˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ʻŒȋʞƟ ϵ > ࡪ߽

ßɫ(|ð− | ≥ ϵ) ≤ ĨŒɫ[ð]
ϵ߿

=
σ߿

Ƞϵ߿ .

�Œʿ ȴǇ �ŒɫǊƟ £ʞȝŷƟɫɻࡩ ʿǩʉǞ ƟȣȴʞǊǞ ɻŒȝɠȋƟɻ Ƞࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ŒʻƟɫŒǊƟ ʿǩȋȋ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ +Œȣȣȴʉ ɻǞȴʿ Ǉɫȴȝ ʻŒȣǩȋȋŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠄ߿

0



Ή˺Й Χ͘ Ή˺Ϙ̺͞ ΗϺΓ̜̺Ϙϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌɫŒʿǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ࢎࡱƌࡱǩࡱǩࢍ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʿǩʉǞ ȝƟŒȣ µ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ σࡱ߿

oȴʿ ʿƟȋȋ ƌȴƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ð = ߾
Ƞ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ
ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȝƟŒȣ µࡲ

ĨŒɫ[ð] = ߾
Ƞ߿ ĨŒɫ

[ Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ

]
=

߾
Ƞ߿

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĨŒɫ [ĲǦ] =

߾
Ƞ߿ · Ƞ · σ߿

=
σ߿

Ƞ .

#ˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ʻŒȋʞƟ ϵ > ࡪ߽

ßɫ(|ð− | ≥ ϵ) ≤ ĨŒɫ[ð]
ϵ߿

=
σ߿

Ƞϵ߿ .

�Œʿ ȴǇ �ŒɫǊƟ £ʞȝŷƟɫɻࡩ ʿǩʉǞ ƟȣȴʞǊǞ ɻŒȝɠȋƟɻ Ƞࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ŒʻƟɫŒǊƟ ʿǩȋȋ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ +Œȣȣȴʉ ɻǞȴʿ Ǉɫȴȝ ʻŒȣǩȋȋŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠄ߿



Ή˺Й Χ͘ Ή˺Ϙ̺͞ ΗϺΓ̜̺Ϙϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌɫŒʿǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ࢎࡱƌࡱǩࡱǩࢍ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʿǩʉǞ ȝƟŒȣ µ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ σࡱ߿

oȴʿ ʿƟȋȋ ƌȴƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ð = ߾
Ƞ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ
ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȝƟŒȣ µࡲ

ĨŒɫ[ð] = ߾
Ƞ߿ ĨŒɫ

[ Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ

]
=

߾
Ƞ߿

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĨŒɫ [ĲǦ] =

߾
Ƞ߿ · Ƞ · σ߿ = σ߿

Ƞ .

#ˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ʻŒȋʞƟ ϵ > ࡪ߽

ßɫ(|ð− | ≥ ϵ) ≤ ĨŒɫ[ð]
ϵ߿

=
σ߿

Ƞϵ߿ .

�Œʿ ȴǇ �ŒɫǊƟ £ʞȝŷƟɫɻࡩ ʿǩʉǞ ƟȣȴʞǊǞ ɻŒȝɠȋƟɻ Ƞࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ŒʻƟɫŒǊƟ ʿǩȋȋ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ +Œȣȣȴʉ ɻǞȴʿ Ǉɫȴȝ ʻŒȣǩȋȋŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠄ߿



Ή˺Й Χ͘ Ή˺Ϙ̺͞ ΗϺΓ̜̺Ϙϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌɫŒʿǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ࢎࡱƌࡱǩࡱǩࢍ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʿǩʉǞ ȝƟŒȣ µ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ σࡱ߿

oȴʿ ʿƟȋȋ ƌȴƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ð = ߾
Ƞ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ
ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȝƟŒȣ µࡲ

ĨŒɫ[ð] = ߾
Ƞ߿ ĨŒɫ

[ Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ

]
=

߾
Ƞ߿

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĨŒɫ [ĲǦ] =

߾
Ƞ߿ · Ƞ · σ߿ = σ߿

Ƞ .

#ˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ʻŒȋʞƟ ϵ > ࡪ߽

ßɫ(|ð− E[ð]| ≥ ϵ) ≤ ĨŒɫ[ð]
ϵ߿

=
σ߿

Ƞϵ߿ .

�Œʿ ȴǇ �ŒɫǊƟ £ʞȝŷƟɫɻࡩ ʿǩʉǞ ƟȣȴʞǊǞ ɻŒȝɠȋƟɻ Ƞࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ŒʻƟɫŒǊƟ ʿǩȋȋ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ +Œȣȣȴʉ ɻǞȴʿ Ǉɫȴȝ ʻŒȣǩȋȋŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠄ߿

M



Ή˺Й Χ͘ Ή˺Ϙ̺͞ ΗϺΓ̜̺Ϙϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌɫŒʿǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ࢎࡱƌࡱǩࡱǩࢍ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʿǩʉǞ ȝƟŒȣ µ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ σࡱ߿

oȴʿ ʿƟȋȋ ƌȴƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ð = ߾
Ƞ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ
ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȝƟŒȣ µࡲ

ĨŒɫ[ð] = ߾
Ƞ߿ ĨŒɫ

[ Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ

]
=

߾
Ƞ߿

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĨŒɫ [ĲǦ] =

߾
Ƞ߿ · Ƞ · σ߿ = σ߿

Ƞ .

#ˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ʻŒȋʞƟ ϵ > ࡪ߽

ßɫ(|ð− µ| ≥ ϵ) ≤ ĨŒɫ[ð]
ϵ߿

=
σ߿

Ƞϵ߿ .

�Œʿ ȴǇ �ŒɫǊƟ £ʞȝŷƟɫɻࡩ ʿǩʉǞ ƟȣȴʞǊǞ ɻŒȝɠȋƟɻ Ƞࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ŒʻƟɫŒǊƟ ʿǩȋȋ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ +Œȣȣȴʉ ɻǞȴʿ Ǉɫȴȝ ʻŒȣǩȋȋŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠄ߿



Ή˺Й Χ͘ Ή˺Ϙ̺͞ ΗϺΓ̜̺Ϙϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌɫŒʿǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ࢎࡱƌࡱǩࡱǩࢍ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʿǩʉǞ ȝƟŒȣ µ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ σࡱ߿

oȴʿ ʿƟȋȋ ƌȴƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ð = ߾
Ƞ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ
ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȝƟŒȣ µࡲ

ĨŒɫ[ð] = ߾
Ƞ߿ ĨŒɫ

[ Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ

]
=

߾
Ƞ߿

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĨŒɫ [ĲǦ] =

߾
Ƞ߿ · Ƞ · σ߿ = σ߿

Ƞ .

#ˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ʻŒȋʞƟ ϵ > ࡪ߽

ßɫ(|ð− µ| ≥ ϵ) ≤ ĨŒɫ[ð]
ϵ߿

=
σ߿

Ƞϵ߿ .

�Œʿ ȴǇ �ŒɫǊƟ £ʞȝŷƟɫɻࡩ ʿǩʉǞ ƟȣȴʞǊǞ ɻŒȝɠȋƟɻ Ƞࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ŒʻƟɫŒǊƟ ʿǩȋȋ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ ȝƟŒȣࡱ

ࡦ +Œȣȣȴʉ ɻǞȴʿ Ǉɫȴȝ ʻŒȣǩȋȋŒ �Œɫȅȴʻࢪɻ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉ ̍ࡱ

ࠄ߿



Ή˺Й Χ͘ Ή˺Ϙ̺͞ ΗϺΓ̜̺Ϙϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ƌɫŒʿǩȣǊ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ࢎࡱƌࡱǩࡱǩࢍ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ ʿǩʉǞ ȝƟŒȣ µ Œȣƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ σࡱ߿

oȴʿ ʿƟȋȋ ƌȴƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ð = ߾
Ƞ
∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ
ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȝƟŒȣ µࡲ

ĨŒɫ[ð] = ߾
Ƞ߿ ĨŒɫ

[ Ƞ∑

Ǧ=߾
ĲǦ

]
=

߾
Ƞ߿

Ƞ∑

Ǧ=߾
ĨŒɫ [ĲǦ] =

߾
Ƞ߿ · Ƞ · σ߿ = σ߿

Ƞ .

#ˈ +ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ Ǉȴɫ Œȣˈ ˨ˇƟƌ ʻŒȋʞƟ ϵ > ࡪ߽

ßɫ(|ð− µ| ≥ ϵ) ≤ ĨŒɫ[ð]
ϵ߿

=
σ߿

Ƞϵ߿ .

�Œʿ ȴǇ �ŒɫǊƟ £ʞȝŷƟɫɻࡩ ʿǩʉǞ ƟȣȴʞǊǞ ɻŒȝɠȋƟɻ Ƞࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ŒʻƟɫŒǊƟ ʿǩȋȋ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ ȝƟŒȣࡱ
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Η̺Рϫ ϫͮΓ̺

+ǞƟŷˈɻǞƟʻࢪɻ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ � ɧʞŒȣʉǩʉŒʉǩʻƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ȋŒʿ ȴǇ
ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ üǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ȴǇ ȝŒȣˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟɻ Œɫȴʞȣƌ ǩʉɻ ȝƟŒȣࡱ

+ǞƟɫȣȴǇǇ üˈɠƟ #ȴʞȣƌɻࡩ � ɧʞŒȣʉǩʉŒʉǩʻƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁƟȣʉɫŒȋ
ȋǩȝǩʉ ʉǞƟȴɫƟȝࡱ üǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ȴǇ ȝŒȣˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ȋǩȅƟ Œ cŒʞɻɻǩŒȣࡱ
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