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߽



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ DǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ Œȣƌ ß+�

ࡦ +Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƌŒʉŒ ȋˈǩȣǊ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ
ŷˈ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣʉȴ ʉǞŒʉ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ `ǩȣƌǩȣǊ ʉǞƟ ŷƟɻʉ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʻǩŒ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ
ࡱࢎ�+ßࢍ

ࡦ �ƟŒɻʞɫǩȣǊ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ `ǩȣǩɻǞ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Œȣƌ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ
ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ࢎðĨ5ࢍ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ ß+�  ɫʞȣʉǩȝƟ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻ Œȣƌ ɠǩƁȅǩȣǊ Ȃࡱ

ࡦ ĨǩƟʿ ȴǇ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ ðĨ5ࡱ

ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ŷƟˈȴȣƌ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

߾
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̜˺ϡ̤ͮ ϡ̺ϫ Ϻϑ

ðƟʉ ċɠࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œȣˈ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ �Ɵʉ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡱ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ
ࡦ ĨĨó ∈ RƊ×Ɗ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ ȴȣʉȴ V ࡱ
ࡦ Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó)ࡱ cǩʻƟɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ߿

=



̜˺ϡ̤ͮ ϡ̺ϫ Ϻϑ

ðƟʉ ċɠࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œȣˈ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ �Ɵʉ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡱ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ
ࡦ ĨĨó ∈ RƊ×Ɗ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ ȴȣʉȴ V ࡱ
ࡦ Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó)ࡱ cǩʻƟɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ߿
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ

ĨȂ = ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^

ࡦ ßɫȴȴǇ ʻǩŒ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ Œȣƌ ǊɫƟƟƌˈ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻ ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂ∥߿^ =

∑Ɗ
Ǧ=Ȃ+߾ λǦ(ĲóĲ)ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠀ

- -



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ

ĨȂ = ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^

ࡦ ßɫȴȴǇ ʻǩŒ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ Œȣƌ ǊɫƟƟƌˈ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻ ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂ∥߿^ =

∑Ɗ
Ǧ=Ȃ+߾ λǦ(ĲóĲ)ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠀ

-

-
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ

ĨȂ = ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^

ࡦ ßɫȴȴǇ ʻǩŒ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ Œȣƌ ǊɫƟƟƌˈ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ
ࡦ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻ ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂ∥߿^ =

∑Ɗ
Ǧ=Ȃ+߾ λǦ(ĲóĲ)ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠀ
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ
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ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ Ȃ ʉȴ ŷŒȋŒȣƁƟ ŒƁƁʞɫŒƁˈ Œȣƌ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ
ࡦ ´ǇʉƟȣ Œʉ Œȣ ࡱࢪƟȋŷȴʿࢩ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ Ȃ ʉȴ ŷŒȋŒȣƁƟ ŒƁƁʞɫŒƁˈ Œȣƌ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ
ࡦ ´ǇʉƟȣ Œʉ Œȣ ࡱࢪƟȋŷȴʿࢩ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ

AX-XVKVEHE = ¥4,dilxtxdg
- .



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ Ȃ ʉȴ ŷŒȋŒȣƁƟ ŒƁƁʞɫŒƁˈ Œȣƌ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ
ࡦ ´ǇʉƟȣ Œʉ Œȣ ࡱࢪƟȋŷȴʿࢩ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ

§}°O°
e is(XX)
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ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ Ȃ ʉȴ ŷŒȋŒȣƁƟ ŒƁƁʞɫŒƁˈ Œȣƌ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ
ࡦ ´ǇʉƟȣ Œʉ Œȣ ࡱࢪƟȋŷȴʿࢩ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ

± §
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ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
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ࡦ +ǞȴȴɻƟ Ȃ ʉȴ ŷŒȋŒȣƁƟ ŒƁƁʞɫŒƁˈ Œȣƌ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ
ࡦ ´ǇʉƟȣ Œʉ Œȣ ࡱࢪƟȋŷȴʿࢩ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ
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ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ Ȃ ʉȴ ŷŒȋŒȣƁƟ ŒƁƁʞɫŒƁˈ Œȣƌ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ
ࡦ ´ǇʉƟȣ Œʉ Œȣ ࡱࢪƟȋŷȴʿࢩ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
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ࡦ +ǞȴȴɻƟ Ȃ ʉȴ ŷŒȋŒȣƁƟ ŒƁƁʞɫŒƁˈ Œȣƌ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ
ࡦ ´ǇʉƟȣ Œʉ Œȣ ࡱࢪƟȋŷȴʿࢩ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
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ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ Ȃ ʉȴ ŷŒȋŒȣƁƟ ŒƁƁʞɫŒƁˈ Œȣƌ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ
ࡦ ´ǇʉƟȣ Œʉ Œȣ ࡱࢪƟȋŷȴʿࢩ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ
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DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲ ŒɫƟ ŒȋʿŒˈɻ ɠȴɻǩʉǩʻƟࡱ
oǩȣʉࡩ ċɻƟ ʉǞŒʉ λǺ = ⃗ɹóǺ ĲóĲ⃗ʴǺࡱ

ࠃ

X , >X > . . . > Xd
Y '
Xtxy.:X;D'd

{Xiu'Dx t x t y j s - x j v j - :X;fv;)- -
xTx
⇒ t i e .

positive semidefinite matrix

I f



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+

+ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ

- - - -
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æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+

+ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ

-

x x xVik

ng
'Fit
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´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+

+ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ
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-
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ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ = ĨóȂĨΛĨóĨȂ

= ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ
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ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ = ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ
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ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ = ĨóȂĨΛĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ ɠȴʿƟɫࢍ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ ɠȴʿƟɫࢍ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ

ain't



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ ɠȴʿƟɫࢍ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ ɠȴʿƟɫࢍ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ
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ϡͮΗ͞ϺΉ˺Ϙ Ж˺ΉϺ̺ ̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

üǞƟ ðǩȣǊʞȋŒɫ ĨŒȋʞƟ 5ƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ࢎðĨ5ࢍ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ŒɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ƟʻƟȣࢍ ɫƟƁʉŒȣǊʞȋŒɫࢎ ȝŒʉɫǩƁƟɻࡱ

�ȣˈ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(Ĳ) = ɥ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = ċΣĨóࡱ

ࡦ ċ ǞŒɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗ɥ ∈ RȠ ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱࢎ
ࡦ Ĩ ǞŒɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹɥ ∈ RƊ ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱࢎ
ࡦ Σ ǩɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ƟȋƟȝƟȣʉɻ σ߾ ≥ σ߿ ≥ . . . ≥ σɥ > ߽ ɻǩȣǊʞȋŒɫࢍ
ʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

üǞƟ ɻʿǩɻɻࢩ Œɫȝˈ ȅȣǩǇƟࢪ ȴǇ ȝȴƌƟɫȣ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒࡱ

ࠆ



ϡͮΗ͞ϺΉ˺Ϙ Ж˺ΉϺ̺ ̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

üǞƟ ðǩȣǊʞȋŒɫ ĨŒȋʞƟ 5ƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ࢎðĨ5ࢍ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ŒɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ƟʻƟȣࢍ ɫƟƁʉŒȣǊʞȋŒɫࢎ ȝŒʉɫǩƁƟɻࡱ �ȣˈ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(Ĳ) = ɥ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = ċΣĨóࡱ

ࡦ ċ ǞŒɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗ɥ ∈ RȠ ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱࢎ
ࡦ Ĩ ǞŒɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹɥ ∈ RƊ ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱࢎ
ࡦ Σ ǩɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ƟȋƟȝƟȣʉɻ σ߾ ≥ σ߿ ≥ . . . ≥ σɥ > ߽ ɻǩȣǊʞȋŒɫࢍ
ʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

üǞƟ ɻʿǩɻɻࢩ Œɫȝˈ ȅȣǩǇƟࢪ ȴǇ ȝȴƌƟɫȣ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒࡱ
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ϡͮΗ͞ϺΉ˺Ϙ Ж˺ΉϺ̺ ̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

üǞƟ ðǩȣǊʞȋŒɫ ĨŒȋʞƟ 5ƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ࢎðĨ5ࢍ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ŒɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ƟʻƟȣࢍ ɫƟƁʉŒȣǊʞȋŒɫࢎ ȝŒʉɫǩƁƟɻࡱ �ȣˈ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(Ĳ) = ɥ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = ċΣĨóࡱ

ࡦ ċ ǞŒɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗ɥ ∈ RȠ ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱࢎ
ࡦ Ĩ ǞŒɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹɥ ∈ RƊ ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱࢎ
ࡦ Σ ǩɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ƟȋƟȝƟȣʉɻ σ߾ ≥ σ߿ ≥ . . . ≥ σɥ > ߽ ɻǩȣǊʞȋŒɫࢍ
ʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

üǞƟ ɻʿǩɻɻࢩ Œɫȝˈ ȅȣǩǇƟࢪ ȴǇ ȝȴƌƟɫȣ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒࡱ

ࠆ



ϡͮΗ͞ϺΉ˺Ϙ Ж˺ΉϺ̺ ̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

üǞƟ ðǩȣǊʞȋŒɫ ĨŒȋʞƟ 5ƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ࢎðĨ5ࢍ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ŒɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ƟʻƟȣࢍ ɫƟƁʉŒȣǊʞȋŒɫࢎ ȝŒʉɫǩƁƟɻࡱ �ȣˈ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ʿǩʉǞ ɫŒȣȅ(Ĳ) = ɥ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = ċΣĨóࡱ

ࡦ ċ ǞŒɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗ɥ ∈ RȠ ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱࢎ
ࡦ Ĩ ǞŒɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹɥ ∈ RƊ ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱࢎ
ࡦ Σ ǩɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ƟȋƟȝƟȣʉɻ σ߾ ≥ σ߿ ≥ . . . ≥ σɥ > ߽ ɻǩȣǊʞȋŒɫࢍ
ʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

üǞƟ ɻʿǩɻɻࢩ Œɫȝˈ ȅȣǩǇƟࢪ ȴǇ ȝȴƌƟɫȣ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒࡱ ࠆ



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ Χ͘ ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ϫΧ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

īɫǩʉǩȣǊ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǩȣ ǩʉɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ Ĳ = ċΣĨóࡩ

ĲóĲ =

ĨΣċóċΣĨó = ĨΣ߿Ĩó ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ

ðǩȝǩȋŒɫȋˈࡩ ĲĲó = ċΣĨóĨΣċó = ċΣ߿ċó.

üǞƟ ȋƟǇʉ Œȣƌ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ Œȣƌ ʉǞƟ ǊɫŒȝ ȝŒʉɫǩˇ ĲĲó ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

ðȴࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ
ĲĨȂĨóȂ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ǊǩʻƟȣࢍ ŷˈ ß+ࡱࢎ�

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ċȂċóȂĲ ʿǞƟɫƟ ċȂ ∈ RȠ×Ȃ ǞŒɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗Ȃࡲ
cǩʻƟɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ Χ͘ ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ϫΧ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

īɫǩʉǩȣǊ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǩȣ ǩʉɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ Ĳ = ċΣĨóࡩ

ĲóĲ = ĨΣċóċΣĨó

= ĨΣ߿Ĩó ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ

ðǩȝǩȋŒɫȋˈࡩ ĲĲó = ċΣĨóĨΣċó = ċΣ߿ċó.

üǞƟ ȋƟǇʉ Œȣƌ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ Œȣƌ ʉǞƟ ǊɫŒȝ ȝŒʉɫǩˇ ĲĲó ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

ðȴࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ
ĲĨȂĨóȂ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ǊǩʻƟȣࢍ ŷˈ ß+ࡱࢎ�

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ċȂċóȂĲ ʿǞƟɫƟ ċȂ ∈ RȠ×Ȃ ǞŒɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗Ȃࡲ
cǩʻƟɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ Χ͘ ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ϫΧ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

īɫǩʉǩȣǊ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǩȣ ǩʉɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ Ĳ = ċΣĨóࡩ

ĲóĲ = ĨΣċóċΣĨó = ĨΣ߿Ĩó

ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ

ðǩȝǩȋŒɫȋˈࡩ ĲĲó = ċΣĨóĨΣċó = ċΣ߿ċó.

üǞƟ ȋƟǇʉ Œȣƌ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ Œȣƌ ʉǞƟ ǊɫŒȝ ȝŒʉɫǩˇ ĲĲó ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

ðȴࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ
ĲĨȂĨóȂ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ǊǩʻƟȣࢍ ŷˈ ß+ࡱࢎ�

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ċȂċóȂĲ ʿǞƟɫƟ ċȂ ∈ RȠ×Ȃ ǞŒɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗Ȃࡲ
cǩʻƟɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ Χ͘ ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ϫΧ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

īɫǩʉǩȣǊ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǩȣ ǩʉɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ Ĳ = ċΣĨóࡩ

ĲóĲ = ĨΣċóċΣĨó = ĨΣ߿Ĩó ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ

ðǩȝǩȋŒɫȋˈࡩ ĲĲó = ċΣĨóĨΣċó = ċΣ߿ċó.

üǞƟ ȋƟǇʉ Œȣƌ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ Œȣƌ ʉǞƟ ǊɫŒȝ ȝŒʉɫǩˇ ĲĲó ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

ðȴࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ
ĲĨȂĨóȂ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ǊǩʻƟȣࢍ ŷˈ ß+ࡱࢎ�

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ċȂċóȂĲ ʿǞƟɫƟ ċȂ ∈ RȠ×Ȃ ǞŒɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗Ȃࡲ
cǩʻƟɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ

߽߾

Y -diagonal
orthonormal



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ Χ͘ ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ϫΧ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

īɫǩʉǩȣǊ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǩȣ ǩʉɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ Ĳ = ċΣĨóࡩ

ĲóĲ = ĨΣċóċΣĨó = ĨΣ߿Ĩó ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ

ðǩȝǩȋŒɫȋˈࡩ ĲĲó = ċΣĨóĨΣċó = ċΣ߿ċó.

üǞƟ ȋƟǇʉ Œȣƌ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ Œȣƌ ʉǞƟ ǊɫŒȝ ȝŒʉɫǩˇ ĲĲó ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

ðȴࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ
ĲĨȂĨóȂ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ǊǩʻƟȣࢍ ŷˈ ß+ࡱࢎ�

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ċȂċóȂĲ ʿǞƟɫƟ ċȂ ∈ RȠ×Ȃ ǞŒɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗Ȃࡲ
cǩʻƟɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ

߽߾

§- - - Ly n o ?diag.



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ Χ͘ ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ϫΧ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

īɫǩʉǩȣǊ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǩȣ ǩʉɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ Ĳ = ċΣĨóࡩ

ĲóĲ = ĨΣċóċΣĨó = ĨΣ߿Ĩó ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ

ðǩȝǩȋŒɫȋˈࡩ ĲĲó = ċΣĨóĨΣċó = ċΣ߿ċó.

üǞƟ ȋƟǇʉ Œȣƌ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ Œȣƌ ʉǞƟ ǊɫŒȝ ȝŒʉɫǩˇ ĲĲó ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

ðȴࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ
ĲĨȂĨóȂ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ǊǩʻƟȣࢍ ŷˈ ß+ࡱࢎ�

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ċȂċóȂĲ ʿǞƟɫƟ ċȂ ∈ RȠ×Ȃ ǞŒɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗Ȃࡲ
cǩʻƟɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ

߽߾

singular values squared a r e the eigenudes.



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ Χ͘ ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ϫΧ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

īɫǩʉǩȣǊ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǩȣ ǩʉɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ Ĳ = ċΣĨóࡩ

ĲóĲ = ĨΣċóċΣĨó = ĨΣ߿Ĩó ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ

ðǩȝǩȋŒɫȋˈࡩ ĲĲó = ċΣĨóĨΣċó = ċΣ߿ċó.

üǞƟ ȋƟǇʉ Œȣƌ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ Œȣƌ ʉǞƟ ǊɫŒȝ ȝŒʉɫǩˇ ĲĲó ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

ðȴࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ
ĲĨȂĨóȂ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ǊǩʻƟȣࢍ ŷˈ ß+ࡱࢎ�

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ċȂċóȂĲ ʿǞƟɫƟ ċȂ ∈ RȠ×Ȃ ǞŒɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗Ȃࡲ
cǩʻƟɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ

߽߾

=



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ Χ͘ ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ϫΧ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

īɫǩʉǩȣǊ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǩȣ ǩʉɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ Ĳ = ċΣĨóࡩ

ĲóĲ = ĨΣċóċΣĨó = ĨΣ߿Ĩó ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ

ðǩȝǩȋŒɫȋˈࡩ ĲĲó = ċΣĨóĨΣċó = ċΣ߿ċó.

üǞƟ ȋƟǇʉ Œȣƌ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ Œȣƌ ʉǞƟ ǊɫŒȝ ȝŒʉɫǩˇ ĲĲó ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

ðȴࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ
ĲĨȂĨóȂ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ǊǩʻƟȣࢍ ŷˈ ß+ࡱࢎ�

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ċȂċóȂĲ ʿǞƟɫƟ ċȂ ∈ RȠ×Ȃ ǞŒɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗Ȃࡲ

cǩʻƟɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ

߽߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ Χ͘ ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ϫΧ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

īɫǩʉǩȣǊ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǩȣ ǩʉɻ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ Ĳ = ċΣĨóࡩ

ĲóĲ = ĨΣċóċΣĨó = ĨΣ߿Ĩó ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ

ðǩȝǩȋŒɫȋˈࡩ ĲĲó = ċΣĨóĨΣċó = ċΣ߿ċó.

üǞƟ ȋƟǇʉ Œȣƌ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ Œȣƌ ʉǞƟ ǊɫŒȝ ȝŒʉɫǩˇ ĲĲó ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

ðȴࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ
ĲĨȂĨóȂ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ǊǩʻƟȣࢍ ŷˈ ß+ࡱࢎ�

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ċȂċóȂĲ ʿǞƟɫƟ ċȂ ∈ RȠ×Ȃ ǞŒɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʗ⃗߾, . . . , ʗ⃗Ȃࡲ
cǩʻƟɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ

߽߾
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ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ˺Η̭ ΧϑϫͮΓ˺Ή ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳࡩ
ĲȂ = ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ #∈RȠ×Ɗ ∥Ĳ− #∥^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ĲȂ = ĲĨȂĨóȂ

= ċȂċóȂĲ = ċȂΣȂĨóȂ
+ȴɫɫƟɻɠȴȣƌ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ƌŒʉŒࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ
ȴǇ ĨȂ ȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ࢎǇƟŒʉʞɫƟɻࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ ȴǇ ċȂ

߾߾
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ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ˺Η̭ ΧϑϫͮΓ˺Ή ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳࡩ
ĲȂ = ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ #∈RȠ×Ɗ ∥Ĳ− #∥^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ĲȂ = ĲĨȂĨóȂ = ċȂċóȂĲ

= ċȂΣȂĨóȂ
+ȴɫɫƟɻɠȴȣƌ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ƌŒʉŒࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ
ȴǇ ĨȂ ȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ࢎǇƟŒʉʞɫƟɻࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ ȴǇ ċȂ
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ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ˺Η̭ ΧϑϫͮΓ˺Ή ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳࡩ
ĲȂ = ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ #∈RȠ×Ɗ ∥Ĳ− #∥^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ĲȂ = ĲĨȂĨóȂ = ċȂċóȂĲ

= ċȂΣȂĨóȂ

+ȴɫɫƟɻɠȴȣƌ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ƌŒʉŒࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ
ȴǇ ĨȂ ȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ࢎǇƟŒʉʞɫƟɻࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ ȴǇ ċȂ

߾߾



ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ˺Η̭ ΧϑϫͮΓ˺Ή ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳࡩ
ĲȂ = ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ #∈RȠ×Ɗ ∥Ĳ− #∥^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ĲȂ = ĲĨȂĨóȂ = ċȂċóȂĲ

= ċȂΣȂĨóȂ

+ȴɫɫƟɻɠȴȣƌ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ƌŒʉŒࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ
ȴǇ ĨȂ ȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ࢎǇƟŒʉʞɫƟɻࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ ȴǇ ċȂ
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ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ˺Η̭ ΧϑϫͮΓ˺Ή ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳࡩ
ĲȂ = ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ #∈RȠ×Ɗ ∥Ĳ− #∥^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ĲȂ = ĲĨȂĨóȂ = ċȂċóȂĲ

= ċȂΣȂĨóȂ

+ȴɫɫƟɻɠȴȣƌ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ƌŒʉŒࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ
ȴǇ ĨȂ ȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ࢎǇƟŒʉʞɫƟɻࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ ȴǇ ċȂ
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ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ˺Η̭ ΧϑϫͮΓ˺Ή ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳࡩ
ĲȂ = ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ #∈RȠ×Ɗ ∥Ĳ− #∥^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ĲȂ = ĲĨȂĨóȂ = ċȂċóȂĲ = ċȂΣȂĨóȂ
+ȴɫɫƟɻɠȴȣƌ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ƌŒʉŒࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ
ȴǇ ĨȂ ȴɫ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ࢎǇƟŒʉʞɫƟɻࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻɠŒȣ ȴǇ ċȂ
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ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ˺Η̭ ΧϑϫͮΓ˺Ή ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

üǞƟ ŷƟɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳࡩ
ĲȂ = ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ #∈RȠ×Ɗ ∥Ĳ− #∥^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ĲȂ = ĲĨȂĨóȂ = ċȂċóȂĲ = ċȂΣȂĨóȂ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ

߿߾



ϫ̺ͩ ϡЖ̭ ˺Η̭ ΧϑϫͮΓ˺Ή ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ċ ∈ RȠ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ
ʗ⃗߾, ʗ⃗߿, . . . ȋƟǇʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Ĩ ∈ RƊ×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾,⃗ɹ߿, . . . ɫǩǊǞʉࢍ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡪࢎ Σ ∈ RɫŒȣȅ(Ĳ)×ɫŒȣȅ(Ĳ) ࡩ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ƌǩ࢙
ŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȣʉŒǩȣǩȣǊ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ Ĳࡱ ࠀ߾



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗϡ Χ͘ ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

æƟɻʉ ȴǇ +ȋŒɻɻࡩ DˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ Ǟȴʿ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ
ŒɠɠȋǩƟƌ ǩȣ Œ ʻŒɫǩƟʉˈ ȴǇ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣƁƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ ċɻƟƌ Ǉȴɫ ȝŒȣˈ ɫƟŒɻȴȣɻ ȴʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ
ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡷƌŒʉŒ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

ࠁ߾



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗϡ Χ͘ ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

æƟɻʉ ȴǇ +ȋŒɻɻࡩ DˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ Ǟȴʿ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ
ŒɠɠȋǩƟƌ ǩȣ Œ ʻŒɫǩƟʉˈ ȴǇ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣƁƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ ċɻƟƌ Ǉȴɫ ȝŒȣˈ ɫƟŒɻȴȣɻ ȴʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ
ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡷƌŒʉŒ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

ࠁ߾



Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΓϑΉ̺ϫͮΧΗ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ʿǞǩƁǞ ʿƟ ƁŒȣȣȴʉ Ǉʞȋȋˈ ȴŷɻƟɫʻƟ ŷʞʉ
ŷƟȋǩƟʻƟ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿƟȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ ŷˈ Œ ɫŒȣȅ Ȃ ȝŒʉɫǩˇࡱࢎ

+ȋŒɻɻǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ ʉǞƟ £Ɵʉ˩ǩˇ ɠɫǩ˔Ɵ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ðȴȋʻƟࡩ Ī = ŒɫǊȝǩȣ
ɫŒȣȅ−Ȃ #

∑

ȴŷɻƟɫʻƟƌ (Ǻ,Ȃ)

[
ĲǺ,Ȃ − #Ǻ,Ȃ

߿[

ċȣƌƟɫ ƁƟɫʉŒǩȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ĳ ʿƟȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ Ĳ ȴȣ
ŷȴʉǞ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ Œȣƌ ȝȴɻʉࢍ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉȋˈࢎ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࠂ߾



Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΓϑΉ̺ϫͮΧΗ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ʿǞǩƁǞ ʿƟ ƁŒȣȣȴʉ Ǉʞȋȋˈ ȴŷɻƟɫʻƟ ŷʞʉ
ŷƟȋǩƟʻƟ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿƟȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ ŷˈ Œ ɫŒȣȅ Ȃ ȝŒʉɫǩˇࡱࢎ
+ȋŒɻɻǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ ʉǞƟ £Ɵʉ˩ǩˇ ɠɫǩ˔Ɵ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ðȴȋʻƟࡩ Ī = ŒɫǊȝǩȣ
ɫŒȣȅ−Ȃ #

∑

ȴŷɻƟɫʻƟƌ (Ǻ,Ȃ)

[
ĲǺ,Ȃ − #Ǻ,Ȃ

߿[

ċȣƌƟɫ ƁƟɫʉŒǩȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ĳ ʿƟȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ Ĳ ȴȣ
ŷȴʉǞ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ Œȣƌ ȝȴɻʉࢍ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉȋˈࢎ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࠂ߾



Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΓϑΉ̺ϫͮΧΗ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ʿǞǩƁǞ ʿƟ ƁŒȣȣȴʉ Ǉʞȋȋˈ ȴŷɻƟɫʻƟ ŷʞʉ
ŷƟȋǩƟʻƟ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿƟȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ ŷˈ Œ ɫŒȣȅ Ȃ ȝŒʉɫǩˇࡱࢎ
+ȋŒɻɻǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ ʉǞƟ £Ɵʉ˩ǩˇ ɠɫǩ˔Ɵ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ðȴȋʻƟࡩ Ī = ŒɫǊȝǩȣ
ɫŒȣȅ−Ȃ #

∑

ȴŷɻƟɫʻƟƌ (Ǻ,Ȃ)

[
ĲǺ,Ȃ − #Ǻ,Ȃ

߿[

ċȣƌƟɫ ƁƟɫʉŒǩȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ĳ ʿƟȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ Ĳ ȴȣ
ŷȴʉǞ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ Œȣƌ ȝȴɻʉࢍ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉȋˈࢎ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

ࠂ߾



Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΓϑΉ̺ϫͮΧΗ

+ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ʿǞǩƁǞ ʿƟ ƁŒȣȣȴʉ Ǉʞȋȋˈ ȴŷɻƟɫʻƟ ŷʞʉ
ŷƟȋǩƟʻƟ ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿƟȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ ŷˈ Œ ɫŒȣȅ Ȃ ȝŒʉɫǩˇࡱࢎ
+ȋŒɻɻǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ ʉǞƟ £Ɵʉ˩ǩˇ ɠɫǩ˔Ɵ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ðȴȋʻƟࡩ Ī = ŒɫǊȝǩȣ
ɫŒȣȅ−Ȃ #

∑

ȴŷɻƟɫʻƟƌ (Ǻ,Ȃ)

[
ĲǺ,Ȃ − #Ǻ,Ȃ

߿[

ċȣƌƟɫ ƁƟɫʉŒǩȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ĳ ʿƟȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟɻ Ĳ ȴȣ
ŷȴʉǞ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ Œȣƌ ȝȴɻʉࢍ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉȋˈࢎ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ ࠂ߾



̺ΗϫͮϫС ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌɻ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣʉȴ
Ɗ′ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ #ʞʉ ʿǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ ˈȴʞ ʿŒȣʉ ʉȴ ƟȝŷƟƌ
ȴŷǽƟƁʉɻ ȴʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡲ

ࡦ 5ȴƁʞȝƟȣʉɻ Ǉȴɫࢍ ʉȴɠǩƁ࢙ŷŒɻƟƌ ɻƟŒɫƁǞ Œȣƌ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣࢎ
ࡦ īȴɫƌɻ ʉȴࢍ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ɻˈȣȴȣˈȝɻࡪ ʉɫŒȣɻȋŒʉǩȴȣɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ࡦ £ȴƌƟɻ ǩȣ Œ ɻȴƁǩŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ

ċɻʞŒȋ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ +ȴȣʻƟɫʉ ƟŒƁǞ ǩʉƟȝ ǩȣʉȴ Œ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ǇƟŒʉʞɫƟ ʻƟƁʉȴɫ Œȣƌ ʉǞƟȣ Œɠɠȋˈ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࠃ߾



̺ΗϫͮϫС ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌɻ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣʉȴ
Ɗ′ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ #ʞʉ ʿǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ ˈȴʞ ʿŒȣʉ ʉȴ ƟȝŷƟƌ
ȴŷǽƟƁʉɻ ȴʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡲ

ࡦ 5ȴƁʞȝƟȣʉɻ Ǉȴɫࢍ ʉȴɠǩƁ࢙ŷŒɻƟƌ ɻƟŒɫƁǞ Œȣƌ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣࢎ
ࡦ īȴɫƌɻ ʉȴࢍ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ɻˈȣȴȣˈȝɻࡪ ʉɫŒȣɻȋŒʉǩȴȣɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ࡦ £ȴƌƟɻ ǩȣ Œ ɻȴƁǩŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ

ċɻʞŒȋ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ +ȴȣʻƟɫʉ ƟŒƁǞ ǩʉƟȝ ǩȣʉȴ Œ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ǇƟŒʉʞɫƟ ʻƟƁʉȴɫ Œȣƌ ʉǞƟȣ Œɠɠȋˈ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࠃ߾



̺ΗϫͮϫС ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ

5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌɻ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣʉȴ
Ɗ′ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ #ʞʉ ʿǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ ˈȴʞ ʿŒȣʉ ʉȴ ƟȝŷƟƌ
ȴŷǽƟƁʉɻ ȴʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ʻƟƁʉȴɫɻࡲ

ࡦ 5ȴƁʞȝƟȣʉɻ Ǉȴɫࢍ ʉȴɠǩƁ࢙ŷŒɻƟƌ ɻƟŒɫƁǞ Œȣƌ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣࢎ
ࡦ īȴɫƌɻ ʉȴࢍ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ɻˈȣȴȣˈȝɻࡪ ʉɫŒȣɻȋŒʉǩȴȣɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ࡦ £ȴƌƟɻ ǩȣ Œ ɻȴƁǩŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ

ċɻʞŒȋ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ +ȴȣʻƟɫʉ ƟŒƁǞ ǩʉƟȝ ǩȣʉȴ Œ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ǇƟŒʉʞɫƟ ʻƟƁʉȴɫ Œȣƌ ʉǞƟȣ Œɠɠȋˈ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࠃ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࠄ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࠄ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ∥Ĳ− ĳĿó∥^ ǩɻ ɻȝŒȋȋࡪ ʉǞƟȣ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡪ

ĲǦ,Œ ≈ (ĳĿó)Ǧ,Œ = ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩.

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ߾ ʿǞƟȣ ƊȰƀǦ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ʸȰɥƊŒࡱ

ࡦ xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ࡱ߾

ࠅ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ∥Ĳ− ĳĿó∥^ ǩɻ ɻȝŒȋȋࡪ ʉǞƟȣ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡪ

ĲǦ,Œ ≈ (ĳĿó)Ǧ,Œ = ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩.

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ߾ ʿǞƟȣ ƊȰƀǦ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ʸȰɥƊŒࡱ

ࡦ xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ࡱ߾

ࠅ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ∥Ĳ− ĳĿó∥^ ǩɻ ɻȝŒȋȋࡪ ʉǞƟȣ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡪ

ĲǦ,Œ ≈ (ĳĿó)Ǧ,Œ = ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩.

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ߾ ʿǞƟȣ ƊȰƀǦ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ʸȰɥƊŒࡱ

ࡦ xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ࡱ߾

ࠅ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ∥Ĳ− ĳĿó∥^ ǩɻ ɻȝŒȋȋࡪ ʉǞƟȣ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡪ

ĲǦ,Œ ≈ (ĳĿó)Ǧ,Œ = ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩.

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ߾ ʿǞƟȣ ƊȰƀǦ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ʸȰɥƊŒࡱ

ࡦ xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ࡱ߾

ࠅ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ߾

�ȣȴʉǞƟɫ ĨǩƟʿࡩ DŒƁǞ Ɓȴȋʞȝȣ ȴǇ ĳ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉɻ Œ ࡱࢪʉȴɠǩƁࢩ ⃗ˁ Ǧ(Ǻ) ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ
Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ƊȰƀǦ ŷƟȋȴȣǊɻ ʉȴ ʉȴɠǩƁ Ǻࡱ ̱⃗Œ(Ǻ) ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ʸȰɥƊŒ
ŒɻɻȴƁǩŒʉƟɻ ʿǩʉǞ ʉǞŒʉ ʉȴɠǩƁࡱ

ࠆ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ߾

�ȣȴʉǞƟɫ ĨǩƟʿࡩ DŒƁǞ Ɓȴȋʞȝȣ ȴǇ ĳ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉɻ Œ ࡱࢪʉȴɠǩƁࢩ ⃗ˁ Ǧ(Ǻ) ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ
Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ƊȰƀǦ ŷƟȋȴȣǊɻ ʉȴ ʉȴɠǩƁ Ǻࡱ ̱⃗Œ(Ǻ) ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ʸȰɥƊŒ
ŒɻɻȴƁǩŒʉƟɻ ʿǩʉǞ ʉǞŒʉ ʉȴɠǩƁࡱ

ࠆ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ
üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲ ǩɻ ĲóĲ = ĨΣ߿Ĩóࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲóĲ− #∥^

ࡦ ĲóĲ = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

߽߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�

ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ
üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲ ǩɻ ĲóĲ = ĨΣ߿Ĩóࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲóĲ− #∥^

ࡦ ĲóĲ = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

߽߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲ ǩɻ ĲóĲ = ĨΣ߿Ĩóࡱ
ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲóĲ− #∥^

ࡦ ĲóĲ = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

߽߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ
üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲ ǩɻ ĲóĲ = ĨΣ߿Ĩóࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲóĲ− #∥^

ࡦ ĲóĲ = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

߽߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ
üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲ ǩɻ ĲóĲ = ĨΣ߿Ĩóࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲóĲ− #∥^

ࡦ ĲóĲ = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

߽߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ
üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲ ǩɻ ĲóĲ = ĨΣ߿Ĩóࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲóĲ− #∥^

ࡦ ĲóĲ = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

߽߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ð� ǊǩʻƟɻ Œ ʿŒˈ ȴǇ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿȴɫƌɻ ǩȣʉȴ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩɻ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡩ ʿǞƟɫƟ (ĲóĲ)Œ,Ŷ ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŷȴʉǞ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣࡱ

ࡦ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ĲóĲ Œɻ Œ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ǊɫŒȝࢍ ȝŒʉɫǩˇࡪ ȅƟɫȣƟȋ ȝŒʉɫǩˇࢎ
ʿǩʉǞ Ɵȣʉɫˈ (Œ,Ŷ) ŷƟǩȣǊ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶࡱ

ࡦ �Œȣˈ ʿŒˈɻ ʉȴ ȝƟŒɻʞɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟȣʉƟȣƁƟɻ ŷȴʉǞ ȴƁƁʞɫ
ǩȣࡪ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉǩȝƟɻ ŷȴʉǞ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʿǩȣƌȴʿ ȴǇ ʸ ʿȴɫƌɻࡪ
ǩȣ ɻǩȝǩȋŒɫ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȋŒȣǊʞŒǊƟɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ æƟɠȋŒƁǩȣǊ ĲóĲ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȝƟʉɫǩƁɻ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࢍ
ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌࢎ ȋƟŒƌɻ ʉȴ ɠȴɠʞȋŒɫ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁࡪ cȋȴĨƟࡪ ǇŒɻʉüƟɻʉࡪ ƟʉƁࡱ

߾߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ð� ǊǩʻƟɻ Œ ʿŒˈ ȴǇ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿȴɫƌɻ ǩȣʉȴ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩɻ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡩ ʿǞƟɫƟ (ĲóĲ)Œ,Ŷ ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŷȴʉǞ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣࡱ

ࡦ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ĲóĲ Œɻ Œ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ǊɫŒȝࢍ ȝŒʉɫǩˇࡪ ȅƟɫȣƟȋ ȝŒʉɫǩˇࢎ
ʿǩʉǞ Ɵȣʉɫˈ (Œ,Ŷ) ŷƟǩȣǊ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶࡱ

ࡦ �Œȣˈ ʿŒˈɻ ʉȴ ȝƟŒɻʞɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟȣʉƟȣƁƟɻ ŷȴʉǞ ȴƁƁʞɫ
ǩȣࡪ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉǩȝƟɻ ŷȴʉǞ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʿǩȣƌȴʿ ȴǇ ʸ ʿȴɫƌɻࡪ
ǩȣ ɻǩȝǩȋŒɫ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȋŒȣǊʞŒǊƟɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ æƟɠȋŒƁǩȣǊ ĲóĲ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȝƟʉɫǩƁɻ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࢍ
ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌࢎ ȋƟŒƌɻ ʉȴ ɠȴɠʞȋŒɫ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁࡪ cȋȴĨƟࡪ ǇŒɻʉüƟɻʉࡪ ƟʉƁࡱ

߾߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ð� ǊǩʻƟɻ Œ ʿŒˈ ȴǇ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿȴɫƌɻ ǩȣʉȴ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩɻ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡩ ʿǞƟɫƟ (ĲóĲ)Œ,Ŷ ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŷȴʉǞ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣࡱ

ࡦ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ĲóĲ Œɻ Œ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ǊɫŒȝࢍ ȝŒʉɫǩˇࡪ ȅƟɫȣƟȋ ȝŒʉɫǩˇࢎ
ʿǩʉǞ Ɵȣʉɫˈ (Œ,Ŷ) ŷƟǩȣǊ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶࡱ

ࡦ �Œȣˈ ʿŒˈɻ ʉȴ ȝƟŒɻʞɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟȣʉƟȣƁƟɻ ŷȴʉǞ ȴƁƁʞɫ
ǩȣࡪ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉǩȝƟɻ ŷȴʉǞ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʿǩȣƌȴʿ ȴǇ ʸ ʿȴɫƌɻࡪ
ǩȣ ɻǩȝǩȋŒɫ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȋŒȣǊʞŒǊƟɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ æƟɠȋŒƁǩȣǊ ĲóĲ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȝƟʉɫǩƁɻ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࢍ
ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌࢎ ȋƟŒƌɻ ʉȴ ɠȴɠʞȋŒɫ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁࡪ cȋȴĨƟࡪ ǇŒɻʉüƟɻʉࡪ ƟʉƁࡱ

߾߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ð� ǊǩʻƟɻ Œ ʿŒˈ ȴǇ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿȴɫƌɻ ǩȣʉȴ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩɻ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲóĲࡩ ʿǞƟɫƟ (ĲóĲ)Œ,Ŷ ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŷȴʉǞ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣࡱ

ࡦ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ĲóĲ Œɻ Œ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ǊɫŒȝࢍ ȝŒʉɫǩˇࡪ ȅƟɫȣƟȋ ȝŒʉɫǩˇࢎ
ʿǩʉǞ Ɵȣʉɫˈ (Œ,Ŷ) ŷƟǩȣǊ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶࡱ

ࡦ �Œȣˈ ʿŒˈɻ ʉȴ ȝƟŒɻʞɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟȣʉƟȣƁƟɻ ŷȴʉǞ ȴƁƁʞɫ
ǩȣࡪ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉǩȝƟɻ ŷȴʉǞ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʿǩȣƌȴʿ ȴǇ ʸ ʿȴɫƌɻࡪ
ǩȣ ɻǩȝǩȋŒɫ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȋŒȣǊʞŒǊƟɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ æƟɠȋŒƁǩȣǊ ĲóĲ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȝƟʉɫǩƁɻ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࢍ
ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌࢎ ȋƟŒƌɻ ʉȴ ɠȴɠʞȋŒɫ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁࡪ cȋȴĨƟࡪ ǇŒɻʉüƟɻʉࡪ ƟʉƁࡱ ߾߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

£ȴʉƟࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁ ǩɻ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌƟɻƁɫǩŷƟƌ Œɻ Œ ȣƟʞɫŒȋ࢙ȣƟʉʿȴɫȅ
ȝƟʉǞȴƌࡪ ŷʞʉ ǩʉ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ ǽʞɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Œ
ɻɠƟƁǩ˨Ɓ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ  ƝʗɥŒȈ ʸȰɥƊ ƝȚŶƝƊƊǦȠǈ Œɵ ǦȚɛȈǦƀǦʂ
ȚŒʂɥǦˀ ǅŒƀʂȰɥǦˍŒʂǦȰȠࡪ �Ɵʻˈ Œȣƌ cȴȋƌŷƟɫǊࡱ

߿߿



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

£ȴʉƟࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁ ǩɻ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌƟɻƁɫǩŷƟƌ Œɻ Œ ȣƟʞɫŒȋ࢙ȣƟʉʿȴɫȅ
ȝƟʉǞȴƌࡪ ŷʞʉ ǩʉ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ ǽʞɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Œ
ɻɠƟƁǩ˨Ɓ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ  ƝʗɥŒȈ ʸȰɥƊ ƝȚŶƝƊƊǦȠǈ Œɵ ǦȚɛȈǦƀǦʂ
ȚŒʂɥǦˀ ǅŒƀʂȰɥǦˍŒʂǦȰȠࡪ �Ɵʻˈ Œȣƌ cȴȋƌŷƟɫǊࡱ
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ϡϺΓΓ˺ϘС

ðʞȝȝŒɫˈࡩ

ࡦ +Œȣ ʞɻƟ ʉǞƟ ðĨ5 ʉȴ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ ƌʞŒȋ ɫȴʿࡷƁȴȋʞȝȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ
ʻǩƟʿࡩ ĲĨȂĨóȂ = ċȂċóȂĲ = ċȂΣȂĨóȂࡱ

ࡦ � ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲĲó Œȣƌ ĲóĲࡱ

ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ ȝŒʉɫǩˇ
ƁȴȝɠȋƟʉǩȴȣ Œȣƌ Ɵȣʉǩʉˈ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻࡱ

£Ɵˇʉ üǩȝƟࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ǊɫŒɠǞɻ Œȣƌ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡱ
#ƟǊǩȣȣǩȣǊ ȴǇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫ ̍ࡱ
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