
̤ΧΓϑϡ̤ͮ ࡩࠁ߾ࠂ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ ͘ΧϘ ̭˺ϫ˺ ϡ̤̺ͮΗ̤̺

+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ ðɠɫǩȣǊ ࡱ߽߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ߾߾

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ǩɻ ƌʞƟ ʉǞʞɻ ʞɠƁȴȝǩȣǊ ðʞȣƌŒˈ ࡱࠅࡷࠀ
ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ǩɻ ȣƟˇʉ üǞʞɫɻƌŒ ࡪ̍ ࡱ߿߾ࡷࠀ ðƟƟ ʿƟŷɠŒǊƟ Ǉȴɫ ɻʉʞƌˈ
ǊʞǩƌƟࡷɠɫŒƁʉǩƁƟ ɧʞƟɻʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ �Ɵʉ ȝƟ ȅȣȴʿ �ð�ß ǩǇ ˈȴʞ ȣƟƟƌ ŒƁƁȴȝȝȴƌŒʉǩȴȣɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ
ƟˇʉƟȣƌƟƌ ʉǩȝƟࡱࢎ

ࡦ �ˈ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ȣƟˇʉ üʞƟɻƌŒˈ ʿǩȋȋ ǇȴƁʞɻ ȴȣ ƟˇŒȝ ɫƟʻǩƟʿࡱ x ʿǩȋȋ
Ǟȴȋƌ ʉǞƟȝ Œʉ ʉǞƟ ʞɻʞŒȋ ʉǩȝƟࡪ Œȣƌ ŷƟǇȴɫƟ ƁȋŒɻɻ Œʉ ࡱŒȝࠂ߾ࡩ߽߾

ࡦ x Œȝ ɫƟŒɫɫŒȣǊǩȣǊ ʉǞƟ ȣƟˇʉ ʉʿȴ ȋƟƁʉʞɫƟɻ ʉȴ ɻɠƟȣƌ ȝȴɫƟ ʉǩȝƟ
ȴȣ ʉǞƟ �� �ƟȝȝŒ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ŷƟǇȴɫƟ ȝȴʻǩȣǊ
ȴȣ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȝƟʉǞȴƌɻ ࡪ�+ßࢍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ƟʉƁࢎࡱ

߾



Γ̭ͮϫ̺ϘΓ ˺ϡϡ̺ϡϡΓ̺Ηϫ ϑϘΧ̤̺ϡϡ

üǞŒȣȅɻ Ǉȴɫ ˈȴʞ ǇƟƟƌŷŒƁȅ ðȴȝƟ ɻɠƟƁǩ˨Ɓɻࡩ

ࡦ �ȴɫƟ ƌƟʉŒǩȋɻ ǩȣ ɠɫȴȴǇɻ Œȣƌ ɻȋȴʿƟɫ ɠŒƁƟࡱ īǩȋȋ ʉɫˈ ʉȴ ˨ȣƌ Œ
ŷŒȋŒȣƁƟ ʿǩʉǞ ʉǞǩɻࡱ

ࡦ æƟƁŒɠ Œʉ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ƁȋŒɻɻࡱ
ࡦ x ʿǩȋȋ ɠȴɻʉ ࢪƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌࢩ ʻƟɫɻǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟ ɻȋǩƌƟɻࡱ £ȴʉ ɠƟɫǇƟƁʉࡪ
ŷʞʉ xȴȴȅǩȣǊ ǩȣʉȴ ʿŒˈɻ ʉȴ ǩȝɠɫȴʻƟࡱ

ࡦ �ǇʉƟɫ ʉǞƟ ȝǩƌʉƟɫȝࡪ x ȝǩǊǞʉ ɻɠȋǩʉ ʉǞƟ ǞȴȝƟʿȴɫȅ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉɻ
ǩȣʉȴ ȝȴɫƟ ɻȝŒȋȋƟɫ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉɻ ʉȴ ɻɠɫƟŒƌ ȴʞʉ ʉǞƟ ʿȴɫȅ ȝȴɫƟࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ

ࡦ �ȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ʻǩŒ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ȴȣ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ �� �ƟȝȝŒ ʻǩŒ ʉǞƟ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ ��
�ƟȝȝŒࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ċɠ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒࡱ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ
ࡦ 5ǩɻƁʞɻɻ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫ ̍ࡱ

ࠀ



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ

ࡦ �ȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ʻǩŒ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ȴȣ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ �� �ƟȝȝŒ ʻǩŒ ʉǞƟ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ ��
�ƟȝȝŒࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ċɠ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒࡱ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ
ࡦ 5ǩɻƁʞɻɻ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫ ̍ࡱ

ࠀ



ϫ̺ͩ ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
⃗⃗ˀ ,߾ . . . ,⃗⃗ ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠΠ : RƊ → ßȚ
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = Π⃗ˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Ǉɫȴȝ
N (߽, (Ț/߾ Œȣƌ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ/δ

ϵ߿

)
ࡪ Π ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ

ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡱ

ࠁ

- -
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ϫ̺ͩ ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
⃗⃗ˀ ,߾ . . . ,⃗⃗ ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠΠ : RƊ → ßȚ
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = Π⃗ˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Ǉɫȴȝ
N (߽, (Ț/߾ Œȣƌ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ/δ

ϵ߿

)
ࡪ Π ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ

ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡱ

ࠁ



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ̺̤ϫͮΧΗ

ࡦ +Œȣ ɻʉȴɫƟ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ǩȣ Ƞ ·Ț ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ Ƞ · Ɗ ɻɠŒƁƟࡱ

īǞŒʉ Œŷȴʞʉ Πࡲ
ࡦ ´ǇʉƟȣ ƌȴȣࢪʉ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉȋˈ  ƁȴȝɠʞʉƟ ǩʉ ȴȣ ʉǞƟ ˩ ̍ࡱ
ࡦ #Ðß Ǧ = ߾ . . .Ɗ :

ࡦ ˜ˀǺ := ˜ˀǺ + Ǟ(Ǧ) · ˀǺ(Ǧ)
ʿǞƟɫƟ Ǟ : [Ɗ] → RȚ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴʞʉɠʞʉʉǩȣǊ ʻƟƁʉȴɫɻ
ʉǞƟࢍ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Πࡱࢎ

ࠂ



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ̺̤ϫͮΧΗ

ࡦ +Œȣ ɻʉȴɫƟ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ǩȣ Ƞ ·Ț ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ Ƞ · Ɗ ɻɠŒƁƟࡱ īǞŒʉ Œŷȴʞʉ Πࡲ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ƌȴȣࢪʉ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉȋˈ  ƁȴȝɠʞʉƟ ǩʉ ȴȣ ʉǞƟ ˩ ̍ࡱ
ࡦ #Ðß Ǧ = ߾ . . .Ɗ :

ࡦ ˜ˀǺ := ˜ˀǺ + Ǟ(Ǧ) · ˀǺ(Ǧ)
ʿǞƟɫƟ Ǟ : [Ɗ] → RȚ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴʞʉɠʞʉʉǩȣǊ ʻƟƁʉȴɫɻ
ʉǞƟࢍ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Πࡱࢎ

ࠂ

dmx D ,

M J
5 1 -



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ̺̤ϫͮΧΗ

ࡦ +Œȣ ɻʉȴɫƟ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ǩȣ Ƞ ·Ț ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ Ƞ · Ɗ ɻɠŒƁƟࡱ īǞŒʉ Œŷȴʞʉ Πࡲ
ࡦ ´ǇʉƟȣ ƌȴȣࢪʉ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉȋˈ  ƁȴȝɠʞʉƟ ǩʉ ȴȣ ʉǞƟ ˩ ̍ࡱ

ࡦ #Ðß Ǧ = ߾ . . .Ɗ :

ࡦ ˜ˀǺ := ˜ˀǺ + Ǟ(Ǧ) · ˀǺ(Ǧ)
ʿǞƟɫƟ Ǟ : [Ɗ] → RȚ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴʞʉɠʞʉʉǩȣǊ ʻƟƁʉȴɫɻ
ʉǞƟࢍ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Πࡱࢎ

ࠂ



Ϙ˺Η̭ΧΓ ϑϘΧ̺̤ϫͮΧΗ

ࡦ +Œȣ ɻʉȴɫƟ ˜ˀ߾, . . . , ˜ˀȠ ǩȣ Ƞ ·Ț ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ Ƞ · Ɗ ɻɠŒƁƟࡱ īǞŒʉ Œŷȴʞʉ Πࡲ
ࡦ ´ǇʉƟȣ ƌȴȣࢪʉ ȣƟƟƌ ʉȴ ɻʉȴɫƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉȋˈ  ƁȴȝɠʞʉƟ ǩʉ ȴȣ ʉǞƟ ˩ ̍ࡱ
ࡦ #Ðß Ǧ = ߾ . . .Ɗ :

ࡦ ˜ˀǺ := ˜ˀǺ + Ǟ(Ǧ) · ˀǺ(Ǧ)
ʿǞƟɫƟ Ǟ : [Ɗ] → RȚ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ǞŒɻǞ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴʞʉɠʞʉʉǩȣǊ ʻƟƁʉȴɫɻ
ʉǞƟࢍ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Πࡱࢎ ࠂ

-
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̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή

īƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Ǉȴȋȋȴʿɻ Ǉɫȴȝࡩ

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

�Œǩȣ xƌƟŒࡩ ċȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ
(Ƞ
߿
)
ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠃ



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή

īƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Ǉȴȋȋȴʿɻ Ǉɫȴȝࡩ

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

�Œǩȣ xƌƟŒࡩ ċȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ
(Ƞ
߿
)
ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠃ

sign ,
m :O(¥4)so(1%1

4)



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ = √߾

Ț
∑Ɗ

Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿)ࡩ Œ ȣȴɫȝŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)ࡱ߿

˒(Ǻ) ǩɻ Œȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣࡪ ʿǩʉǞ ˜ˁ(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț)ࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ࠄ

- o

- -



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ = √߾

Ț
∑Ɗ

Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽,⃗ˁ(Ǧ)߿)ࡩ Œ ȣȴɫȝŒȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)ࡱ߿

˒(Ǻ) ǩɻ Œȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣࡪ ʿǩʉǞ ˜ˁ(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț)ࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ࠄ

-



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ċɠ ðǞȴʉࡩ DŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ȴʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ˒ ǩɻ cŒʞɻɻǩŒȣࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț).

E[∥˒∥߿߿] = E

⎡

⎣
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿

⎤

⎦ =
Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

∥⃗ˁ∥߿߿
Ț = ∥⃗ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ
ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ

ࠅ



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ċɠ ðǞȴʉࡩ DŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ȴʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ˒ ǩɻ cŒʞɻɻǩŒȣࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț).

E[∥˒∥߿߿] = E

⎡

⎣
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿

⎤

⎦ =
Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

∥⃗ˁ∥߿߿
Ț = ∥⃗ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ
ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ

ࠅ

- I -



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ċɠ ðǞȴʉࡩ DŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ȴʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ˒ ǩɻ cŒʞɻɻǩŒȣࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț).

E[∥˒∥߿߿] = E

⎡

⎣
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿

⎤

⎦ =
Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

∥⃗ˁ∥߿߿
Ț = ∥⃗ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ
ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ

ࠅ



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ `Œɫࡩ DŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ȴʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ˒ ǩɻ cŒʞɻɻǩŒȣ ʿǩʉǞ ࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț) Œȣƌ E[∥˒∥߿߿] = ∥⃗ˁ∥߿߿

߿߿∥˒∥ =
∑Ț

Ǧ=߾ ˒(Ǻ)߿ Œ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ
ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ
ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠆ

•



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ `Œɫࡩ DŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ȴʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ˒ ǩɻ cŒʞɻɻǩŒȣ ʿǩʉǞ ࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț) Œȣƌ E[∥˒∥߿߿] = ∥⃗ˁ∥߿߿
߿߿∥˒∥ =

∑Ț
Ǧ=߾ ˒(Ǻ)߿ Œ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ

ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ
ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠆ



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ `Œɫࡩ DŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ȴʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ˒ ǩɻ cŒʞɻɻǩŒȣ ʿǩʉǞ ࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț) Œȣƌ E[∥˒∥߿߿] = ∥⃗ˁ∥߿߿
߿߿∥˒∥ =

∑Ț
Ǧ=߾ ˒(Ǻ)߿ Œ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ

ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ
ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠆ



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ `Œɫࡩ DŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ȴʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ˒ ǩɻ cŒʞɻɻǩŒȣ ʿǩʉǞ ࡩ
˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț) Œȣƌ E[∥˒∥߿߿] = ∥⃗ˁ∥߿߿

߿߿∥˒∥ =
∑Ț

Ǧ=߾ ˒(Ǻ)߿ Œ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ
ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

�ƟȝȝŒࡩ ðɧʞŒɫƟƌ࢙Ǟǩ+ࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࢎ �ƟʉʉǩȣǊ Ŀ ŷƟ Œ +Ǟǩ࢙
ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ ǇɫƟƟƌȴȝࡪ

ßɫ [|Ŀ− EĿ| ≥ ϵEĿ] ≤ .ࠅ/߿Ɲ−Țϵ߿

xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ®(Ɲ− ȋȴǊ(߾/δ)) ≥ −߾ δࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿ ≤ ߿߿∥˒∥ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿.

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ
ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠆ

ty%j)?He

3
step i . w e showed i f h e i i .d Geaffiffe,

step2'. w e showed $115115:Hythe steps'alII
giarisaconcentrati

on



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ `Œɫࡩ DŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ȴʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ˒ ǩɻ cŒʞɻɻǩŒȣ ʿǩʉǞ ࡩ
˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț) Œȣƌ E[∥˒∥߿߿] = ∥⃗ˁ∥߿߿

߿߿∥˒∥ =
∑Ț

Ǧ=߾ ˒(Ǻ)߿ Œ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ
ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

�ƟȝȝŒࡩ ðɧʞŒɫƟƌ࢙Ǟǩ+ࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࢎ �ƟʉʉǩȣǊ Ŀ ŷƟ Œ +Ǟǩ࢙
ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ ǇɫƟƟƌȴȝࡪ

ßɫ [|Ŀ− EĿ| ≥ ϵEĿ] ≤ .ࠅ/߿Ɲ−Țϵ߿

xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ®(Ɲ− ȋȴǊ(߾/δ)) ≥ −߾ δࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿ ≤ ߿߿∥˒∥ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿.

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ
ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠆ

: [ "¥1118
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̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ `Œɫࡩ DŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ȴǇ ȴʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫ ˒ ǩɻ cŒʞɻɻǩŒȣ ʿǩʉǞ ࡩ
˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț) Œȣƌ E[∥˒∥߿߿] = ∥⃗ˁ∥߿߿

߿߿∥˒∥ =
∑Ț

Ǧ=߾ ˒(Ǻ)߿ Œ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ
ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

�ƟȝȝŒࡩ ðɧʞŒɫƟƌ࢙Ǟǩ+ࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࢎ �ƟʉʉǩȣǊ Ŀ ŷƟ Œ +Ǟǩ࢙
ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ ǇɫƟƟƌȴȝࡪ

ßɫ [|Ŀ− EĿ| ≥ ϵEĿ] ≤ .ࠅ/߿Ɲ−Țϵ߿

xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ®(Ɲ− ȋȴǊ(߾/δ)) ≥ −߾ δࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿ ≤ ߿߿∥˒∥ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿.

cǩʻƟɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ Œȣƌ ʉǞʞɻ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻǩƁ �� �ƟȝȝŒ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ
ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠆ



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

ðʞɠɠȴɫʉ ĨƟƁʉȴɫ �ŒƁǞǩȣƟɻࡩ � ƁȋŒɻɻǩƁ �� ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ ʿǞƟɫƟ ƌŒʉŒ ǩɻ
ƁȋŒɻɻǩ˨Ɵƌ ʿǩʉǞ Œ ǞˈɠƟɫɠȋŒȣƟࡱ

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Œ⃗ ǩȣ ࡪ�
⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Ŷ⃗ ǩȣ #
⟨Ŷ⃗, ⃗y ⟩ ≤ ƀ−Țࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ Œȋȋ ʻƟƁʉȴɫɻ
ǞŒʻƟ ʞȣǩʉ ȣȴɫȝࡱ

�� �ƟȝȝŒ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ɻʉǩȋȋ

ǞŒʻƟ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/߿ Œȣƌ ⟨ŷ,ʿ⟩ ≤ ƀ−Ț/ࡱ߿

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉ Œȣƌ ɫʞȣ ðĨ� ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ ǩȣ
ʉǞƟ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉȴ ˨ȣƌ ɻƟɠŒɫŒʉȴɫ ʿࡱ

߽߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

ðʞɠɠȴɫʉ ĨƟƁʉȴɫ �ŒƁǞǩȣƟɻࡩ � ƁȋŒɻɻǩƁ �� ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ ʿǞƟɫƟ ƌŒʉŒ ǩɻ
ƁȋŒɻɻǩ˨Ɵƌ ʿǩʉǞ Œ ǞˈɠƟɫɠȋŒȣƟࡱ

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Œ⃗ ǩȣ ࡪ�
⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Ŷ⃗ ǩȣ #
⟨Ŷ⃗, ⃗y ⟩ ≤ ƀ−Țࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ Œȋȋ ʻƟƁʉȴɫɻ
ǞŒʻƟ ʞȣǩʉ ȣȴɫȝࡱ

�� �ƟȝȝŒ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ɻʉǩȋȋ

ǞŒʻƟ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/߿ Œȣƌ ⟨ŷ,ʿ⟩ ≤ ƀ−Ț/ࡱ߿

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉ Œȣƌ ɫʞȣ ðĨ� ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ ǩȣ
ʉǞƟ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉȴ ˨ȣƌ ɻƟɠŒɫŒʉȴɫ ʿࡱ

߽߾

1



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

ðʞɠɠȴɫʉ ĨƟƁʉȴɫ �ŒƁǞǩȣƟɻࡩ � ƁȋŒɻɻǩƁ �� ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ ʿǞƟɫƟ ƌŒʉŒ ǩɻ
ƁȋŒɻɻǩ˨Ɵƌ ʿǩʉǞ Œ ǞˈɠƟɫɠȋŒȣƟࡱ

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Œ⃗ ǩȣ ࡪ�
⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Ŷ⃗ ǩȣ #
⟨Ŷ⃗, ⃗y ⟩ ≤ ƀ−Țࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ Œȋȋ ʻƟƁʉȴɫɻ
ǞŒʻƟ ʞȣǩʉ ȣȴɫȝࡱ

�� �ƟȝȝŒ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ɻʉǩȋȋ

ǞŒʻƟ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/߿ Œȣƌ ⟨ŷ,ʿ⟩ ≤ ƀ−Ț/ࡱ߿

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉ Œȣƌ ɫʞȣ ðĨ� ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ ǩȣ
ʉǞƟ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉȴ ˨ȣƌ ɻƟɠŒɫŒʉȴɫ ʿࡱ

߽߾
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

ðʞɠɠȴɫʉ ĨƟƁʉȴɫ �ŒƁǞǩȣƟɻࡩ � ƁȋŒɻɻǩƁ �� ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ ʿǞƟɫƟ ƌŒʉŒ ǩɻ
ƁȋŒɻɻǩ˨Ɵƌ ʿǩʉǞ Œ ǞˈɠƟɫɠȋŒȣƟࡱ

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Œ⃗ ǩȣ ࡪ�
⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Ŷ⃗ ǩȣ #
⟨Ŷ⃗, ⃗y ⟩ ≤ ƀ−Țࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ Œȋȋ ʻƟƁʉȴɫɻ
ǞŒʻƟ ʞȣǩʉ ȣȴɫȝࡱ

�� �ƟȝȝŒ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ɻʉǩȋȋ

ǞŒʻƟ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/߿ Œȣƌ ⟨ŷ,ʿ⟩ ≤ ƀ−Ț/ࡱ߿

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉ Œȣƌ ɫʞȣ ðĨ� ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ ǩȣ
ʉǞƟ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉȴ ˨ȣƌ ɻƟɠŒɫŒʉȴɫ ʿࡱ

߽߾

µ
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

ðʞɠɠȴɫʉ ĨƟƁʉȴɫ �ŒƁǞǩȣƟɻࡩ � ƁȋŒɻɻǩƁ �� ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ ʿǞƟɫƟ ƌŒʉŒ ǩɻ
ƁȋŒɻɻǩ˨Ɵƌ ʿǩʉǞ Œ ǞˈɠƟɫɠȋŒȣƟࡱ

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Œ⃗ ǩȣ ࡪ�
⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Ŷ⃗ ǩȣ #
⟨Ŷ⃗, ⃗y ⟩ ≤ ƀ−Țࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ Œȋȋ ʻƟƁʉȴɫɻ
ǞŒʻƟ ʞȣǩʉ ȣȴɫȝࡱ

�� �ƟȝȝŒ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ɻʉǩȋȋ

ǞŒʻƟ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/߿ Œȣƌ ⟨ŷ,ʿ⟩ ≤ ƀ−Ț/ࡱ߿

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉ Œȣƌ ɫʞȣ ðĨ� ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ ǩȣ
ʉǞƟ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉȴ ˨ȣƌ ɻƟɠŒɫŒʉȴɫ ʿࡱ

߽߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

ðʞɠɠȴɫʉ ĨƟƁʉȴɫ �ŒƁǞǩȣƟɻࡩ � ƁȋŒɻɻǩƁ �� ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡪ ʿǞƟɫƟ ƌŒʉŒ ǩɻ
ƁȋŒɻɻǩ˨Ɵƌ ʿǩʉǞ Œ ǞˈɠƟɫɠȋŒȣƟࡱ

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Œ⃗ ǩȣ ࡪ�
⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠȴǩȣʉ Ŷ⃗ ǩȣ #
⟨Ŷ⃗, ⃗y ⟩ ≤ ƀ−Țࡱ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ Œȋȋ ʻƟƁʉȴɫɻ
ǞŒʻƟ ʞȣǩʉ ȣȴɫȝࡱ

�� �ƟȝȝŒ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ɻʉǩȋȋ

ǞŒʻƟ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/߿ Œȣƌ ⟨ŷ,ʿ⟩ ≤ ƀ−Ț/ࡱ߿

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉ Œȣƌ ɫʞȣ ðĨ� ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ ǩȣ
ʉǞƟ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉȴ ˨ȣƌ ɻƟɠŒɫŒʉȴɫ ʿࡱ

߽߾
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

+ȋŒǩȝࡩ �ǇʉƟɫ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ǩǇ

⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț ≥ ߽ ʉǞƟȣ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/ࡱ߿

#ˈ �� �ƟȝȝŒࡩ ŒɠɠȋǩƟƌ ʿǩʉǞ ϵ = Ț/ࡪࠁ

∥Ų− ʿ∥߿߿ ≤
(
+߾ Ț

ࠁ
)
∥Œ⃗− ⃗y ߿߿∥

∥Ų∥߿߿ + ∥ʿ∥߿߿ − ⟨Ų,ʿ⟩߿ ≤
(
+߾ Ț

ࠁ
) (

∥Œ⃗∥߿߿ + ∥⃗y ߿߿∥ − ,Œ⃗⟩߿ ⃗y ⟩
)

(
+߾ Ț

ࠁ
)
,Œ⃗⟩߿ ⃗y ⟩ − ࠁ · Țࠁ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩߿

⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ − Ț
߿ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩

ƀ+Ț− Ț
߿ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩.

߾߾

- I -



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

+ȋŒǩȝࡩ �ǇʉƟɫ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ǩǇ

⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț ≥ ߽ ʉǞƟȣ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/ࡱ߿

#ˈ �� �ƟȝȝŒࡩ ŒɠɠȋǩƟƌ ʿǩʉǞ ϵ = Ț/ࡪࠁ

∥Ų− ʿ∥߿߿ ≤
(
+߾ Ț

ࠁ
)
∥Œ⃗− ⃗y ߿߿∥

∥Ų∥߿߿ + ∥ʿ∥߿߿ − ⟨Ų,ʿ⟩߿ ≤
(
+߾ Ț

ࠁ
) (

∥Œ⃗∥߿߿ + ∥⃗y ߿߿∥ − ,Œ⃗⟩߿ ⃗y ⟩
)

(
+߾ Ț

ࠁ
)
,Œ⃗⟩߿ ⃗y ⟩ − ࠁ · Țࠁ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩߿

⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ − Ț
߿ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩

ƀ+Ț− Ț
߿ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩.

߾߾

⇐ My
[ I



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

+ȋŒǩȝࡩ �ǇʉƟɫ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ǩǇ

⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț ≥ ߽ ʉǞƟȣ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/ࡱ߿

#ˈ �� �ƟȝȝŒࡩ ŒɠɠȋǩƟƌ ʿǩʉǞ ϵ = Ț/ࡪࠁ

∥Ų− ʿ∥߿߿ ≤
(
+߾ Ț

ࠁ
)
∥Œ⃗− ⃗y ߿߿∥

∥Ų∥߿߿ + ∥ʿ∥߿߿ − ⟨Ų,ʿ⟩߿ ≤
(
+߾ Ț

ࠁ
) (

∥Œ⃗∥߿߿ + ∥⃗y ߿߿∥ − ,Œ⃗⟩߿ ⃗y ⟩
)

(
+߾ Ț

ࠁ
)
,Œ⃗⟩߿ ⃗y ⟩ − ࠁ · Țࠁ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩߿

⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ − Ț
߿ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩

ƀ+Ț− Ț
߿ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩.

߾߾

(a-b )? a -the-Lab

- 0 0 %



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

+ȋŒǩȝࡩ �ǇʉƟɫ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ǩǇ

⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț ≥ ߽ ʉǞƟȣ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/ࡱ߿

#ˈ �� �ƟȝȝŒࡩ ŒɠɠȋǩƟƌ ʿǩʉǞ ϵ = Ț/ࡪࠁ

∥Ų− ʿ∥߿߿ ≤
(
+߾ Ț

ࠁ
)
∥Œ⃗− ⃗y ߿߿∥

∥Ų∥߿߿ + ∥ʿ∥߿߿ − ⟨Ų,ʿ⟩߿ ≤
(
+߾ Ț

ࠁ
) (

∥Œ⃗∥߿߿ + ∥⃗y ߿߿∥ − ,Œ⃗⟩߿ ⃗y ⟩
)

(
+߾ Ț

ࠁ
)
,Œ⃗⟩߿ ⃗y ⟩ − ࠁ · Țࠁ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩߿

⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ − Ț
߿ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩

ƀ+Ț− Ț
߿ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩.

߾߾
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ ϡЖΓ

+ȋŒǩȝࡩ �ǇʉƟɫ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ®
(
ȋȴǊ Ƞ
Ț߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ǩǇ

⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ ≥ ƀ+Ț ≥ ߽ ʉǞƟȣ ⟨Ų,ʿ⟩ ≥ ƀ+Ț/ࡱ߿

#ˈ �� �ƟȝȝŒࡩ ŒɠɠȋǩƟƌ ʿǩʉǞ ϵ = Ț/ࡪࠁ

∥Ų− ʿ∥߿߿ ≤
(
+߾ Ț

ࠁ
)
∥Œ⃗− ⃗y ߿߿∥

∥Ų∥߿߿ + ∥ʿ∥߿߿ − ⟨Ų,ʿ⟩߿ ≤
(
+߾ Ț

ࠁ
) (

∥Œ⃗∥߿߿ + ∥⃗y ߿߿∥ − ,Œ⃗⟩߿ ⃗y ⟩
)

(
+߾ Ț

ࠁ
)
,Œ⃗⟩߿ ⃗y ⟩ − ࠁ · Țࠁ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩߿

⟨Œ⃗, ⃗y ⟩ − Ț
߿ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩

ƀ+Ț− Ț
߿ ≤ ⟨Ų,ʿ⟩.

߾߾

1 1 only better than a

d 1 -

-



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ðƟɠŒɫŒʉƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ǩȣʉȴ Ȃ Ǌɫȴʞɠɻࡱ

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ∈CȂ

∥⃗ˀ− µǺ∥ࡱ߿߿

īɫǩʉƟ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ

*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

߿߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ðƟɠŒɫŒʉƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ǩȣʉȴ Ȃ Ǌɫȴʞɠɻࡱ

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ∈CȂ

∥⃗ˀ− µǺ∥ࡱ߿߿

īɫǩʉƟ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ

*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

߿߾

a . . - a .§¥¥



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ðƟɠŒɫŒʉƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ǩȣʉȴ Ȃ Ǌɫȴʞɠɻࡱ

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ∈CȂ

∥⃗ˀ− µǺ∥ࡱ߿߿

īɫǩʉƟ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ

*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿
߿߾

§§¥§ q ,
÷¥÷÷O
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

xǇ

ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴǽƟƁʉ ʉȴ Ț = ®
(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ⃗ˀ߾,⃗ˀࡪ߿

−߾) ϵ)∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿ ≤ ∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿

=⇒

�ƟʉʉǩȣǊ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

ˇ߾,ˇ߿∈CȂ

∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿

−߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ +߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ƁȋʞɻʉƟɫ ǩȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ Œȣƌ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)ࡱ üǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ
ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ʉɫʞƟ Ɓȴɻʉ ʿǩʉǞǩȣ +߾ ƀϵ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȴɠʉǩȝŒȋࡱ

ࠀ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ xǇ

ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴǽƟƁʉ ʉȴ Ț = ®
(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ⃗ˀ߾,⃗ˀࡪ߿

−߾) ϵ)∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿ ≤ ∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿

=⇒

�ƟʉʉǩȣǊ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

ˇ߾,ˇ߿∈CȂ

∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿

−߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ +߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ƁȋʞɻʉƟɫ ǩȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ Œȣƌ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)ࡱ üǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ
ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ʉɫʞƟ Ɓȴɻʉ ʿǩʉǞǩȣ +߾ ƀϵ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȴɠʉǩȝŒȋࡱ

ࠀ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ xǇ

ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴǽƟƁʉ ʉȴ Ț = ®
(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ⃗ˀ߾,⃗ˀࡪ߿

−߾) ϵ)∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿ ≤ ∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿ =⇒

�ƟʉʉǩȣǊ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

ˇ߾,ˇ߿∈CȂ

∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿

−߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ +߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ƁȋʞɻʉƟɫ ǩȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ Œȣƌ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)ࡱ üǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ
ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ʉɫʞƟ Ɓȴɻʉ ʿǩʉǞǩȣ +߾ ƀϵ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȴɠʉǩȝŒȋࡱ

ࠀ߾
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ xǇ

ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴǽƟƁʉ ʉȴ Ț = ®
(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ⃗ˀ߾,⃗ˀࡪ߿

−߾) ϵ)∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿ ≤ ∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿ =⇒

�ƟʉʉǩȣǊ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

ˇ߾,ˇ߿∈CȂ

∥ˇ߾ − ˇ߿߿∥߿

−߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ +߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ƁȋʞɻʉƟɫ ǩȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ Œȣƌ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)ࡱ üǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ
ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ʉɫʞƟ Ɓȴɻʉ ʿǩʉǞǩȣ +߾ ƀϵ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȴɠʉǩȝŒȋࡱ

ࠀ߾
AYE



üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Œȣƌ oǩǊǞ
5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ cƟȴȝƟʉɫˈ

ࡦ oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ɻɠŒƁƟ ȋȴȴȅɻ ʴƝɥˁ ƊǦǅǅƝɥƝȠʂ Ǉɫȴȝ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ ðȴ Ǟȴʿ ƁŒȣ �� ʿȴɫȅࡲ

ࡦ �ɫƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ǩȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ȝƟŒȣǩȣǊȋƟɻɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ ��
ʞɻƟȋƟɻɻࡲ

ࠁ߾



üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Œȣƌ oǩǊǞ
5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ cƟȴȝƟʉɫˈ

ࡦ oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ɻɠŒƁƟ ȋȴȴȅɻ ʴƝɥˁ ƊǦǅǅƝɥƝȠʂ Ǉɫȴȝ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ ðȴ Ǟȴʿ ƁŒȣ �� ʿȴɫȅࡲ

ࡦ �ɫƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ǩȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ȝƟŒȣǩȣǊȋƟɻɻࡪ ȝŒȅǩȣǊ ��
ʞɻƟȋƟɻɻࡲ

ࠁ߾



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ȝʞʉʞŒȋȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ

�ȣɻʿƟɫࡩ Ɗࡱ

ࠂ߾

1¥!



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ȝʞʉʞŒȋȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ �ȣɻʿƟɫࡩ Ɗࡱ
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īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉǞŒʉ
ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵࡲ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

ࡱ߾ Ɗ ࡱ߿ Θ(Ɗ) ࡱࠀ Θ(Ɗ߿) ࡱࠁ Θ(Ɗ)߿

xȣ ǇŒƁʉࡪ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ?

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠀ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪࠃ/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ ≤ ʂ߿ = ߾
Ɲϵࠁ

ࠀ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ߿/߾ Œȋȋ ʿǩʉǞ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠃ߾

V,%¥
¥



Η̺˺ϘΉС ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ
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ࡱ߾ Ɗ ࡱ߿ Θ(Ɗ) ࡱࠀ Θ(Ɗ߿) ࡱࠁ Θ(Ɗ)߿

xȣ ǇŒƁʉࡪ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ?

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠀ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪࠃ/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ ≤ ʂ߿ = ߾
Ɲϵࠁ

ࠀ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ߿/߾ Œȋȋ ʿǩʉǞ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠃ߾

OO -
yes
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ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ?

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠀ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿
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ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ߿/߾ Œȋȋ ʿǩʉǞ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ
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ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ?

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠀ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪࠃ/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ ≤ ʂ߿ = ߾
Ɲϵࠁ

ࠀ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ߿/߾ Œȋȋ ʿǩʉǞ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ
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ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠀ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪࠃ/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ ≤ ʂ߿ = ߾
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ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵࡲ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

ࡱ߾ Ɗ ࡱ߿ Θ(Ɗ) ࡱࠀ Θ(Ɗ߿) ࡱࠁ Θ(Ɗ)߿

xȣ ǇŒƁʉࡪ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ?

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠀ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪࠃ/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ ≤ ʂ߿ = ߾
Ɲϵࠁ

ࠀ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ߿/߾ Œȋȋ ʿǩʉǞ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠃ߾



Η̺˺ϘΉС ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ
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ɠŒǩɫʿǩɻƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽.

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࡱࠀ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿
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Η̺˺ϘΉС ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ
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ࠃ߾



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿

= ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ  ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠄ߾



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿

= ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ  ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠄ߾



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ

≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
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ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠄ߾
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DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ  ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠄ߾



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ  ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠄ߾



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ  ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠄ߾



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ  ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ

ࠄ߾



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ≥ .ࠅࠆ.߾

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ +Œȣ ȝŒȅƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ȋǩȅƟ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴɫ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʞɻƟȋƟɻɻࡱ

+ʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡷȋƟŒɫȣǩȣǊ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩȣ
ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ  ɻŒȝɠȋƟɻ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ࢪɻɠŒɫɻƟࢩ ʞȣȋƟɻɻ ʿƟ
ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ Œȝȴʞȣʉ ȴǇ ƌŒʉŒࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ǞȴɠƟ ǩɻ ǩǇ ʿƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞǩƁǞࢍ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌȴࢎࡱࡱࡱ
ࠄ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ƁŒȣ
ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Π⃗ˀ߾, . . . ,Π⃗ˀȠ ŒɫƟ ƟɻɻƟȣʉǩŒȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ

ˀ߾, . . . , ˀȠ ŒɫƟ ɻŒȝɠȋƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ BƊ Œȣƌ Πˀ߾, . . . ,ΠˀȠ
ŒɫƟ ࢎˈŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋࢍ ɻŒȝɠȋƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ BȚࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ƁŒȣ
ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Π⃗ˀ߾, . . . ,Π⃗ˀȠ ŒɫƟ ƟɻɻƟȣʉǩŒȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ

ˀ߾, . . . , ˀȠ ŒɫƟ ɻŒȝɠȋƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ BƊ Œȣƌ Πˀ߾, . . . ,ΠˀȠ
ŒɫƟ ࢎˈŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋࢍ ɻŒȝɠȋƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ BȚࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ƁŒȣ
ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Π⃗ˀ߾, . . . ,Π⃗ˀȠ ŒɫƟ ƟɻɻƟȣʉǩŒȋȋˈ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡱ

ˀ߾, . . . , ˀȠ ŒɫƟ ɻŒȝɠȋƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ BƊ Œȣƌ Πˀ߾, . . . ,ΠˀȠ
ŒɫƟ ࢎˈŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋࢍ ɻŒȝɠȋƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻʞɫǇŒƁƟ ȴǇ BȚࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

ࡦ xȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Ɗ߿ϵ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
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