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ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠁ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫƟȋƟŒɻƟƌ ǩȣ ʉǞƟ ȣƟˇʉ ǇƟʿ ƌŒˈɻ Œȣƌ ƌʞƟ
£ȴʻƟȝŷƟɫ ࡱʉǞ߽ࠀ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠂ ʿǩȋȋ ŷƟ ɻȴȝƟ Ǉȴɫȝ ȴǇ ȴɠʉǩȴȣŒȋ ƟˇʉɫŒ ƁɫƟƌǩʉࡱ
ࡦ x ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ŒǇʉƟɫ ƁȋŒɻɻ ʉȴƌŒˈ Ǉɫȴȝ ɠȝ߽ࠀࡩࠀ࢙߽ࠀࡩ߿ ǩȣ
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ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ ðɠƟƁʉɫŒȋ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡩ ˨ȣƌǩȣǊ Ǌȴȴƌ Ɓʞʉɻ ʻǩŒ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻȝŒȋȋ ŷʞʉ
ŷŒȋŒȣƁƟƌ Ɓʞʉࡱ

ࡦ oƟʞɫǩɻʉǩƁ ŒɫǊʞȝƟȣʉࡪ ȣȴ ǇȴɫȝŒȋ ɠɫȴȴǇɻࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ üǞƟ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ #ȋȴƁȅ �ȴƌƟȋ

ࡦ � ɻǩȝɠȋƟ ƁȋʞɻʉƟɫƟƌ ǊɫŒɠǞ ȝȴƌƟȋ ʿǞƟɫƟ ʿƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ʉǞƟ
ƟǇǇƟƁʉǩʻƟȣƟɻɻ ȴǇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʿǩʉǞ ʉǞƟ
�ŒɠȋŒƁǩŒȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻࢎ

ࠀ



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ ðɠƟƁʉɫŒȋ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡩ ˨ȣƌǩȣǊ Ǌȴȴƌ Ɓʞʉɻ ʻǩŒ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ƁŒȣ ŷƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ɻȝŒȋȋ ŷʞʉ
ŷŒȋŒȣƁƟƌ Ɓʞʉࡱ

ࡦ oƟʞɫǩɻʉǩƁ ŒɫǊʞȝƟȣʉࡪ ȣȴ ǇȴɫȝŒȋ ɠɫȴȴǇɻࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ üǞƟ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ #ȋȴƁȅ �ȴƌƟȋ

ࡦ � ɻǩȝɠȋƟ ƁȋʞɻʉƟɫƟƌ ǊɫŒɠǞ ȝȴƌƟȋ ʿǞƟɫƟ ʿƟ ƁŒȣ ɠɫȴʻƟ ʉǞƟ
ƟǇǇƟƁʉǩʻƟȣƟɻɻ ȴǇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ʿǩʉǞ ʉǞƟ
�ŒɠȋŒƁǩŒȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻࢎ

ࠀ
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ

`ȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ � Œȣƌ ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ5 � = 5− � ǩɻ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ �ŒɠȋŒƁǩŒȣࡱ

oȴʿ ɻȝȴȴʉǞ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹ ǩɻ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ƁŒȣ ŷƟ ȝƟŒɻʞɫƟƌ ŷˈࡩ
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B
(⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ))߿ = ⃗ɹó�⃗ʴ.

ࡦ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹȠ−߾ ȴǇ ࡪ� ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɻ ⃗ɹóȠ−⃗�߾ʴȠ−߾
ɻʞŷǽƟƁʉ ʉȴ ⃗ɹóȠ−⃗߾߾ = ࡱ߽

ࡦ #ˈ ʉǞɫƟɻǞȴȋƌǩȣǊ ʉǞǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ ʿƟ ʉƟȣƌ ʉȴ ˨ȣƌ ɻȝŒȋȋ Ɓʞʉɻ ߾−ʴȠ⃗�߾−ʴóȠࢍ⃗ ǩɻ
ɻȝŒȋȋࡪࢎ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ʿƟȋȋ࢙ŷŒȋŒȣƁƟƌ ߾߾⃗−ʴóȠࢍ⃗ = ࡱࢎ߽

ࠁ

× ,

'"
'

. )
(III [ e - v : #

-
-

Ei.'s.ie's:$
a



ϖϺͮЬ ϖϺ̺ϡϫͮΧΗ ࠂ

ࠂ

[ 2 -Y l - 4 ) YytLysl3-
o@jbQw-2tEXjxEiiEI
dlitvcDIY-y.Y 32+52+02

' y 0 x I x #
[ I - I - I - I ]



̤ϺϫϫͮΗ͞ Йͮϫͩ ϫ̺ͩ ϡ̺̤ΧΗ̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

`ǩȣƌ Œ Ǌȴȴƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŷˈ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
⃗ɹȠ−߾ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹó⃗߾=߽
⃗ɹó�ğ⃗

ðƟʉ è ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ȣȴƌƟɻ ʿǩʉǞ ⃗ɹȠ−߾(Ǧ) < ࡪ߽ ó ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ʿǩʉǞ
⃗ɹȠ−߾(Ǧ) ≥ ࡱ߽
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̤ϺϫϫͮΗ͞ Йͮϫͩ ϫ̺ͩ ϡ̺̤ΧΗ̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

`ǩȣƌ Œ Ǌȴȴƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŷˈ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
⃗ɹȠ−߾ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹó⃗߾=߽
⃗ɹó�ğ⃗

ðƟʉ è ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ȣȴƌƟɻ ʿǩʉǞ ⃗ɹȠ−߾(Ǧ) < ࡪ߽ ó ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ʿǩʉǞ
⃗ɹȠ−߾(Ǧ) ≥ ࡱ߽

ࠃ
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ #ȋȴƁȅ �ȴƌƟȋ ßȋŒȣʉƟƌࢍ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ �ȴƌƟȋࡩࢎ �Ɵʉ aȠ(ɛ,ɡ) ŷƟ Œ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ǊɫŒɠǞɻ ȴȣ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ɻɠȋǩʉ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ǩȣʉȴ ʉʿȴ Ǌɫȴʞɠɻ
# Œȣƌ ࡪ* ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ
ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ɻƟȋǇ࢙ȋȴȴɠɻࡱࢎ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷࡱ ɡ < ɛࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

ࠄ



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ #ȋȴƁȅ �ȴƌƟȋ ßȋŒȣʉƟƌࢍ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ �ȴƌƟȋࡩࢎ �Ɵʉ aȠ(ɛ,ɡ) ŷƟ Œ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ǊɫŒɠǞɻ ȴȣ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ɻɠȋǩʉ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ǩȣʉȴ ʉʿȴ Ǌɫȴʞɠɻ
# Œȣƌ ࡪ* ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ
ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ɻƟȋǇ࢙ȋȴȴɠɻࡱࢎ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷࡱ ɡ < ɛࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

ࠄ
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ #ȋȴƁȅ �ȴƌƟȋ ßȋŒȣʉƟƌࢍ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ �ȴƌƟȋࡩࢎ �Ɵʉ aȠ(ɛ,ɡ) ŷƟ Œ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ǊɫŒɠǞɻ ȴȣ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ɻɠȋǩʉ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ǩȣʉȴ ʉʿȴ Ǌɫȴʞɠɻ
# Œȣƌ ࡪ* ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ
ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ɻƟȋǇ࢙ȋȴȴɠɻࡱࢎ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷࡱ ɡ < ɛࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ
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ΉͮΗ̺˺Ϙ ˺Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ aȠ(ɛ,ɡ)ࡱ

ࡦ �Ɵʉ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ aࡪ ȴɫƌƟɫƟƌ ǩȣ ʉƟɫȝɻ
ȴǇ Ǌɫȴʞɠ x5ࡱ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ

ࠅ
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ΉͮΗ̺˺Ϙ ˺Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ aȠ(ɛ,ɡ)ࡱ

ࡦ �Ɵʉ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ aࡪ ȴɫƌƟɫƟƌ ǩȣ ʉƟɫȝɻ
ȴǇ Ǌɫȴʞɠ x5ࡱ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ

ࠅ
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̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ īǞŒʉ ǩɻ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ

ࠆ

1,2hm

-
F IAi;-s p i f i ,j a r e i n t u s u r e group

q i f u i n diff groups.



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭΁˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɛ Ǉȴɫ
Ǧ, Ǻ ǩȣ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɡ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ɫŒȣȅ(E[�])ࡲ

īǞŒʉ
ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ ߽߾
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�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɛ Ǉȴɫ
Ǧ, Ǻ ǩȣ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɡ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ɫŒȣȅ(E[�])ࡲ

īǞŒʉ
ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ ߽߾
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�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɛ Ǉȴɫ
Ǧ, Ǻ ǩȣ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɡ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ɫŒȣȅ(E[�])ࡲ īǞŒʉ
ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
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ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ ߽߾
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�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ
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̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭΁˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

xǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ⃗ɹ߿ ʉǞƟȣ ʿƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ ࡭*

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ a ∼ aȠ(ɛ,ɡ)ࡪ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ E[�] ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ˇȝŒʉɫǩࢍ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡱࢎ

ࡦ üǞʞɻࡪ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
,߾] ,߾ ,߾ . . . [߾−,߾−,߾−, Œȣƌ ǊǩʻƟɻ Œ Ǌȴȴƌ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

߿߾

-
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xǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ⃗ɹ߿ ʉǞƟȣ ʿƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ ࡭*

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ a ∼ aȠ(ɛ,ɡ)ࡪ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ E[�] ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ˇȝŒʉɫǩࢍ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡱࢎ

ࡦ üǞʞɻࡪ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
,߾] ,߾ ,߾ . . . [߾−,߾−,߾−, Œȣƌ ǊǩʻƟɻ Œ Ǌȴȴƌ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

߿߾
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ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ Χ͘ ϑ̺ϘΓϺϫ̺̭ Γ˺ϫϘͮР

cȴŒȋ ǩɻ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ ࢖ ɻȴ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ʿȴȣࢪʉ ŷƟ
ȴɫƌƟɫƟƌ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ x5 ȴɫࢍ ȴʞɫ ǽȴŷ ǩɻ ŒȋɫƟŒƌˈ ƌȴȣƟࢎ࡭

ࡦ �ƁʉʞŒȋ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ß�ßó ʿǞƟɫƟ ß ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ
ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Œȣƌ � ǩɻ ʉǞƟ ȴɫƌƟɫƟƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࡦ DˇƟɫƁǩɻƟࡩ üǞƟ ˨ɫɻʉ ʉʿȴ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ß�ßó ŒɫƟ ß⃗ʴ߾ Œȣƌ ß⃗ʴࡱ߿
ࡦ ß⃗ʴ߿ = ,߾−,߾] ,߾−,߾ . . . , ,߾ [߾−,߾ ǊǩʻƟɻ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩƌɻࡱ
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ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ Χ͘ ϑ̺ϘΓϺϫ̺̭ Γ˺ϫϘͮР

cȴŒȋ ǩɻ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ ࢖ ɻȴ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ʿȴȣࢪʉ ŷƟ
ȴɫƌƟɫƟƌ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ x5 ȴɫࢍ ȴʞɫ ǽȴŷ ǩɻ ŒȋɫƟŒƌˈ ƌȴȣƟࢎ࡭

ࡦ �ƁʉʞŒȋ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ǩɻ ß�ßó ʿǞƟɫƟ ß ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ
ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ Œȣƌ � ǩɻ ʉǞƟ ȴɫƌƟɫƟƌ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࡦ DˇƟɫƁǩɻƟࡩ üǞƟ ˨ɫɻʉ ʉʿȴ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ß�ßó ŒɫƟ ß⃗ʴ߾ Œȣƌ ß⃗ʴࡱ߿
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̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ)ࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ Œȣƌ � ŷƟ ǩʉɻ
�ŒɠȋŒƁǩŒȣࡪ ʿǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ
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̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ)ࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ Œȣƌ � ŷƟ ǩʉɻ
�ŒɠȋŒƁǩŒȣࡪ ʿǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ
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̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ E[�] ǩɻ χ#,* ࢖ ʉǞƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓʞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ǊɫŒɠǞ a ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ � Œȣƌ ࢎ� ʿƟɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ ʞɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ࡪࡱƟࡱǩࢍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࢎ ʿȴʞȋƌ ƟˇŒƁʉȋˈ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ʉʿȴ
ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ ࡱ*

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Œ ȝŒʉɫǩˇ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࢎ� ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ǩʉɻ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡲ �Œʉɫǩˇ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ �ȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ ɻƁŒȋŒɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ ȋǩȅƟ �Œɫȅȴʻɻࡪ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻɻࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ Œ ʻƟɫˈ ɫƟƁƟȣʉ Œȣƌ ƁʞʉʉǩȣǊ ƟƌǊƟ
ɻʞŷ˨Ɵȋƌ ȴǇ ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁɻ ʉǞŒʉ ǩɻ ŷƟǩȣǊ ŒƁʉǩʻƟȋˈ ŒɠɠȋǩƟƌ ǩȣ
ƁȴȝɠʞʉƟɫ ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ Œȣƌ ࡱ��

ࠃ߾
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ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ E[�] ǩɻ χ#,* ࢖ ʉǞƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓʞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ǊɫŒɠǞ a ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ � Œȣƌ ࢎ� ʿƟɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ ʞɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ࡪࡱƟࡱǩࢍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࢎ ʿȴʞȋƌ ƟˇŒƁʉȋˈ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ʉʿȴ
ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ ࡱ*

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Œ ȝŒʉɫǩˇ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࢎ� ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ǩʉɻ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡲ �Œʉɫǩˇ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ �ȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ ɻƁŒȋŒɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ ȋǩȅƟ �Œɫȅȴʻɻࡪ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻɻࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ Œ ʻƟɫˈ ɫƟƁƟȣʉ Œȣƌ ƁʞʉʉǩȣǊ ƟƌǊƟ
ɻʞŷ˨Ɵȋƌ ȴǇ ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁɻ ʉǞŒʉ ǩɻ ŷƟǩȣǊ ŒƁʉǩʻƟȋˈ ŒɠɠȋǩƟƌ ǩȣ
ƁȴȝɠʞʉƟɫ ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ Œȣƌ ࡱ��

ࠃ߾



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ E[�] ǩɻ χ#,* ࢖ ʉǞƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓʞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ǊɫŒɠǞ a ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ � Œȣƌ ࢎ� ʿƟɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ ʞɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ࡪࡱƟࡱǩࢍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࢎ ʿȴʞȋƌ ƟˇŒƁʉȋˈ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ʉʿȴ
ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ ࡱ*

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Œ ȝŒʉɫǩˇ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࢎ� ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ǩʉɻ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡲ �Œʉɫǩˇ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ �ȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ ɻƁŒȋŒɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ ȋǩȅƟ �Œɫȅȴʻɻࡪ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻɻࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ Œ ʻƟɫˈ ɫƟƁƟȣʉ Œȣƌ ƁʞʉʉǩȣǊ ƟƌǊƟ
ɻʞŷ˨Ɵȋƌ ȴǇ ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁɻ ʉǞŒʉ ǩɻ ŷƟǩȣǊ ŒƁʉǩʻƟȋˈ ŒɠɠȋǩƟƌ ǩȣ
ƁȴȝɠʞʉƟɫ ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ Œȣƌ ࡱ�� ࠃ߾



Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ

DʻƟɫˈʉǞǩȣǊ ŒǇʉƟɫ ʉǞǩɻ ɻȋǩƌƟ ǩɻ ŷȴȣʞɻ ȝŒʉƟɫǩŒȋࡪ ǩǇ ˈȴʞ ŒɫƟ
ǩȣʉƟɫƟɻʉƟƌ ǩȣ Ǟȴʿ ʿƟ ǇȴɫȝŒȋȋˈ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ
ɻʞƁƁƟƟƌɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋࡪ ʞɻǩȣǊ ȝŒʉɫǩˇ
ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ŷȴʞȣƌɻࡱ

ࠄ߾



Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ

�Œʉɫǩˇ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ xǇ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ

ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

ʿǞƟɫƟ ∥ · ߿∥ ǩɻ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝ ȴɠƟɫŒʉȴɫࢍ ȣȴɫȝࡱࢎ

`ȴɫ Œȣˈ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࡪ ∥Ĳ∥߿ = ȝŒˇˍ∈RƊ:∥ˍ∥߾=߿ ∥Ĳˍ∥ࡱ߿

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ∥Ĳ∥߿ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ȴǇ Ĳࡱ
`ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ Ĳ ȋǩȅƟࢍ �− E[�]ࢎ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ
ȴǇ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

`ȴɫ ʉǞƟ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡪ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ŒɫƟ ƁȋȴɻƟࡱ oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ɫƟȋŒʉƟ ʉȴ
ʉǞƟǩɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝࡲ

ࠅ߾



Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ

�Œʉɫǩˇ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ xǇ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ

ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

ʿǞƟɫƟ ∥ · ߿∥ ǩɻ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝ ȴɠƟɫŒʉȴɫࢍ ȣȴɫȝࡱࢎ

`ȴɫ Œȣˈ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࡪ ∥Ĳ∥߿ = ȝŒˇˍ∈RƊ:∥ˍ∥߾=߿ ∥Ĳˍ∥ࡱ߿

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ∥Ĳ∥߿ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ȴǇ Ĳࡱ
`ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ Ĳ ȋǩȅƟࢍ �− E[�]ࢎ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ
ȴǇ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

`ȴɫ ʉǞƟ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡪ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ŒɫƟ ƁȋȴɻƟࡱ oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ɫƟȋŒʉƟ ʉȴ
ʉǞƟǩɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝࡲ

ࠅ߾



Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ

�Œʉɫǩˇ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ xǇ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ

ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

ʿǞƟɫƟ ∥ · ߿∥ ǩɻ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝ ȴɠƟɫŒʉȴɫࢍ ȣȴɫȝࡱࢎ

`ȴɫ Œȣˈ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࡪ ∥Ĳ∥߿ = ȝŒˇˍ∈RƊ:∥ˍ∥߾=߿ ∥Ĳˍ∥ࡱ߿

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ∥Ĳ∥߿ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ȴǇ Ĳࡱ
`ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ Ĳ ȋǩȅƟࢍ �− E[�]ࢎ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ
ȴǇ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

`ȴɫ ʉǞƟ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡪ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ŒɫƟ ƁȋȴɻƟࡱ oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ɫƟȋŒʉƟ ʉȴ
ʉǞƟǩɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝࡲ

ࠅ߾



̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ ϑ̺ϘϫϺϘ̜˺ϫͮΧΗ

5Œʻǩɻ࢙�ŒǞŒȣ DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ßƟɫʉʞɫŷŒʉǩȴȣ üǞƟȴɫƟȝࡩ ðʞɠ࢙
ɠȴɻƟ �,� ∈ RƊ×Ɗ ŒɫƟ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ʿǩʉǞ ∥� − ߿∥� ≤ ϵ

Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ʴ߾, ʴ߿, . . . , ʴƊ Œȣƌ ¯ɹ߾, ¯ɹ߿, . . . , ¯ɹƊࡱ �ƟʉʉǩȣǊ
θ(ʴǦ, ¯ɹǦ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ŒȣǊȋƟ ŷƟʉʿƟƟȣ ʴǦ Œȣƌ ¯ɹǦࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧࡩ

ɻǩȣ[θ(ʴǦ, ¯ɹǦ)] ≤
ϵ

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|

ʿǞƟɫƟ λ߾, . . . ,λƊ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ࡱ�

üǞƟ Ɵɫɫȴɫɻ ǊƟʉ ȋŒɫǊƟ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ʿǩʉǞ ɻǩȝǩȋŒɫ
ȝŒǊȣǩʉʞƌƟɻࡱ

ࠆ߾



̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ ϑ̺ϘϫϺϘ̜˺ϫͮΧΗ

߽߿



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

+ȋŒǩȝ ߾ ˇ�Œʉɫǩࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࡩࢎ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

+ȋŒǩȝ ߿ ࡩࢎ5Œʻǩɻ࢙�ŒǞŒȣࢍ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤
®(√ɛȠ)

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|

≤ ®(√ɛȠ)
(ɛ− ɡ)Ƞ/߿ = ®

( √ɛ
(ɛ− ɡ)

√
Ƞ

)

æƟƁŒȋȋࡩ E[�]ࡪ ǞŒɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾ = (ɛ+ɡ)Ƞ
߿ ࡪ λ߿ = (ɛ−ɡ)Ƞ

߿ ࡪ λǦ = ߽ Ǉȴɫ
Ǧ ≥ ࡱࠀ

ȝǩȣ
Ǻ̸=Ǧ

|λǦ − λǺ| = ȝǩȣ
(
ɡȠ, (ɛ− ɡ)Ƞ

߿

)
.

üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ (ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ǊŒɠɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡱ̍

߾߿



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

+ȋŒǩȝ ߾ ˇ�Œʉɫǩࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࡩࢎ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

+ȋŒǩȝ ߿ ࡩࢎ5Œʻǩɻ࢙�ŒǞŒȣࢍ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤
®(√ɛȠ)

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|

≤ ®(√ɛȠ)
(ɛ− ɡ)Ƞ/߿ = ®

( √ɛ
(ɛ− ɡ)

√
Ƞ

)

æƟƁŒȋȋࡩ E[�]ࡪ ǞŒɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾ = (ɛ+ɡ)Ƞ
߿ ࡪ λ߿ = (ɛ−ɡ)Ƞ

߿ ࡪ λǦ = ߽ Ǉȴɫ
Ǧ ≥ ࡱࠀ

ȝǩȣ
Ǻ̸=Ǧ

|λǦ − λǺ| = ȝǩȣ
(
ɡȠ, (ɛ− ɡ)Ƞ

߿

)
.

üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ (ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ǊŒɠɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡱ̍

߾߿



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

+ȋŒǩȝ ߾ ˇ�Œʉɫǩࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࡩࢎ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

+ȋŒǩȝ ߿ ࡩࢎ5Œʻǩɻ࢙�ŒǞŒȣࢍ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤
®(√ɛȠ)

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|

≤ ®(√ɛȠ)
(ɛ− ɡ)Ƞ/߿ = ®

( √ɛ
(ɛ− ɡ)

√
Ƞ

)

æƟƁŒȋȋࡩ E[�]ࡪ ǞŒɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾ = (ɛ+ɡ)Ƞ
߿ ࡪ λ߿ = (ɛ−ɡ)Ƞ

߿ ࡪ λǦ = ߽ Ǉȴɫ
Ǧ ≥ ࡱࠀ

ȝǩȣ
Ǻ ̸=Ǧ

|λǦ − λǺ| = ȝǩȣ
(
ɡȠ, (ɛ− ɡ)Ƞ

߿

)
.

üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ (ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ǊŒɠɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡱ̍

߾߿



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

+ȋŒǩȝ ߾ ˇ�Œʉɫǩࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࡩࢎ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

+ȋŒǩȝ ߿ ࡩࢎ5Œʻǩɻ࢙�ŒǞŒȣࢍ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤
®(√ɛȠ)

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|

≤ ®(√ɛȠ)
(ɛ− ɡ)Ƞ/߿ = ®

( √ɛ
(ɛ− ɡ)

√
Ƞ

)

æƟƁŒȋȋࡩ E[�]ࡪ ǞŒɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾ = (ɛ+ɡ)Ƞ
߿ ࡪ λ߿ = (ɛ−ɡ)Ƞ

߿ ࡪ λǦ = ߽ Ǉȴɫ
Ǧ ≥ ࡱࠀ

ȝǩȣ
Ǻ ̸=Ǧ

|λǦ − λǺ| = ȝǩȣ
(
ɡȠ, (ɛ− ɡ)Ƞ

߿

)
.

üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ (ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ǊŒɠɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡱ̍

߾߿



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

+ȋŒǩȝ ߾ ˇ�Œʉɫǩࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࡩࢎ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

+ȋŒǩȝ ߿ ࡩࢎ5Œʻǩɻ࢙�ŒǞŒȣࢍ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤
®(√ɛȠ)

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|
≤ ®(√ɛȠ)

(ɛ− ɡ)Ƞ/߿ = ®
( √ɛ
(ɛ− ɡ)

√
Ƞ

)

æƟƁŒȋȋࡩ E[�]ࡪ ǞŒɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾ = (ɛ+ɡ)Ƞ
߿ ࡪ λ߿ = (ɛ−ɡ)Ƞ

߿ ࡪ λǦ = ߽ Ǉȴɫ
Ǧ ≥ ࡱࠀ

ȝǩȣ
Ǻ ̸=Ǧ

|λǦ − λǺ| = ȝǩȣ
(
ɡȠ, (ɛ− ɡ)Ƞ

߿

)
.

üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ (ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ǊŒɠɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡱ̍

߾߿



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðȴ `Œɫࡩ ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤ ®
( √ɛ

(ɛ−ɡ)
√
Ƞ

)
ࡱ

īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊǩʻƟ ʞɻࡲ

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿ ≤ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿Ƞ

)
ࡱࢎƟˇƟɫƁǩɻƟࢍ

ࡦ ¯ɹ߿ ǩɻ √߾
Ƞχ#,*ࡩ ʉǞƟ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ Ǧ ʿǞƟɫƟ ʴ߿(Ǧ)ࡪ ¯ɹ߿(Ǧ) ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟɻ ≥ ߾
Ƞ ʉȴ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿.

ࡦ ðȴ ʉǞƟˈ ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ǩȣ Œʉ ȝȴɻʉ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿

)
ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡱ̍ ߿߿



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðȴ `Œɫࡩ ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤ ®
( √ɛ

(ɛ−ɡ)
√
Ƞ

)
ࡱ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊǩʻƟ ʞɻࡲ

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿ ≤ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿Ƞ

)
ࡱࢎƟˇƟɫƁǩɻƟࢍ

ࡦ ¯ɹ߿ ǩɻ √߾
Ƞχ#,*ࡩ ʉǞƟ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ Ǧ ʿǞƟɫƟ ʴ߿(Ǧ)ࡪ ¯ɹ߿(Ǧ) ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟɻ ≥ ߾
Ƞ ʉȴ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿.

ࡦ ðȴ ʉǞƟˈ ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ǩȣ Œʉ ȝȴɻʉ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿

)
ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡱ̍ ߿߿



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðȴ `Œɫࡩ ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤ ®
( √ɛ

(ɛ−ɡ)
√
Ƞ

)
ࡱ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊǩʻƟ ʞɻࡲ

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿ ≤ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿Ƞ

)
ࡱࢎƟˇƟɫƁǩɻƟࢍ

ࡦ ¯ɹ߿ ǩɻ √߾
Ƞχ#,*ࡩ ʉǞƟ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ Ǧ ʿǞƟɫƟ ʴ߿(Ǧ)ࡪ ¯ɹ߿(Ǧ) ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟɻ ≥ ߾
Ƞ ʉȴ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿.

ࡦ ðȴ ʉǞƟˈ ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ǩȣ Œʉ ȝȴɻʉ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿

)
ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡱ̍ ߿߿
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ðȴ `Œɫࡩ ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤ ®
( √ɛ

(ɛ−ɡ)
√
Ƞ

)
ࡱ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊǩʻƟ ʞɻࡲ

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿ ≤ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿Ƞ

)
ࡱࢎƟˇƟɫƁǩɻƟࢍ

ࡦ ¯ɹ߿ ǩɻ √߾
Ƞχ#,*ࡩ ʉǞƟ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ Ǧ ʿǞƟɫƟ ʴ߿(Ǧ)ࡪ ¯ɹ߿(Ǧ) ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟɻ ≥ ߾
Ƞ ʉȴ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿.

ࡦ ðȴ ʉǞƟˈ ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ǩȣ Œʉ ȝȴɻʉ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿

)
ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡱ̍ ߿߿
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ðȴ `Œɫࡩ ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤ ®
( √ɛ

(ɛ−ɡ)
√
Ƞ

)
ࡱ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊǩʻƟ ʞɻࡲ

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿ ≤ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿Ƞ

)
ࡱࢎƟˇƟɫƁǩɻƟࢍ

ࡦ ¯ɹ߿ ǩɻ √߾
Ƞχ#,*ࡩ ʉǞƟ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ Ǧ ʿǞƟɫƟ ʴ߿(Ǧ)ࡪ ¯ɹ߿(Ǧ) ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟɻ ≥ ߾
Ƞ ʉȴ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿.

ࡦ ðȴ ʉǞƟˈ ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ǩȣ Œʉ ȝȴɻʉ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿

)
ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ࡱ̍ ߿߿
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ċɠɻǞȴʉࡩ xǇ a ǩɻ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ
ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ǩǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ǩʉɻ ɻƟƁȴȣƌ ȋŒɫǊƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ʴ߿ Œȣƌ
ŒɻɻǩǊȣ ȣȴƌƟɻ ʉȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩǊȣ ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ʉǞǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ ʿƟ ʿǩȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ ®

(
ɛ

(ɛ−ɡ)߿
)
ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ īǞˈ ƌȴƟɻ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣƁɫƟŒɻƟ Œɻ ɡ ǊƟʉɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ɛࡲ
ࡦ DʻƟȣ ʿǞƟȣ ɛ− ɡ = /߾)®

√
Ƞ)ࡪ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ Œȣ ®(Ƞ) ǇɫŒƁʉǩȴȣ

ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ࡱ̍ DࡱǊࡪࡱ ŒɻɻǩǊȣ %ࠆࠆ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ࡱ̍

ࠀ߿
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ċɠɻǞȴʉࡩ xǇ a ǩɻ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ
ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ǩǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ǩʉɻ ɻƟƁȴȣƌ ȋŒɫǊƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ʴ߿ Œȣƌ
ŒɻɻǩǊȣ ȣȴƌƟɻ ʉȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩǊȣ ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ʉǞǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ ʿƟ ʿǩȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ ®

(
ɛ

(ɛ−ɡ)߿
)
ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ īǞˈ ƌȴƟɻ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣƁɫƟŒɻƟ Œɻ ɡ ǊƟʉɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ɛࡲ

ࡦ DʻƟȣ ʿǞƟȣ ɛ− ɡ = /߾)®
√
Ƞ)ࡪ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ Œȣ ®(Ƞ) ǇɫŒƁʉǩȴȣ

ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ࡱ̍ DࡱǊࡪࡱ ŒɻɻǩǊȣ %ࠆࠆ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ࡱ̍

ࠀ߿
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ċɠɻǞȴʉࡩ xǇ a ǩɻ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ
ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ǩǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ǩʉɻ ɻƟƁȴȣƌ ȋŒɫǊƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ʴ߿ Œȣƌ
ŒɻɻǩǊȣ ȣȴƌƟɻ ʉȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩǊȣ ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ʉǞǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ ʿƟ ʿǩȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ ®

(
ɛ

(ɛ−ɡ)߿
)
ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ īǞˈ ƌȴƟɻ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣƁɫƟŒɻƟ Œɻ ɡ ǊƟʉɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ɛࡲ
ࡦ DʻƟȣ ʿǞƟȣ ɛ− ɡ = /߾)®

√
Ƞ)ࡪ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ Œȣ ®(Ƞ) ǇɫŒƁʉǩȴȣ

ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ࡱ̍ DࡱǊࡪࡱ ŒɻɻǩǊȣ %ࠆࠆ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ࡱ̍
ࠀ߿


