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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
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ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ǩɻ ƌʞƟ ʉȴȝȴɫɫȴʿࡪ ࡱɠȝࠆࠂࡩ߾߾
ࡦ üǞƟ ƟˇŒȝ ʿǩȋȋ ŷƟ ǞƟȋƌ ȣƟˇʉ üʞƟɻƌŒˈ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡱ
ࡦ x Œȝ ǞȴȋƌǩȣǊ ŒƌƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ Ǉȴɫ ȝǩƌʉƟɫȝ ɠɫƟɠࡪ
ʉȴȝȴɫɫȴʿ Ǉɫȴȝ ɠȝࠂ࢙ࠀ Œȣƌ �ȴȣƌŒ ࡪ̍ ࡱɠȝࠃ࢙ࠁ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ċɠ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒࡱ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ
ࡦ 5ǩɻƁʞɻɻ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫ ࡱ̍

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ŷƟʉʿƟƟȣ �� �ƟȝȝŒ Œȣƌ ǞǩǊǞ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫ ࡱ̍

ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ɫƟʻǩƟʿࡱ
ࡦ īǩȋȋ ƌȴ ʉǞƟ ࢪǇʞȣࢩ ɠŒɫʉɻ ȴǇ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ŒǇʉƟɫ
ʉǞƟ ȝǩƌʉƟɫȝࡱ
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̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

�Œȣˈ࢙£ƟŒɫ ´ɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ĨƟƁʉȴɫɻࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ
ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ
ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ∈ ,ࠅࠆ.߾] .[߿߽.߿

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ ´ȣƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɻƟࢩ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࡱࢪ
ࡦ xǇ Œȋȋ ˈȴʞɫ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷŒɻƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻ ȅ࢙ȝƟŒȣɻࢍ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻࡪ ðĨ�ɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ŒɫƟȣࢪʉ ǊȴǩȣǊ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ȴȣȋˈ ȝƟŒȣǩȣǊǇʞȋ ǩǇ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ
Œȣƌ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǩɻȣࢪʉ ǽʞɻʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
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̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

5ǩɻʉŒȣƁƟɻ Ǉȴɫ �£xðü 5ǩǊǩʉɻࡩ
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

xȝɠȋǩƟɻࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵ/ࡪࢎࠅ
ʉǞƟȣ Π⃗ˀ߾

∥Π⃗ˀ߿∥߾
, . . . , Π⃗ˀȠ

∥Π⃗ˀȠ∥߿
ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ

Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱࢎ

ࡦ �ȋǊƟŷɫŒ ǩɻ Œ ŷǩʉ ȝƟɻɻˈ ŷʞʉ Œ Ǌȴȴƌ ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠŒɫʉǩŒȋȋˈ ʿȴɫȅ
ʉǞɫȴʞǊǞࡱ
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

xȝɠȋǩƟɻࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵ/ࡪࢎࠅ
ʉǞƟȣ Π⃗ˀ߾

∥Π⃗ˀ߿∥߾
, . . . , Π⃗ˀȠ

∥Π⃗ˀȠ∥߿
ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ

Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱࢎ

ࡦ �ȋǊƟŷɫŒ ǩɻ Œ ŷǩʉ ȝƟɻɻˈ ŷʞʉ Œ Ǌȴȴƌ ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠŒɫʉǩŒȋȋˈ ʿȴɫȅ
ʉǞɫȴʞǊǞࡱ
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

xȝɠȋǩƟɻࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵ/ࡪࢎࠅ
ʉǞƟȣ Π⃗ˀ߾

∥Π⃗ˀ߿∥߾
, . . . , Π⃗ˀȠ

∥Π⃗ˀȠ∥߿
ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ

Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱࢎ

ࡦ �ȋǊƟŷɫŒ ǩɻ Œ ŷǩʉ ȝƟɻɻˈ ŷʞʉ Œ Ǌȴȴƌ ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠŒɫʉǩŒȋȋˈ ʿȴɫȅ
ʉǞɫȴʞǊǞࡱ

ࠂ



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝʞɻʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿
ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ

üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝʞɻʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿

ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ

üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝʞɻʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿
ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ

üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
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+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝʞɻʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿
ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
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+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
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+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝʞɻʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿
ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
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Γ̭ͮϫ̺ϘΓ ͘ΧϘΓ˺ϫ

æȴʞǊǞ ´ʞʉȋǩȣƟࡩ ɻʞŷǽƟƁʉࢍ ʉȴ ɻȝŒȋȋ ƁǞŒȣǊƟɻࢎ

ࡦ äʞƟɻʉǩȴȣ ࡩ߾ ࠁ ŒȋʿŒˈɻࡪ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࡪ ȣƟʻƟɫɻࡱ
ࡦ äʞƟɻʉǩȴȣ ࡩ߿ ࠁ ɻǞȴɫʉ ŒȣɻʿƟɫɻࡪ ɻȴɫʉ ȴǇ ȋǩȅƟ ɧʞǩ˔ ɧʞƟɻʉǩȴȣɻࡱ
ࡦ äʞƟɻʉǩȴȣ ࡩࠀ ࠂ ɠŒɫʉ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ȋǩȝǩʉƟƌ ɠɫȴȴǇɻࡱ
ࡦ äʞƟɻʉǩȴȣ ࡩࠁ ࠂ ɠŒɫʉ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ȴȣ ŒȣŒȋˈ˔ǩȣǊ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ
ðǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ŷʞʉ ƟŒɻǩƟɫ ʉǞŒȣ Œ ǞȴȝƟʿȴɫȅ ɧʞƟɻʉǩȴȣࡱ

ࡦ äʞƟɻʉǩȴȣ ࡩࠂ DˇʉɫŒ ƁɫƟƌǩʉ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ʉȴʞƁǞǩȣǊ ȴȣ ǞǩǊǞ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫ ࡱ̍

ĳȴʞ ȴȣȋˈ ȣƟƟƌ ʉȴ ȅȣȴʿ ʉǞƟ ɻʉŒʉƟȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ
�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡪ ȣȴʉ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇࡱ
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Γ̭ͮϫ̺ϘΓ ͘ΧϘΓ˺ϫ

æȴʞǊǞ ´ʞʉȋǩȣƟࡩ ɻʞŷǽƟƁʉࢍ ʉȴ ɻȝŒȋȋ ƁǞŒȣǊƟɻࢎ

ࡦ äʞƟɻʉǩȴȣ ࡩ߾ ࠁ ŒȋʿŒˈɻࡪ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࡪ ȣƟʻƟɫɻࡱ
ࡦ äʞƟɻʉǩȴȣ ࡩ߿ ࠁ ɻǞȴɫʉ ŒȣɻʿƟɫɻࡪ ɻȴɫʉ ȴǇ ȋǩȅƟ ɧʞǩ˔ ɧʞƟɻʉǩȴȣɻࡱ
ࡦ äʞƟɻʉǩȴȣ ࡩࠀ ࠂ ɠŒɫʉ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ȋǩȝǩʉƟƌ ɠɫȴȴǇɻࡱ
ࡦ äʞƟɻʉǩȴȣ ࡩࠁ ࠂ ɠŒɫʉ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ȴȣ ŒȣŒȋˈ˔ǩȣǊ Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ
ðǩȝǩȋŒɫ ʉȴ ŷʞʉ ƟŒɻǩƟɫ ʉǞŒȣ Œ ǞȴȝƟʿȴɫȅ ɧʞƟɻʉǩȴȣࡱ

ࡦ äʞƟɻʉǩȴȣ ࡩࠂ DˇʉɫŒ ƁɫƟƌǩʉ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ʉȴʞƁǞǩȣǊ ȴȣ ǞǩǊǞ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫ ࡱ̍

ĳȴʞ ȴȣȋˈ ȣƟƟƌ ʉȴ ȅȣȴʿ ʉǞƟ ɻʉŒʉƟȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ
�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡪ ȣȴʉ ʉǞƟ ɠɫȴȴǇࡱ
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ϑϘΧ̜Ή̺Γϡ

üǞƟ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ
ʉŒȅǩȣǊ ʻŒȋʞƟɻ ǩȣ {߽, ࡪ{߾ ȋƟʉʉǩȣǊ µ = E

[∑Ƞ
Ǧ=߾ ĲǦ

]
ࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ δ > ࡪ߽

ßɫ
(∣∣∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ − µ
∣∣ > δµ

)
≤ ߿ Ɵˇɠ

(
− δ߿µ

δ+߿

)
. ࠀ߾
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üǞƟ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ
ʉŒȅǩȣǊ ʻŒȋʞƟɻ ǩȣ {߽, ࡪ{߾ ȋƟʉʉǩȣǊ µ = E

[∑Ƞ
Ǧ=߾ ĲǦ

]
ࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ δ > ࡪ߽

ßɫ
(∣∣∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ − µ
∣∣ > δµ

)
≤ ߿ Ɵˇɠ

(
− δ߿µ

δ+߿

)
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üǞƟ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ
ʉŒȅǩȣǊ ʻŒȋʞƟɻ ǩȣ {߽, ࡪ{߾ ȋƟʉʉǩȣǊ µ = E

[∑Ƞ
Ǧ=߾ ĲǦ

]
ࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ δ > ࡪ߽

ßɫ
(∣∣∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ − µ
∣∣ > δµ

)
≤ ߿ Ɵˇɠ

(
− δ߿µ

δ+߿

)
.

ࠂ߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ ϑϘΧ̜Ή̺Γϡ

üǞƟ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ĳ߾, . . . , ĲȠ
ʉŒȅǩȣǊ ʻŒȋʞƟɻ ǩȣ {߽, ࡪ{߾ ȋƟʉʉǩȣǊ µ = E

[∑Ƞ
Ǧ=߾ ĲǦ

]
ࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ δ > ࡪ߽

ßɫ
(∣∣∑Ƞ

Ǧ=߾ ĲǦ − µ
∣∣ > δµ

)
≤ ߿ Ɵˇɠ

(
− δ߿µ

δ+߿

)
.
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