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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱ߾߿߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ߾߾

߽

L



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ǩɻ ƌʞƟ `ɫǩƌŒ ࡪ̍ ࡱɠȝࠆࠂࡩ߾߾
ࡦ äʞǩ˔ ࠃ ǩɻ ƌʞƟ ʉȴƌŒˈ Œʉ ࡱɠȝࠅ
ࡦ üǞƟ ƟˇŒȝ ʿǩȋȋ ŷƟ ǞƟȋƌ ȣƟˇʉ üʞƟɻƌŒˈ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡱ �Ɵʉ ȝƟ ȅȣȴʿ
�ð�ß ǩǇ ˈȴʞ ȣƟƟƌ ŒƁƁȴȝȝȴƌŒʉǩȴȣɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ƟˇʉƟȣƌƟƌ ʉǩȝƟࡱࢎ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ƌȴ ɻȴȝƟ ȝǩƌʉƟɫȝ ɫƟʻǩƟʿ ǩȣ ƁȋŒɻɻ ȴȣ üǞʞɫɻƌŒ ࡱ̍ x ʿǩȋȋ
Œȋɻȴ Ǟȴȋƌ ŒƌƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ Ǉȴɫ ȝǩƌʉƟɫȝ ɠɫƟɠࡪ ȣƟˇʉ
�ȴȣƌŒ ࡪ̍ ࡪɠȝࠃ࢙ࠁ Œȣƌ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋȋˈ `ɫǩƌŒˈ ŒǇʉƟɫȣȴȴȣ Œɻ ʿƟȋȋࡱ

߾

- practice problems o n schedule.



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ

ࡦ �ȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ʻǩŒ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ȴȣ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ �� �ƟȝȝŒ ʻǩŒ ʉǞƟ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ ��
�ƟȝȝŒࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ċɠ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒࡱ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ
ࡦ 5ǩɻƁʞɻɻ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫ ࡱ̍

߿

[



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ

ࡦ �ȴʿ࢙ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ Ǉȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ʻǩŒ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ȴȣ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ �� �ƟȝȝŒ ʻǩŒ ʉǞƟ 5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ ��
�ƟȝȝŒࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ċɠ ɠɫȴȴǇ ȴǇ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒࡱ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ
ࡦ 5ǩɻƁʞɻɻ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫ ࡱ̍

߿

-



ϫ̺ͩ ΁ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠΠ : RƊ → ßȚ
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = Π⃗ˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Ǉɫȴȝ
N (߽, (Ț/߾ Œȣƌ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ/δ

ϵ߿

)
ࡪ Π ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ

ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡱ

ࠀ

- - -

-
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ϫ̺ͩ ΁ΧͩΗϡΧΗ࢙ΉͮΗ̭̺ΗϡϫϘ˺Ϻϡϡ Ή̺ΓΓ˺

�ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒࡩ `ȴɫ Œȣˈ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ
⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ Œȣƌ ϵ > ߽ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ȝŒɠΠ : RƊ → ßȚ
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
Œȣƌ ȋƟʉʉǩȣǊ ˜ˀǦ = Π⃗ˀǦࡩ

`ȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻ : −߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿ ≤ ∥˜ˀǦ − ˜ˀǺ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

`ʞɫʉǞƟɫࡪ ǩǇ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒɻ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Ǉɫȴȝ
N (߽, (Ț/߾ Œȣƌ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ/δ

ϵ߿

)
ࡪ Π ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ʿǩʉǞ

ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࡱ

ࠀ



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή

īƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Ǉȴȋȋȴʿɻ Ǉɫȴȝࡩ

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿.

�Œǩȣ xƌƟŒࡩ ċȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ
(Ƞ
߿
)
ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠁ

=



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή

īƟ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Ǉȴȋȋȴʿɻ Ǉɫȴȝࡩ

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿.

�Œǩȣ xƌƟŒࡩ ċȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ
(Ƞ
߿
)
ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ˁ ǦǺ = ⃗ˀǦ − ⃗ˀǺࡱ

Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠁ

[ -
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↳
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̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩

=
∑Ɗ

Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, (Ț/߾

ࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝࡪ ϵࡩ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠂ



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩

=
∑Ɗ

Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, (Ț/߾

ࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝࡪ ϵࡩ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠂ

- - -



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩

=
∑Ɗ

Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, (Ț/߾

ࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝࡪ ϵࡩ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠂ

e



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩

=
∑Ɗ

Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, (Ț/߾

ࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝࡪ ϵࡩ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠂ

- s innerproduct.
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5ǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒࡩ �Ɵʉ Π ∈ RȚ×Ɗ ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴ࢙
ɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡱ(Ț/߾ xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®

(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʉǞƟȣ Ǉȴɫ Œȣˈ

⃗ˁ ∈ RƊࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿ ≤ ∥Π⃗ˁ∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿

ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(Ț/߾

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝࡱ Țࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝࡪ ϵࡩ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠂ
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ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(Ț/߾

ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽, ⃗ˁ(Ǧ)
߿

Ț ࡩ( ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ �ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ࡭

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ࠃ

- -
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ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(Ț/߾

ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽, ⃗ˁ(Ǧ)
߿

Ț ࡩ( ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ �ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ࡭

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ࠃ
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ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(Ț/߾

ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽, ⃗ˁ(Ǧ)
߿

Ț ࡩ( ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ �ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ࡭

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ ࠃ
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ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(Ț/߾

ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽, ⃗ˁ(Ǧ)
߿

Ț ࡩ( ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ �ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ࡭

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

ࠃ

-

T n o n m e

-
M E - £
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ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(Ț/߾

ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽, ⃗ˁ(Ǧ)
߿

Ț ࡩ( ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ

�ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ࡭

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

ࠃ
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ࡦ �Ɵʉ ˒ ƌƟȣȴʉƟ Π⃗ˁ Œȣƌ ȋƟʉ Π(Ǻ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡱ
ࡦ `ȴɫ Œȣˈ Ǻࡪ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ ∼ N (߽, ࡱ(Ț/߾

ࡦ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N (߽, ⃗ˁ(Ǧ)
߿

Ț ࡩ( ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ˒(Ǻ)ࡲ �ȋɻȴ cŒʞɻɻǩŒȣ࡭

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

ࠃ
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) =
Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N

(
߽,

⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț

)
.

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ

ࠄ
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) =
Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N

(
߽,

⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț

)
.

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) =
Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N

(
߽,

⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț

)
.

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) =
Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N

(
߽,

⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț

)
.

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

üǞʞɻࡪ ˒(Ǻ) ∼ N (߽, ⃗ˁ(߾)
߿

Ț +
⃗ˁ(߿)߿
Ț + . . .+

⃗ˁ(Ɗ)߿
Ț )

xࡱƟࡪࡱ ˒ ǩʉɻƟȋǇ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ
cŒʞɻɻǩŒȣ ʻƟƁʉȴɫࡱ æȴʉŒʉǩȴȣŒȋ ǩȣʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) =
Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N

(
߽,

⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț

)
.

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

üǞʞɻࡪ ˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿
Ț )

xࡱƟࡪࡱ ˒ ǩʉɻƟȋǇ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ʻƟƁʉȴɫࡱ
æȴʉŒʉǩȴȣŒȋ ǩȣʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
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�ƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ˒(Ǻ) = ⟨Π(Ǻ),⃗ˁ⟩ Œȣƌࡩ

˒(Ǻ) =
Ɗ∑

Ǧ=߾
ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ʿǞƟɫƟ ǊǦ · ⃗ˁ(Ǧ) ∼ N

(
߽,

⃗ˁ(Ǧ)߿
Ț

)
.

ðʉŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ cŒʞɻɻǩŒȣ æŒȣƌȴȝ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ `ȴɫ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Œ ∼
N (µ߾,σ߾߿ ) Œȣƌ Ŷ ∼ N (µ߿,σ߿߿) ʿƟ ǞŒʻƟࡩ

Œ+ Ŷ ∼ N (µ߾ + µ߿,σ
߿
߾ + σ߿߿)

üǞʞɻࡪ ˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿
Ț ) xࡱƟࡪࡱ ˒ ǩʉɻƟȋǇ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ cŒʞɻɻǩŒȣ ʻƟƁʉȴɫࡱ

æȴʉŒʉǩȴȣŒȋ ǩȣʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
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ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡪ(Ț/߾
Ǉȴɫ Œȣˈ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E

⎡

⎣
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿

⎤

⎦

=
Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

∥⃗ˁ∥߿߿
Ț

= ∥⃗ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ࠅ
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ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡪ(Ț/߾
Ǉȴɫ Œȣˈ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E

⎡

⎣
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿

⎤

⎦

=
Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

∥⃗ˁ∥߿߿
Ț

= ∥⃗ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ࠅ
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ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡪ(Ț/߾
Ǉȴɫ Œȣˈ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E

⎡

⎣
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿

⎤

⎦

=
Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

∥⃗ˁ∥߿߿
Ț

= ∥⃗ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
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ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡪ(Ț/߾
Ǉȴɫ Œȣˈ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ

E[∥˒∥߿߿] = E

⎡

⎣
Ț∑

Ǻ=߾
˒(Ǻ)߿

⎤

⎦ =
Ț∑

Ǻ=߾
E[˒(Ǻ)߿]

=
Ț∑

Ǻ=߾

∥⃗ˁ∥߿߿
Ț

= ∥⃗ˁ∥߿߿

ðȴ ˒ ǞŒɻ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ȣȴɫȝ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ǊǦ ࡩ ȣȴɫȝŒȋȋˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ࠅ

O

- - v a r GT;D:$1557-f5$
=#(gyp):1 ¥

m



̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡪ(Ț/߾
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ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ N (߽, ࡪ(Ț/߾
Ǉȴɫ Œȣˈ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț).

īǞŒʉ ǩɻ E[∥˒∥߿߿]ࡲ
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oȴʿ ǩɻ ߿߿∥˒∥ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉƟƌࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉƟࡲ
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ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡩ
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ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

�ƟȝȝŒࡩ Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ+ࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࢎ �ƟʉʉǩȣǊ Ŀ ŷƟ Œ +Ǟǩ࢙
ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ ǇɫƟƟƌȴȝࡪ

ßɫ [|Ŀ− EĿ| ≥ ϵEĿ] ≤ .ࠅ/߿Ɲ−Țϵ߿

xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ®(Ɲ− ȋȴǊ(߾/δ)) ≥ −߾ δࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿ ≤ ߿߿∥˒∥ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿.

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠆ
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̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț) Œȣƌ E[∥˒∥߿߿] = ∥⃗ˁ∥߿߿
߿߿∥˒∥ =

∑Ț
Ǧ=߾ ˒(Ǻ)߿ Œ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ

ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

�ƟȝȝŒࡩ Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ+ࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࢎ �ƟʉʉǩȣǊ Ŀ ŷƟ Œ +Ǟǩ࢙
ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ ǇɫƟƟƌȴȝࡪ

ßɫ [|Ŀ− EĿ| ≥ ϵEĿ] ≤ .ࠅ/߿Ɲ−Țϵ߿

xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ®(Ɲ− ȋȴǊ(߾/δ)) ≥ −߾ δࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿ ≤ ߿߿∥˒∥ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿.

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ ࠆ
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̭ͮϡϫϘ̜ͮϺϫͮΧΗ˺Ή ΁Ή ϑϘΧΧ͘

ðȴ ǇŒɫࡩ �ƟʉʉǩȣǊ Π ∈ RƊ×Ț ǞŒʻƟ ƟŒƁǞ Ɵȣʉɫˈ ƁǞȴɻƟȣ ǩࡱǩࡱƌࡱ Œɻ
√߾
Ț · N (߽, ࡪ(߾ Ǉȴɫ Œȣˈ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ ȋƟʉʉǩȣǊ ˒ = Π⃗ˁࡩ

˒(Ǻ) ∼ N (߽, ∥⃗ˁ∥߿߿/Ț) Œȣƌ E[∥˒∥߿߿] = ∥⃗ˁ∥߿߿
߿߿∥˒∥ =

∑Ț
Ǧ=߾ ˒(Ǻ)߿ Œ +Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ

ǇɫƟƟƌȴȝ Œࢍ ɻʞȝ ȴǇ Ț ɻɧʞŒɫƟƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ cŒʞɻɻǩŒȣɻࢎ

�ƟȝȝŒࡩ Ǟǩ࢙ðɧʞŒɫƟƌ+ࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࢎ �ƟʉʉǩȣǊ Ŀ ŷƟ Œ +Ǟǩ࢙
ðɧʞŒɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞ Ț ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ ǇɫƟƟƌȴȝࡪ

ßɫ [|Ŀ− EĿ| ≥ ϵEĿ] ≤ .ࠅ/߿Ɲ−Țϵ߿

xǇ ʿƟ ɻƟʉ Ț = ®
(
ȋȴǊ(߾/δ)

ϵ߿

)
ࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ −߾ ®(Ɲ− ȋȴǊ(߾/δ)) ≥ −߾ δࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿ ≤ ߿߿∥˒∥ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˁ∥߿߿.

cǩʻƟɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣŒȋ �� �ƟȝȝŒ Œȣƌ ʉǞʞɻ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻǩƁ �� �ƟȝȝŒ࡭

⃗ˁ ∈ RƊ ࡩ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˒ ∈ RȚ ࡩ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ʻƟƁʉȴɫࡪ Π ∈ RȚ×Ɗ ࡩ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ⃗ˁ → ࡱ˒ Π(Ǻ)ࡩ ǺʂǛ ɫȴʿ ȴǇ Πࡪ Ɗࡩ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡱ Țࡩ Ɓȴȝ࢙
ɠɫƟɻɻƟƌ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣࡪ ϵࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ɵɫɫȴɫࡪ δࡩ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ǇŒǩȋʞɫƟ ɠɫȴŷࡱ

ࠆ
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ðƟɠŒɫŒʉƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ǩȣʉȴ Ȃ Ǌɫȴʞɠɻࡱ

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ∈CȂ

∥⃗ˀ− µǺ∥ࡱ߿߿

īɫǩʉƟ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ

*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

߽߾

4



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ðƟɠŒɫŒʉƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ǩȣʉȴ Ȃ Ǌɫȴʞɠɻࡱ

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ∈CȂ

∥⃗ˀ− µǺ∥ࡱ߿߿

īɫǩʉƟ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ

*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

߽߾

qE E
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̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ðƟɠŒɫŒʉƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Ɗ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ǩȣʉȴ Ȃ Ǌɫȴʞɠɻࡱ

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ∈CȂ

∥⃗ˀ− µǺ∥ࡱ߿߿

īɫǩʉƟ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡩ

*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿
߽߾

I %
%I



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴǽƟƁʉ ʉȴȚ = ®
(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ⃗ˀ߾,⃗ˀࡪ߿

−߾) ϵ)∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ ≤ ∥ˇ঵߾ − ˇ঵߿߿∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

=⇒

�ƟʉʉǩȣǊ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

ˇ঵߾,ˇ঵߿∈CȂ

∥ˇ঵߾ − ˇ঵߿߿∥߿

−߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ +߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ).

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ƁȋʞɻʉƟɫ ǩȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ Œȣƌ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)ࡱ üǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ
ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ʉɫʞƟ Ɓȴɻʉ ʿǩʉǞǩȣ +߾ ƀϵ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȴɠʉǩȝŒȋࡱ cȴȴƌ
ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ʉǞǩɻࡱ

߾߾



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴǽƟƁʉ ʉȴȚ = ®
(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ⃗ˀ߾,⃗ˀࡪ߿

−߾) ϵ)∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ ≤ ∥ˇ঵߾ − ˇ঵߿߿∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

=⇒

�ƟʉʉǩȣǊ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

ˇ঵߾,ˇ঵߿∈CȂ

∥ˇ঵߾ − ˇ঵߿߿∥߿

−߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ +߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ).

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ƁȋʞɻʉƟɫ ǩȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ Œȣƌ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)ࡱ üǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ
ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ʉɫʞƟ Ɓȴɻʉ ʿǩʉǞǩȣ +߾ ƀϵ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȴɠʉǩȝŒȋࡱ cȴȴƌ
ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ʉǞǩɻࡱ

߾߾

[ -



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴǽƟƁʉ ʉȴȚ = ®
(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ⃗ˀ߾,⃗ˀࡪ߿

−߾) ϵ)∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ ≤ ∥ˇ঵߾ − ˇ঵߿߿∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ =⇒

�ƟʉʉǩȣǊ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

ˇ঵߾,ˇ঵߿∈CȂ

∥ˇ঵߾ − ˇ঵߿߿∥߿

−߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ +߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ).

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ƁȋʞɻʉƟɫ ǩȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ Œȣƌ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)ࡱ üǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ
ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ʉɫʞƟ Ɓȴɻʉ ʿǩʉǞǩȣ +߾ ƀϵ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȴɠʉǩȝŒȋࡱ cȴȴƌ
ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ʉǞǩɻࡱ

߾߾

÷



̺Р˺ΓϑΉ̺ ˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗࡩ Ȃ࢙Γ̺˺Ηϡ ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

ȅ࢙ȝƟŒȣɻ ´ŷǽƟƁʉǩʻƟࡩ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

⃗ˀ߾ ,⃗ˀ߿∈CȂ

∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿

xǇ ʿƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴǽƟƁʉ ʉȴȚ = ®
(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ⃗ˀ߾,⃗ˀࡪ߿

−߾) ϵ)∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ ≤ ∥ˇ঵߾ − ˇ঵߿߿∥߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀ߾ − ⃗ˀ߿߿∥߿ =⇒

�ƟʉʉǩȣǊ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) = ȝǩȣ
C߾,...CȂ

Ȃ∑

Ǻ=߾

∑

ˇ঵߾,ˇ঵߿∈CȂ

∥ˇ঵߾ − ˇ঵߿߿∥߿

−߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ) ≤ +߾) ϵ)*Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ).

ċɠɻǞȴʉࡩ +Œȣ ƁȋʞɻʉƟɫ ǩȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ȝʞƁǞࢍ ȝȴɫƟ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈࢎ Œȣƌ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ *Ȱɵʂ(C߾, . . . , CȂ)ࡱ üǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ ɻƟʉ ȴǇ ƁȋʞɻʉƟɫɻ
ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ʉɫʞƟ Ɓȴɻʉ ʿǩʉǞǩȣ +߾ ƀϵ ʉǩȝƟɻ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȴɠʉǩȝŒȋࡱ cȴȴƌ
ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠɫȴʻƟ ʉǞǩɻࡱ

߾߾

- -

-

I t2 £



üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Œȣƌ oǩǊǞ
5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ cƟȴȝƟʉɫˈ

ࡦ oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ɻɠŒƁƟ ȋȴȴȅɻ ʴƝɥˁ ƊǦǅǅƝɥƝȠʂ Ǉɫȴȝ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ ðȴ Ǟȴʿ ƁŒȣ �� ʿȴɫȅࡲ

ࡦ xɻ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǩȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ȝƟŒȣǩȣǊȋƟɻɻࡪ
ȝŒȅǩȣǊ �� ʞɻƟȋƟɻɻࡲ üǞƟࢍ ƁʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࢎ

߿߾

- .



üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ Œȣƌ oǩǊǞ
5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ cƟȴȝƟʉɫˈ

ࡦ oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ɻɠŒƁƟ ȋȴȴȅɻ ʴƝɥˁ ƊǦǅǅƝɥƝȠʂ Ǉɫȴȝ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ ðȴ Ǟȴʿ ƁŒȣ �� ʿȴɫȅࡲ

ࡦ xɻ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǩȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ȝƟŒȣǩȣǊȋƟɻɻࡪ
ȝŒȅǩȣǊ �� ʞɻƟȋƟɻɻࡲ üǞƟࢍ ƁʞɫɻƟ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࢎ

߿߾

{pace.



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ȝʞʉʞŒȋȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ

Œࢎ ߾ ŷࢎ ȋȴǊƊ Ɓࢎ
√
Ɗ ƌࢎ Ɗ

ࠀ߾

1 - far



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ȝʞʉʞŒȋȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡲ

Œࢎ ߾ ŷࢎ ȋȴǊƊ Ɓࢎ
√
Ɗ ƌࢎ Ɗ

ࠀ߾



Η̺˺ϘΉС ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉǞŒʉ
ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵࡲ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

Œࢎ Ɗ ŷࢎ Θ(Ɗ) Ɓࢎ Θ(Ɗ߿) ƌࢎ Θ(Ɗ)߿

xȣ ǇŒƁʉࡪ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ࡭

ࠁ߾

@

I '
y



Η̺˺ϘΉС ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉǞŒʉ
ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵࡲ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

Œࢎ Ɗ ŷࢎ Θ(Ɗ) Ɓࢎ Θ(Ɗ߿) ƌࢎ Θ(Ɗ)߿

xȣ ǇŒƁʉࡪ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ࡭

ࠁ߾



Η̺˺ϘΉС ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻƟʉ ȴǇ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ʉǞŒʉ
ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵࡲ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

Œࢎ Ɗ ŷࢎ Θ(Ɗ) Ɓࢎ Θ(Ɗ߿) ƌࢎ Θ(Ɗ)߿

xȣ ǇŒƁʉࡪ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ࡭

ࠁ߾



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ ϑϘΧΧ͘

+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࢎ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡱ̍

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿

DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ

E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿ ǊɫƟŒʉࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ
(ʂ
߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠂ߾

E .0 1

- 204)
-



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ ϑϘΧΧ͘

+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࢎ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡱ̍

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿

DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ

E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿ ǊɫƟŒʉࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ
(ʂ
߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠂ߾

±

[ 'Kd, 'Ed ,
' ¥ I



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ ϑϘΧΧ͘

+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࢎ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡱ̍

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿

DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ

E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿ ǊɫƟŒʉࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ
(ʂ
߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠂ߾

+ vectors i n d division,
t i

[ 'NE ' Ya 'Ya . . he]
→ s t 11×1122-

§,
xiljfsj.gl/dsl

1 1
O



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ ϑϘΧΧ͘

+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࢎ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡱ̍

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿ DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ

E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿ ǊɫƟŒʉࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ
(ʂ
߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠂ߾



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ ϑϘΧΧ͘

+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࢎ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡱ̍

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿ DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿ ǊɫƟŒʉࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ
(ʂ
߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠂ߾



ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ ϑϘΧΧ͘

+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࢎ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡱ̍

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿ DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿ ǊɫƟŒʉࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ
(ʂ
߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠂ߾
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Tp Lxi,xj7

i t ; - s §.,xilk)-Xilk)
-
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ΧϘϫͩΧ͞ΧΗ˺Ή Ж̺̤ϫΧϘϡ ϑϘΧΧ͘

+ȋŒǩȝࡩ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ |⟨⃗ˀ,⃗ˁ⟩| ≤ ϵ ŷƟࢍ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࢎ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡱ̍

ßɫȴȴǇࡩ �Ɵʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀʂ ƟŒƁǞ ǞŒʻƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ƟȣʉɫǩƟɻ ɻƟʉ ʉȴ
/߾±

√
Ɗࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ∥⃗ˀǦ∥ࡲ߿ DʻƟɫˈ ⃗ˀǦ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩]ࡲ E[⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩] = ߽

ࡦ #ˈ Œ +ǞƟɫȣȴǇǇ ŷȴʞȣƌࡪ ßɫ[|⟨⃗ˀǦ,⃗ˀǺ⟩| ≥ ϵ] ≤ ࠃ/Ɗ߿Ɲ−ϵ߿ ǊɫƟŒʉࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ƁǞȴɻƟ ʂ = ߾
Ɲϵ߿

ࡪ߿߾/Ɗ߿ ʞɻǩȣǊ Œ ʞȣǩȴȣ ŷȴʞȣƌ ȴʻƟɫ Œȋȋ
(ʂ
߿
)
≤ ߾

Ɲϵࠅ
ࠃ/Ɗ߿

ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒǩɫɻࡪ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ ࠁ/ࠀ Œȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

ࠂ߾

-

- - .
-
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̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿

= ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ∈ ,ࠅࠆ.߾] .[߿߽.߿

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ ´ȣƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɻƟࢩ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࡱࢪ
ࡦ xǇ Œȋȋ ˈȴʞɫ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷŒɻƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻ ȅ࢙ȝƟŒȣɻࢍ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻࡪ ðĨ�ɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ŒɫƟȣࢪʉ ǊȴǩȣǊ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ȴȣȋˈ ȝƟŒȣǩȣǊǇʞȋ ǩǇ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ
Œȣƌ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǩɻȣࢪʉ ǽʞɻʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࠃ߾



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿

= ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ∈ ,ࠅࠆ.߾] .[߿߽.߿

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ ´ȣƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɻƟࢩ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࡱࢪ
ࡦ xǇ Œȋȋ ˈȴʞɫ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷŒɻƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻ ȅ࢙ȝƟŒȣɻࢍ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻࡪ ðĨ�ɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ŒɫƟȣࢪʉ ǊȴǩȣǊ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ȴȣȋˈ ȝƟŒȣǩȣǊǇʞȋ ǩǇ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ
Œȣƌ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǩɻȣࢪʉ ǽʞɻʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࠃ߾



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ

∈ ,ࠅࠆ.߾] .[߿߽.߿

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ ´ȣƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɻƟࢩ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࡱࢪ
ࡦ xǇ Œȋȋ ˈȴʞɫ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷŒɻƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻ ȅ࢙ȝƟŒȣɻࢍ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻࡪ ðĨ�ɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ŒɫƟȣࢪʉ ǊȴǩȣǊ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ȴȣȋˈ ȝƟŒȣǩȣǊǇʞȋ ǩǇ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ
Œȣƌ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǩɻȣࢪʉ ǽʞɻʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࠃ߾

=



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ∈ ,ࠅࠆ.߾] .[߿߽.߿

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ ´ȣƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɻƟࢩ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࡱࢪ
ࡦ xǇ Œȋȋ ˈȴʞɫ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷŒɻƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻ ȅ࢙ȝƟŒȣɻࢍ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻࡪ ðĨ�ɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ŒɫƟȣࢪʉ ǊȴǩȣǊ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ȴȣȋˈ ȝƟŒȣǩȣǊǇʞȋ ǩǇ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ
Œȣƌ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǩɻȣࢪʉ ǽʞɻʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࠃ߾

=

i s



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ∈ ,ࠅࠆ.߾] .[߿߽.߿

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ ´ȣƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɻƟࢩ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࡱࢪ
ࡦ xǇ Œȋȋ ˈȴʞɫ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷŒɻƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻ ȅ࢙ȝƟŒȣɻࢍ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻࡪ ðĨ�ɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ŒɫƟȣࢪʉ ǊȴǩȣǊ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ȴȣȋˈ ȝƟŒȣǩȣǊǇʞȋ ǩǇ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ
Œȣƌ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǩɻȣࢪʉ ǽʞɻʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࠃ߾



̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

ċɠ ðǞȴʉࡩ xȣ Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡪ Œ ɻƟʉ ȴǇ (Ɗ߿ϵ)Θ߿ ɫŒȣƌȴȝ ʞȣǩʉ
ʻƟƁʉȴɫɻ ǞŒʻƟ Œȋȋ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ Œʉ ȝȴɻʉ ϵ ʉǞǩȣȅࢍ ϵ = ࢎ߾߽.

∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ = ∥⃗ˀǦ∥߿߿ + ∥⃗ˀǺ∥߿߿ − ˀóǦ߿⃗ ⃗ˀǺ ∈ ,ࠅࠆ.߾] .[߿߽.߿

DʻƟȣ ʿǩʉǞ Œȣ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ
ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ɻƟƟ Œȣˈ ȣƟŒɫŷˈ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ ´ȣƟ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞɫɻƟࢩ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࡱࢪ
ࡦ xǇ Œȋȋ ˈȴʞɫ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡪ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ŷŒɻƟƌ
ȝƟʉǞȴƌɻ ȅ࢙ȝƟŒȣɻࢍ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻࡪ ðĨ�ɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ŒɫƟȣࢪʉ ǊȴǩȣǊ ʉȴ ʿȴɫȅ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ 5ǩɻʉŒȣƁƟɻ ŒɫƟ ȴȣȋˈ ȝƟŒȣǩȣǊǇʞȋ ǩǇ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ
Œȣƌ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǩɻȣࢪʉ ǽʞɻʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࠃ߾

[ I
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̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

5ǩɻʉŒȣƁƟɻ Ǉȴɫ �£xðü 5ǩǊǩʉɻࡩ
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�ȣȴʉǞƟɫ xȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ɫŒȣƌȴȝ ƌŒʉŒ ƁŒȣ ŷƟ Œ ʻƟɫˈ ŷŒƌ
ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ ŒƁʉʞŒȋ ǩȣɠʞʉ ƌŒʉŒࡱ

ࠄ߾
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̤ϺϘϡ̺ Χ͘ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС

5ǩɻʉŒȣƁƟɻ Ǉȴɫ �£xðü 5ǩǊǩʉɻࡩ
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�ȣȴʉǞƟɫ xȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ɫŒȣƌȴȝ ƌŒʉŒ ƁŒȣ ŷƟ Œ ʻƟɫˈ ŷŒƌ
ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ ŒƁʉʞŒȋ ǩȣɠʞʉ ƌŒʉŒࡱ ࠄ߾
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̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

xȝɠȋǩƟɻࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵ/ࡪࢎࠅ
ʉǞƟȣ Π⃗ˀ߾

∥Π⃗ˀ߿∥߾
, . . . , Π⃗ˀȠ

∥Π⃗ˀȠ∥߿
ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ

Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱࢎ

ࡦ �ȋǊƟŷɫŒ ǩɻ Œ ŷǩʉ ȝƟɻɻˈ ŷʞʉ Œ Ǌȴȴƌ ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠŒɫʉǩŒȋȋˈ ʿȴɫȅ
ʉǞɫȴʞǊǞࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

xȝɠȋǩƟɻࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵ/ࡪࢎࠅ
ʉǞƟȣ Π⃗ˀ߾

∥Π⃗ˀ߿∥߾
, . . . , Π⃗ˀȠ

∥Π⃗ˀȠ∥߿
ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ

Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱࢎ

ࡦ �ȋǊƟŷɫŒ ǩɻ Œ ŷǩʉ ȝƟɻɻˈ ŷʞʉ Œ Ǌȴȴƌ ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠŒɫʉǩŒȋȋˈ ʿȴɫȅ
ʉǞɫȴʞǊǞࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ �ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ ȋƟȝȝŒ ɻʉŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ǩǇ
Π ∈ RȚ×Ɗ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ȝŒɠࢎ ʿǩʉǞ Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ࡪ

Ǉȴɫ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ, Ǻࡩ

−߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ ∥Π⃗ˀǦ −Π⃗ˀǺ∥߿߿ ≤ +߾) ϵ)∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿߿.

xȝɠȋǩƟɻࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵ/ࡪࢎࠅ
ʉǞƟȣ Π⃗ˀ߾

∥Π⃗ˀ߿∥߾
, . . . , Π⃗ˀȠ

∥Π⃗ˀȠ∥߿
ŒɫƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ

Ț࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞࢍ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌȴʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ϵࡱࢎ

ࡦ �ȋǊƟŷɫŒ ǩɻ Œ ŷǩʉ ȝƟɻɻˈ ŷʞʉ Œ Ǌȴȴƌ ƟˇƟɫƁǩɻƟ ʉȴ ɠŒɫʉǩŒȋȋˈ ʿȴɫȅ
ʉǞɫȴʞǊǞࡱ

ࠅ߾



̤ΧΗΗ̺̤ϫͮΧΗ ϫΧ ̭ͮΓ̺ΗϡͮΧΗ˺ΉͮϫС Ϙ̺̭Ϻ̤ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ Ƞ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʞȣǩʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ʉȴ
Ț = ®

(
ȋȴǊ Ƞ
ϵ߿

)
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ȣƟŒɫȋˈ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ xȣ Ț ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œʉ ȝȴɻʉ (Ț߿ϵ)®߿ ȣƟŒɫȋˈ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ŷȴʉǞ ʉǞƟɻƟ ʉȴ Ǟȴȋƌ ǩʉ ȝʞɻʉ ŷƟ ʉǞŒʉ Ƞ ≤ ࡱ(Ț߿ϵ)®߿
ࡦ (Ț߿ϵ)®߿ = ȋȴǊ)®߿ Ƞ) ≥ Ƞࡱ

üƟȋȋɻ ʞɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �� ȋƟȝȝŒ ǩɻ ȴɠʉǩȝŒȋ
ʞɠ ʉȴ ƁȴȣɻʉŒȣʉɻࡱ

ࡦ Ț ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǽʞɻʉ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞ ɻȴ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴƌƌ ǊƟȴȝƟʉɫˈ ȴǇ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ȴȣ ʉǞƟ Ƞ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ ɧʞƟɻʉǩȴȣ
ŒǇʉƟɫ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ȝʞƁǞ ȋȴʿƟɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
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