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ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠁ ǩɻ ƌʞƟ ȣƟˇʉ īƟƌȣƟɻƌŒ ࡪ̍ ࡱɠȝࠅ
ࡦ īƟƟȅ ߿߾ äʞǩ˔ ǩɻ ƌʞƟ �ȴȣƌŒ ࡪ̍ ࡱɠȝࠅ
ࡦ üǞƟ ˨ȣŒȋ ʿǩȋȋ ŷƟ ࠀࡷ߿߾ ࡪࠁࡷ߿߾࢙ ǩȣ Œȣˈ ʉʿȴ Ǟȴʞɫ ʿǩȣƌȴʿࡱ
ࡦ `ǩȣŒȋ ɫƟʻǩƟʿ ɻǞƟƟʉ ǩɻ ɠȴɻʉƟƌ ʞȣƌƟɫ ʉǞƟ ðƁǞƟƌʞȋƟࢪ üŒŷࡱࢪ x ʿǩȋȋ
ƁȴȣʉǩȣʞƟ ʉȴ Œƌƌ ʉȴ ʉǞǩɻࡱ

ࡦ ´Ǉ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ǞƟȋƌ ŷƟǇȴɫƟ ʉǞƟ ˨ȣŒȋࡱ üǩȝƟɻ ü#ࡱ�

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ �ʞȋʉǩʻŒɫǩŒŷȋƟ ƁŒȋƁʞȋʞɻ ɫƟʻǩƟʿ Œȣƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ �ȴʉǩʻŒʉǩȴȣ Œɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

ࡦ +ȴȣƌǩʉǩȴȣɻ ʞȣƌƟɫ ʿǞǩƁǞ ʿƟ ʿǩȋȋ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡩ
ƁȴȣʻƟˇǩʉˈ Œȣƌ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ȣƟɻɻࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ࡪ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ DˇʉƟȣɻǩȴȣ ʉȴ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ
ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ
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̤ΧΗЖ̺РͮϫС

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢖ +ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ � ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ
ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ RƊ Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ) · ǅ(θ⃗߾) + λ · ǅ(θ⃗߿) ≥ ǅ
(
−߾) λ) · θ⃗߾ + λ · θ⃗߿

)

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ ࢖ +ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ � ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ
Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ RƊ Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

ǅ(θ⃗߿)− ǅ(θ⃗߾) ≥ ∇⃗ǅ(θ⃗߾)ó
(
θ⃗߿ − θ⃗߾

)

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢖ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ � ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǩǇ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ a Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࡱ
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ࢖ ̤ΧΗЖ̺Р ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ

ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇࡱ
ࡦ ǅ ǩɻ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ࡱ
ࡦ ∥θ⃗߾ − θ⃗∗∥߿ ≤ ß ʿǞƟɫƟ θ⃗߾ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ɠȴǩȣʉࡱ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗߾ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ− ߾
ࡦ θ⃗Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ⃗߾,...,θ⃗ʂ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ⃗∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ⃗∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗∗) ≤ ∥θ⃗Ǧ−θ⃗∗∥߿߿−∥θ⃗Ǧ+߾−θ⃗∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ ĨǩɻʞŒȋȋˈࡩ
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ⃗∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ⃗∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗∗) ≤ ∥θ⃗Ǧ−θ∗∥߿߿−∥θ⃗Ǧ+߾−θ⃗∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ `ȴɫȝŒȋȋˈࡩ
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ⃗∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ⃗∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗∗) ≤ ∥θ⃗Ǧ−θ⃗∗∥߿߿−∥θ⃗Ǧ+߾−θ⃗∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)ó(θ⃗Ǧ − θ⃗∗) ≤ ∥θ⃗Ǧ−θ⃗∗∥߿߿−∥θ⃗Ǧ+߾−θ⃗∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ =⇒ ðʉƟɠ ࡱ߾
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ⃗∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ⃗∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗∗) ≤ ∥θ⃗Ǧ−θ⃗∗∥߿߿−∥θ⃗Ǧ+߾−θ⃗∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ =⇒

ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ ࡱ
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ⃗∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ⃗∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ ࡱ
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̤ΧΗϡϫϘ˺ͮΗ̺̭ ̤ΧΗЖ̺Р ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

´ǇʉƟȣ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠƟɫǇȴɫȝ ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

θ⃗∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ⃗∈S

ǅ(θ⃗),

ʿǞƟɫƟ S ǩɻ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢖ +ȴȣʻƟˇ ðƟʉࡩ � ɻƟʉ S ⊆ RƊ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ
Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ S Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ)θ⃗߾ + λ · θ⃗߿ ∈ S

DࡱǊࡱ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡱ{߾

߽߾

- -

- - *

noninvet

convex

- 1 , ¥8 §÷§
- - -

-
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ϑϘΧ΁̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

`ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ ȋƟʉ ØS(·) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣʉȴ S ࡱ

ࡦ ØS (⃗ˁ) = ŒɫǊȝǩȣθ⃗∈S ∥θ⃗ − ⃗ˁ∥ࡱ߿

ࡦ `ȴɫ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ {߾ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ࡦ `ȴɫ S ŷƟǩȣǊ Œ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗߾ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ− ߾
ࡦ θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η · ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ)
ࡦ θ⃗Ǧ+߾ = ØS(θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ ࡱ(

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ⃗Ǧ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

߾߾

y e s , Psly)sys
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̤ΧΗЖ̺Р ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗϡ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁŒȣ ŷƟ ŒȣŒȋˈ˔Ɵƌ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ʉȴ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉ࡭

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡩ `ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ S ⊆
RƊࡪ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ Œȣƌ θ⃗ ∈ S ࡪ

∥ØS (⃗ˁ)− θ⃗∥߿ ≤ ∥⃗ˁ− θ⃗∥߿.

߿߾

'"÷;÷÷÷÷÷§-Qi



ϑϘΧ΁̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ c5ࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ Œȣƌ
ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ S ࡪ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ⃗∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ⃗∗) + ϵ = ȝǩȣ
θ⃗∈S

ǅ(θ⃗) + ϵ

æƟƁŒȋȋࡩ θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ = θ⃗Ǧ − η · ∇⃗ǅ(θ⃗Ǧ) Œȣƌ θ⃗Ǧ+߾ = ØS(θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ ࡱ(

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗∗) ≤
∥θ⃗Ǧ−θ∗∥߿߿−∥θ⃗(Ȱʗʂ)

Ǧ+߾ −θ⃗∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩŒࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗∗) ≤ ∥θ⃗Ǧ−θ⃗∗∥߿߿−∥θ⃗Ǧ+߾−θ⃗∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ =⇒ üǞƟȴɫƟȝࡱ

ࠀ߾
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1 . Gradient descent anaylis
- c o nvex
- Lipschitz

2 . Convex sets to constrained optiniratm

"convex ptintaton a t convex
constants"

3 . Sohed u l Projected
Gradient Descent.
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