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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠀ߿

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠁ ƌʞƟ ðʞȣƌŒˈ ࠂ߾ࡷ߿߾ Œʉ ࡱɠȝࠅ
ࡦ DˇŒȝ ɠɫƟɠ ȝŒʉƟɫǩŒȋɻ ɠȴɻʉƟƌ ʞȣƌƟɫ ʉǞƟ ࢪðƁǞƟƌʞȋƟࢩ ʉŒŷ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʞɫɻƟ ɠŒǊƟࡱ

ࡦ ðæüx ɻʞɫʻƟˈ ǩɻ ȴɠƟȣ ʞȣʉǩȋ ࡱ߿߿ࡷ߿߾ ĳȴʞɫ ǇƟƟƌŷŒƁȅ ʉǞǩɻ ɻƟȝƟɻʉƟɫ
ǞŒɻ ŷƟƟȣ ʻƟɫˈ ǞƟȋɠǇʞȋ ʉȴ ȝƟࡪ ɻȴ ɠȋƟŒɻƟ ˨ȋȋ ȴʞʉ ʉǞƟ ɻʞɫʻƟˈ࡭

ࡦ ­êêÜãϓϟϟÐûÂϙïÈ�ããϙ��ïϟÜ�ßêÉ�ßãϟ
�Ðïßã��ú�Â[ïßú�āϟïÈ�ϟ

߾

e - -



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ðȴȝƟ ƁȴʞȣʉƟɫǩȣʉʞǩʉǩʻƟ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ƁʞɫɻƟࢩ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࡱࢪ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊ Œȣƌ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ࡱ̍
ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ
ɠɫȴŷȋƟȝࡪ ɻɠŒɫɻƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝࡪ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩȝŒǊǩȣǊࡪ ƟʉƁࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ðȴȝƟ ƁȴʞȣʉƟɫǩȣʉʞǩʉǩʻƟ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ƁʞɫɻƟࢩ ȴǇ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࡱࢪ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊ Œȣƌ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ࡱ̍
ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ
ɠɫȴŷȋƟȝࡪ ɻɠŒɫɻƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝࡪ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩȝŒǊǩȣǊࡪ ƟʉƁࡱ

߿



ΉͮΗ̺˺Ϙ ϡСϡϫ̺Γϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ˇ ∈ RƊࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷ = ࡪˇ�
ʞȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƁŒȣ ˈȴʞ ˨ȣƌ ࡲˇ

īǞƟȣ � ǞŒɻ Ǉʞȋȋ Ɓȴȋʞȝȣ
ɫŒȣȅ ࢖ ǩࡱƟࡪࡱ Œȋȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

+ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡩ ċȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ʿƟ ƁŒȣ ɻʉǩȋȋ
˨ȣƌ ˇ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ࢪȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻࢩ Ƞ ǩɻ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞŒȣ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ Ɗ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿǞƟȣ ŷ ǩɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴǇ ࡲࢎˇ

ࠀ

O - -

n - d detlAHO columns a r e
inverseA exists lienly id.



ΉͮΗ̺˺Ϙ ϡСϡϫ̺Γϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ˇ ∈ RƊࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷ = ࡪˇ�
ʞȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƁŒȣ ˈȴʞ ˨ȣƌ ࡲˇ īǞƟȣ � ǞŒɻ Ǉʞȋȋ Ɓȴȋʞȝȣ
ɫŒȣȅ ࢖ ǩࡱƟࡪࡱ Œȋȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

+ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡩ ċȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ʿƟ ƁŒȣ ɻʉǩȋȋ
˨ȣƌ ˇ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ࢪȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻࢩ Ƞ ǩɻ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞŒȣ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ Ɗ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿǞƟȣ ŷ ǩɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴǇ ࡲࢎˇ

ࠀ

[0094151



ΉͮΗ̺˺Ϙ ϡСϡϫ̺Γϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ˇ ∈ RƊࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷ = ࡪˇ�
ʞȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƁŒȣ ˈȴʞ ˨ȣƌ ࡲˇ īǞƟȣ � ǞŒɻ Ǉʞȋȋ Ɓȴȋʞȝȣ
ɫŒȣȅ ࢖ ǩࡱƟࡪࡱ Œȋȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

+ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡩ ċȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ʿƟ ƁŒȣ ɻʉǩȋȋ
˨ȣƌ ˇ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ࢪȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻࢩ Ƞ ǩɻ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞŒȣ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ Ɗ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿǞƟȣ ŷ ǩɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴǇ ࡲࢎˇ

ࠀ

" d

o o



ΉͮΗ̺˺Ϙ ϡСϡϫ̺Γϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ˇ ∈ RƊࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷ = ࡪˇ�
ʞȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƁŒȣ ˈȴʞ ˨ȣƌ ࡲˇ īǞƟȣ � ǞŒɻ Ǉʞȋȋ Ɓȴȋʞȝȣ
ɫŒȣȅ ࢖ ǩࡱƟࡪࡱ Œȋȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

+ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡩ ċȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ʿƟ ƁŒȣ ɻʉǩȋȋ
˨ȣƌ ˇ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ࢪȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻࢩ Ƞ ǩɻ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞŒȣ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ Ɗ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿǞƟȣ ŷ ǩɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴǇ ࡲࢎˇ

ࠀ



ΉͮΗ̺˺Ϙ ϡСϡϫ̺Γϡ

+ȴȣɻǩƌƟɫ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ˇ ∈ RƊࡱ xǇ ˈȴʞ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷ = ࡪˇ�
ʞȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƁŒȣ ˈȴʞ ˨ȣƌ ࡲˇ īǞƟȣ � ǞŒɻ Ǉʞȋȋ Ɓȴȋʞȝȣ
ɫŒȣȅ ࢖ ǩࡱƟࡪࡱ Œȋȋ Ɓȴȋʞȝȣɻ ŒɫƟ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

+ȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡩ ċȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ʿƟ ƁŒȣ ɻʉǩȋȋ
˨ȣƌ ˇ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ࢪȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻࢩ Ƞ ǩɻ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞŒȣ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ Ɗ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿǞƟȣ ŷ ǩɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴǇ ࡲࢎˇ

ࠀ

{ Is



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Ϙ̺̤ΧЖ̺ϘС

üǞƟ ȝȴɻʉ Ɓȴȝȝȴȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ȴǇ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊ ǩɻ ʉǞŒʉ ˇ
ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ǞŒɻ Œʉ ȝȴɻʉ Ȃ≪ Ɗ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

üǞƟɻƟ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɻˈɻʉƟȝɻ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ

`ǩɫɻʉࡩ ċȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƁŒȣ ˈȴʞ ˨ȣƌ ˇ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ȅȣȴʿȋƟƌǊƟ
ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡲ

īǞƟȣ ƟʻƟɫˈ ɻƟʉ ȴǇ Ȃ߿ Ɓȴȋʞȝȣɻ ǩȣ �
ǩɻ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ࢖ ǩࡱƟࡪࡱ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ࡱȂ߿

ࠁ

-

:



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Ϙ̺̤ΧЖ̺ϘС

üǞƟ ȝȴɻʉ Ɓȴȝȝȴȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ȴǇ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊ ǩɻ ʉǞŒʉ ˇ
ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ǞŒɻ Œʉ ȝȴɻʉ Ȃ≪ Ɗ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

üǞƟɻƟ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɻˈɻʉƟȝɻ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ

`ǩɫɻʉࡩ ċȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƁŒȣ ˈȴʞ ˨ȣƌ ˇ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ȅȣȴʿȋƟƌǊƟ
ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡲ

īǞƟȣ ƟʻƟɫˈ ɻƟʉ ȴǇ Ȃ߿ Ɓȴȋʞȝȣɻ ǩȣ �
ǩɻ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ࢖ ǩࡱƟࡪࡱ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ࡱȂ߿

ࠁ

0×0×
0;



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Ϙ̺̤ΧЖ̺ϘС

üǞƟ ȝȴɻʉ Ɓȴȝȝȴȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ȴǇ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊ ǩɻ ʉǞŒʉ ˇ
ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ǞŒɻ Œʉ ȝȴɻʉ Ȃ≪ Ɗ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

üǞƟɻƟ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɻˈɻʉƟȝɻ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ

`ǩɫɻʉࡩ ċȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƁŒȣ ˈȴʞ ˨ȣƌ ˇ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ȅȣȴʿȋƟƌǊƟ
ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡲ

īǞƟȣ ƟʻƟɫˈ ɻƟʉ ȴǇ Ȃ߿ Ɓȴȋʞȝȣɻ ǩȣ �
ǩɻ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ࢖ ǩࡱƟࡪࡱ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ࡱȂ߿

ࠁ



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Ϙ̺̤ΧЖ̺ϘС

üǞƟ ȝȴɻʉ Ɓȴȝȝȴȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ȴǇ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊ ǩɻ ʉǞŒʉ ˇ
ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ǞŒɻ Œʉ ȝȴɻʉ Ȃ≪ Ɗ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

üǞƟɻƟ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɻˈɻʉƟȝɻ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ

`ǩɫɻʉࡩ ċȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƁŒȣ ˈȴʞ ˨ȣƌ ˇ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ȅȣȴʿȋƟƌǊƟ
ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡲ

īǞƟȣ ƟʻƟɫˈ ɻƟʉ ȴǇ Ȃ߿ Ɓȴȋʞȝȣɻ ǩȣ �
ǩɻ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ࢖ ǩࡱƟࡪࡱ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ࡱȂ߿

ࠁ

-

:



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Ϙ̺̤ΧЖ̺ϘС

üǞƟ ȝȴɻʉ Ɓȴȝȝȴȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ȴǇ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊ ǩɻ ʉǞŒʉ ˇ
ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ǞŒɻ Œʉ ȝȴɻʉ Ȃ≪ Ɗ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ ƟȣʉɫǩƟɻࡱ

üǞƟɻƟ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɻˈɻʉƟȝɻ ǞŒʻƟ ȋȴʉɻ ȴǇ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ

`ǩɫɻʉࡩ ċȣƌƟɫ ʿǞŒʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƁŒȣ ˈȴʞ ˨ȣƌ ˇ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ȅȣȴʿȋƟƌǊƟ
ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ Œʉ ȝȴɻʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡲ īǞƟȣ ƟʻƟɫˈ ɻƟʉ ȴǇ Ȃ߿ Ɓȴȋʞȝȣɻ ǩȣ �
ǩɻ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ࢖ ǩࡱƟࡪࡱ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ࡱȂ߿

ࠁ



΄ϘϺϡ΄˺Ή Ϙ˺Η΄ Ϙ̺̤ΧЖ̺Ϙ˺̜ͮΉͮϫС

ðʞǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ȴǇ �ɫʞɻȅŒȋ æŒȣȅ ࡩȂ߿

ࡦ īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ = ࡪˇ� ŒɻɻʞȝǩȣǊ ˇ ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ

ࡦ ðŒˈ ʉǞƟɫƟ ʿŒɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ′ ʿǩʉǞ �ˇ′ = ŷࡪ ȝŒȅǩȣǊ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ǩȝɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟȣ �ˇ− �ˇ′ = �(ˇ− ˇ′) = ࡱ߽

ĨǩȴȋŒʉƟɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞʞɻ ˇ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ �ˇ = ŷࡱ

ࠂ

a l l sets o f a k columns
a r e 1in. i n2 .



΄ϘϺϡ΄˺Ή Ϙ˺Η΄ Ϙ̺̤ΧЖ̺Ϙ˺̜ͮΉͮϫС

ðʞǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ȴǇ �ɫʞɻȅŒȋ æŒȣȅ ࡩȂ߿

ࡦ īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ = ࡪˇ� ŒɻɻʞȝǩȣǊ ˇ ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ ðŒˈ ʉǞƟɫƟ ʿŒɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ′ ʿǩʉǞ �ˇ′ = ŷࡪ ȝŒȅǩȣǊ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ǩȝɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟȣ �ˇ− �ˇ′ = �(ˇ− ˇ′) = ࡱ߽

ĨǩȴȋŒʉƟɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞʞɻ ˇ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ �ˇ = ŷࡱ

ࠂ

a



΄ϘϺϡ΄˺Ή Ϙ˺Η΄ Ϙ̺̤ΧЖ̺Ϙ˺̜ͮΉͮϫС

ðʞǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ȴǇ �ɫʞɻȅŒȋ æŒȣȅ ࡩȂ߿

ࡦ īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ = ࡪˇ� ŒɻɻʞȝǩȣǊ ˇ ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ ðŒˈ ʉǞƟɫƟ ʿŒɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ′ ʿǩʉǞ �ˇ′ = ŷࡪ ȝŒȅǩȣǊ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ǩȝɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟȣ �ˇ− �ˇ′ = �(ˇ− ˇ′) = ࡱ߽

ĨǩȴȋŒʉƟɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞʞɻ ˇ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ �ˇ = ŷࡱ

ࠂ

b - b



΄ϘϺϡ΄˺Ή Ϙ˺Η΄ Ϙ̺̤ΧЖ̺Ϙ˺̜ͮΉͮϫС

ðʞǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ȴǇ �ɫʞɻȅŒȋ æŒȣȅ ࡩȂ߿

ࡦ īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ = ࡪˇ� ŒɻɻʞȝǩȣǊ ˇ ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ ðŒˈ ʉǞƟɫƟ ʿŒɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ′ ʿǩʉǞ �ˇ′ = ŷࡪ ȝŒȅǩȣǊ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ǩȝɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟȣ �ˇ− �ˇ′ = �(ˇ− ˇ′) = ࡱ߽

ĨǩȴȋŒʉƟɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞʞɻ ˇ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ �ˇ = ŷࡱ

ࠂ



΄ϘϺϡ΄˺Ή Ϙ˺Η΄ Ϙ̺̤ΧЖ̺Ϙ˺̜ͮΉͮϫС

ðʞǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ȴǇ �ɫʞɻȅŒȋ æŒȣȅ ࡩȂ߿

ࡦ īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ = ࡪˇ� ŒɻɻʞȝǩȣǊ ˇ ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ ðŒˈ ʉǞƟɫƟ ʿŒɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ′ ʿǩʉǞ �ˇ′ = ŷࡪ ȝŒȅǩȣǊ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ǩȝɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟȣ �ˇ− �ˇ′ = �(ˇ− ˇ′) = ࡱ߽

ĨǩȴȋŒʉƟɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞʞɻ ˇ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ �ˇ = ŷࡱ

ࠂ



΄ϘϺϡ΄˺Ή Ϙ˺Η΄ Ϙ̺̤ΧЖ̺Ϙ˺̜ͮΉͮϫС

ðʞǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ȴǇ �ɫʞɻȅŒȋ æŒȣȅ ࡩȂ߿

ࡦ īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ = ࡪˇ� ŒɻɻʞȝǩȣǊ ˇ ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ ðŒˈ ʉǞƟɫƟ ʿŒɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ′ ʿǩʉǞ �ˇ′ = ŷࡪ ȝŒȅǩȣǊ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ǩȝɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟȣ �ˇ− �ˇ′ = �(ˇ− ˇ′) = ࡱ߽

ĨǩȴȋŒʉƟɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞʞɻ ˇ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ �ˇ = ŷࡱ

ࠂ



΄ϘϺϡ΄˺Ή Ϙ˺Η΄ Ϙ̺̤ΧЖ̺Ϙ˺̜ͮΉͮϫС

ðʞǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ȴǇ �ɫʞɻȅŒȋ æŒȣȅ ࡩȂ߿

ࡦ īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ = ࡪˇ� ŒɻɻʞȝǩȣǊ ˇ ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ ðŒˈ ʉǞƟɫƟ ʿŒɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ′ ʿǩʉǞ �ˇ′ = ŷࡪ ȝŒȅǩȣǊ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ǩȝɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟȣ �ˇ− �ˇ′ = �(ˇ− ˇ′) = ࡱ߽

ĨǩȴȋŒʉƟɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞʞɻ ˇ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ �ˇ = ŷࡱ

ࠂ

X x '

2k-spur



΄ϘϺϡ΄˺Ή Ϙ˺Η΄ Ϙ̺̤ΧЖ̺Ϙ˺̜ͮΉͮϫС

ðʞǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ȴǇ �ɫʞɻȅŒȋ æŒȣȅ ࡩȂ߿

ࡦ īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ = ࡪˇ� ŒɻɻʞȝǩȣǊ ˇ ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ ðŒˈ ʉǞƟɫƟ ʿŒɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ′ ʿǩʉǞ �ˇ′ = ŷࡪ ȝŒȅǩȣǊ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ǩȝɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟȣ �ˇ− �ˇ′ = �(ˇ− ˇ′) = ࡱ߽

ĨǩȴȋŒʉƟɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞʞɻ ˇ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ �ˇ = ŷࡱ

ࠂ

-

y u pt o2 k sparse.

0000



΄ϘϺϡ΄˺Ή Ϙ˺Η΄ Ϙ̺̤ΧЖ̺Ϙ˺̜ͮΉͮϫС

ðʞǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ȴǇ �ɫʞɻȅŒȋ æŒȣȅ ࡩȂ߿

ࡦ īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ = ࡪˇ� ŒɻɻʞȝǩȣǊ ˇ ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ ðŒˈ ʉǞƟɫƟ ʿŒɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ′ ʿǩʉǞ �ˇ′ = ŷࡪ ȝŒȅǩȣǊ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ǩȝɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟȣ �ˇ− �ˇ′ = �(ˇ− ˇ′) = ࡱ߽ ĨǩȴȋŒʉƟɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞʞɻ ˇ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ �ˇ = ŷࡱ

ࠂ

•



΄ϘϺϡ΄˺Ή Ϙ˺Η΄ Ϙ̺̤ΧЖ̺Ϙ˺̜ͮΉͮϫС

ðʞǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ȴǇ �ɫʞɻȅŒȋ æŒȣȅ ࡩȂ߿

ࡦ īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ = ࡪˇ� ŒɻɻʞȝǩȣǊ ˇ ǩɻ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ ðŒˈ ʉǞƟɫƟ ʿŒɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ′ ʿǩʉǞ �ˇ′ = ŷࡪ ȝŒȅǩȣǊ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ǩȝɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟȣ �ˇ− �ˇ′ = �(ˇ− ˇ′) = ࡱ߽ ĨǩȴȋŒʉƟɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࡦ üǞʞɻ ˇ ǩɻ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ �ˇ = ŷࡱ

ࠂ



Ϙ̺̤ΧЖ̺ϘС ϑϘΧ̤̺̭ϺϘ̺

üȴ ɻŒʉǩɻǇˈ ʉǞƟ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ Ȃ߿ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ � ǽʞɻʉ ȣƟƟƌɻ Ȃ߿ ɫȴʿɻ
ƁȴȝɠŒɫƟƌࢍ ʿǩʉǞ Ɗ ɫȴʿɻ ʉȴ ǞŒʻƟ Ǉʞȋȋ Ɓȴȋʞȝȣ ɫŒȣȅࡱࢎ +Œȣ ɫƟƁȴʻƟɫ Œ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ʻƟƁʉȴɫ ˇ Ǉɫȴȝ ǽʞɻʉ Ȃ߿ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ŷ = ࡱˇ�

�ɻɻʞȝǩȣǊ ʉǞŒʉ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ ࡪȂ߿ Ǟȴʿ ƌȴ ʿƟ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ˨ȣƌ ʉǞƟ
ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ˇ ʉȴ �ˇ = ŷࡲ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽,

ʿǞƟɫƟ ∥˔∥߽ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ࡱ˔

üǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟƟȝɻ ʻƟɫˈ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ɻȴȋʻƟࡱ īǞˈࡲ £ȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇࡱ

DˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ üǩȝƟ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ �ȴȴɠ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ
(Ɗ
Ȃ
)
= ®(ƊȂ) ɻɠŒɫɻǩʉˈ

ɠŒʉʉƟɫȣɻ Œȣƌ ˨ȣƌ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ˔ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ǊǩʻƟȣ ɻɠŒɫɻǩʉˈ ɠŒʉʉƟɫȣ ŷˈ
ɻȴȋʻǩȣǊ Œ ȣȴɫȝŒȋ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

� ȝŒǽȴɫ ŒƁƁȴȝɠȋǩɻǞȝƟȣʉ ȴǇ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡷɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ǩɻ
ʉȴ ȝŒȅƟ ʉǞƟ ŒŷȴʻƟ ɠɫȴƁƟƌʞɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ Œȣƌ ȣȴǩɻƟ ɫȴŷʞɻʉࡱ

ࠃ

2k[And µ:b
-



Ϙ̺̤ΧЖ̺ϘС ϑϘΧ̤̺̭ϺϘ̺

üȴ ɻŒʉǩɻǇˈ ʉǞƟ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ Ȃ߿ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ � ǽʞɻʉ ȣƟƟƌɻ Ȃ߿ ɫȴʿɻ
ƁȴȝɠŒɫƟƌࢍ ʿǩʉǞ Ɗ ɫȴʿɻ ʉȴ ǞŒʻƟ Ǉʞȋȋ Ɓȴȋʞȝȣ ɫŒȣȅࡱࢎ +Œȣ ɫƟƁȴʻƟɫ Œ
Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ʻƟƁʉȴɫ ˇ Ǉɫȴȝ ǽʞɻʉ Ȃ߿ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ŷ = ࡱˇ�
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Ɗ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ʻƟƁʉȴɫ ˇ Ǉɫȴȝ ǽʞɻʉ Ȃ߿ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ŷ = ࡱˇ�

�ɻɻʞȝǩȣǊ ʉǞŒʉ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ ࡪȂ߿ Ǟȴʿ ƌȴ ʿƟ ŒƁʉʞŒȋȋˈ ˨ȣƌ ʉǞƟ
ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ˇ ʉȴ �ˇ = ŷࡲ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽,

ʿǞƟɫƟ ∥˔∥߽ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ࡱ˔

üǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟƟȝɻ ʻƟɫˈ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ɻȴȋʻƟࡱ īǞˈࡲ £ȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇࡱ

DˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ üǩȝƟ �ȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ �ȴȴɠ ʉǞɫȴʞǊǞ Œȋȋ
(Ɗ
Ȃ
)
= ®(ƊȂ) ɻɠŒɫɻǩʉˈ

ɠŒʉʉƟɫȣɻ Œȣƌ ˨ȣƌ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ˔ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ǊǩʻƟȣ ɻɠŒɫɻǩʉˈ ɠŒʉʉƟɫȣ ŷˈ
ɻȴȋʻǩȣǊ Œ ȣȴɫȝŒȋ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

� ȝŒǽȴɫ ŒƁƁȴȝɠȋǩɻǞȝƟȣʉ ȴǇ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡷɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ǩɻ
ʉȴ ȝŒȅƟ ʉǞƟ ŒŷȴʻƟ ɠɫȴƁƟƌʞɫƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ Œȣƌ ȣȴǩɻƟ ɫȴŷʞɻʉࡱ

ࠃ

NEA)C 1 [ CM:Ldl



DˇŒȝɠȋƟ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ

+ŒʻǩŒʉࡩ üȴƌŒˈ ʿƟ ʿǩȋȋ ȴȣȋˈ ʉŒȋȅ Œŷȴʞʉ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ʿǩʉǞȴʞʉ
ȣȴǩɻƟ ʿǞƟȣ �ˇ = ŷࡱ xȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡪ ǩʉ ǩɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ʉȴ ŷƟ ŒŷȋƟ
ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ ʿǩʉǞ �ˇ = ŷ+ ȣ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻȝŒȋȋ ȣȴǩɻƟ ȣࡱ

ࡦ üǞƟ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ ƌǩɻƁʞɻɻƟƌ ƁŒɫɫˈ ȴʻƟɫ ʉȴ ʉǞƟ ȣȴǩɻˈ ɻƟʉʉǩȣǊࡱ
ࡦ cƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿȴȣࢪʉ ˨ȣƌ ˇ ƟˇŒƁʉȋ ࡪ̍ ŷʞʉ ʞɠ ʉȴ ɻȴȝƟ Ǌȴȴƌ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࠄ



DˇŒȝɠȋƟ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ

+ŒʻǩŒʉࡩ üȴƌŒˈ ʿƟ ʿǩȋȋ ȴȣȋˈ ʉŒȋȅ Œŷȴʞʉ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ʿǩʉǞȴʞʉ
ȣȴǩɻƟ ʿǞƟȣ �ˇ = ŷࡱ xȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡪ ǩʉ ǩɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ʉȴ ŷƟ ŒŷȋƟ
ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ ʿǩʉǞ �ˇ = ŷ+ ȣ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻȝŒȋȋ ȣȴǩɻƟ ȣࡱ

ࡦ üǞƟ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ ƌǩɻƁʞɻɻƟƌ ƁŒɫɫˈ ȴʻƟɫ ʉȴ ʉǞƟ ȣȴǩɻˈ ɻƟʉʉǩȣǊࡱ
ࡦ cƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿȴȣࢪʉ ˨ȣƌ ˇ ƟˇŒƁʉȋ ࡪ̍ ŷʞʉ ʞɠ ʉȴ ɻȴȝƟ Ǌȴȴƌ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࠄ



DˇŒȝɠȋƟ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ

+ŒʻǩŒʉࡩ üȴƌŒˈ ʿƟ ʿǩȋȋ ȴȣȋˈ ʉŒȋȅ Œŷȴʞʉ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ʿǩʉǞȴʞʉ
ȣȴǩɻƟ ʿǞƟȣ �ˇ = ŷࡱ xȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡪ ǩʉ ǩɻ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ʉȴ ŷƟ ŒŷȋƟ
ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ŷ ʿǩʉǞ �ˇ = ŷ+ ȣ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻȝŒȋȋ ȣȴǩɻƟ ȣࡱ

ࡦ üǞƟ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ ƌǩɻƁʞɻɻƟƌ ƁŒɫɫˈ ȴʻƟɫ ʉȴ ʉǞƟ ȣȴǩɻˈ ɻƟʉʉǩȣǊࡱ
ࡦ cƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿȴȣࢪʉ ˨ȣƌ ˇ ƟˇŒƁʉȋ ࡪ̍ ŷʞʉ ʞɠ ʉȴ ɻȴȝƟ Ǌȴȴƌ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࠄ



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

xȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡪ ˈȴʞ ȴǇʉƟȣ ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǊƟȣƟʉǩƁࢍ ȝŒɫȅƟɫɻࡪ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩɻʉǩƁɻ ȴǇ Œ ʞɻƟɫࡪ ƟʉƁࡪࢎࡱ ɠȴɻɻǩŷȋˈ
ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࡦ #ƟȋǩƟʻƟ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ Œ ǇƟʿ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ƟˇɠȋŒǩȣ ɻȴȝƟ
ɠǞƟȣȴȝƟȣŒ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩǇ Œ ɠŒʉǩƟȣʉ ǩɻ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ǞŒʻƟ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ƌǩɻƟŒɻƟࡱࢎ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ȝȴƌƟȋ �ˇ ≈ ŷ ʉǞŒʉ ȴȣȋˈ ʞɻƟɻ Œ
ɻȝŒȋȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ˇࢍ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡱࢎ

ࡦ xȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ƟʻƟȣ ǩȣ ʉǞƟ ȴʻƟɫ࢙ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƁŒɻƟࡱ ´ǇʉƟȣ ʉŒȋȅƟƌ Œŷȴʞʉ
Œɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ʉǞŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡪ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ɫƟȋŒʉƟƌࡱ

ࠅ



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

xȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡪ ˈȴʞ ȴǇʉƟȣ ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǊƟȣƟʉǩƁࢍ ȝŒɫȅƟɫɻࡪ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩɻʉǩƁɻ ȴǇ Œ ʞɻƟɫࡪ ƟʉƁࡪࢎࡱ ɠȴɻɻǩŷȋˈ
ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡱ
ࡦ #ƟȋǩƟʻƟ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ Œ ǇƟʿ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ƟˇɠȋŒǩȣ ɻȴȝƟ
ɠǞƟȣȴȝƟȣŒ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩǇ Œ ɠŒʉǩƟȣʉ ǩɻ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ǞŒʻƟ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ƌǩɻƟŒɻƟࡱࢎ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ȝȴƌƟȋ �ˇ ≈ ŷ ʉǞŒʉ ȴȣȋˈ ʞɻƟɻ Œ
ɻȝŒȋȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ˇࢍ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡱࢎ

ࡦ xȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ƟʻƟȣ ǩȣ ʉǞƟ ȴʻƟɫ࢙ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƁŒɻƟࡱ ´ǇʉƟȣ ʉŒȋȅƟƌ Œŷȴʞʉ
Œɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ʉǞŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡪ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ɫƟȋŒʉƟƌࡱ

ࠅ



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

xȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡪ ˈȴʞ ȴǇʉƟȣ ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǊƟȣƟʉǩƁࢍ ȝŒɫȅƟɫɻࡪ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩɻʉǩƁɻ ȴǇ Œ ʞɻƟɫࡪ ƟʉƁࡪࢎࡱ ɠȴɻɻǩŷȋˈ
ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡱ
ࡦ #ƟȋǩƟʻƟ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ Œ ǇƟʿ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ƟˇɠȋŒǩȣ ɻȴȝƟ
ɠǞƟȣȴȝƟȣŒ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩǇ Œ ɠŒʉǩƟȣʉ ǩɻ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ǞŒʻƟ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ƌǩɻƟŒɻƟࡱࢎ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ȝȴƌƟȋ �ˇ ≈ ŷ ʉǞŒʉ ȴȣȋˈ ʞɻƟɻ Œ
ɻȝŒȋȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ˇࢍ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡱࢎ

ࡦ xȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ƟʻƟȣ ǩȣ ʉǞƟ ȴʻƟɫ࢙ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƁŒɻƟࡱ ´ǇʉƟȣ ʉŒȋȅƟƌ Œŷȴʞʉ
Œɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ʉǞŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡪ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ɫƟȋŒʉƟƌࡱ

ࠅ

(data,tables
'coefficients



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

xȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡪ ˈȴʞ ȴǇʉƟȣ ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǊƟȣƟʉǩƁࢍ ȝŒɫȅƟɫɻࡪ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩɻʉǩƁɻ ȴǇ Œ ʞɻƟɫࡪ ƟʉƁࡪࢎࡱ ɠȴɻɻǩŷȋˈ
ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡱ
ࡦ #ƟȋǩƟʻƟ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ Œ ǇƟʿ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ƟˇɠȋŒǩȣ ɻȴȝƟ
ɠǞƟȣȴȝƟȣŒ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩǇ Œ ɠŒʉǩƟȣʉ ǩɻ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ǞŒʻƟ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ƌǩɻƟŒɻƟࡱࢎ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ȝȴƌƟȋ �ˇ ≈ ŷ ʉǞŒʉ ȴȣȋˈ ʞɻƟɻ Œ
ɻȝŒȋȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ˇࢍ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡱࢎ

ࡦ xȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ƟʻƟȣ ǩȣ ʉǞƟ ȴʻƟɫ࢙ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƁŒɻƟࡱ ´ǇʉƟȣ ʉŒȋȅƟƌ Œŷȴʞʉ
Œɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ʉǞŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡪ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ɫƟȋŒʉƟƌࡱ

ࠅ
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11×110

A H i

\

×

- I



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

xȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡪ ˈȴʞ ȴǇʉƟȣ ǞŒʻƟ Œ ǞʞǊƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǊƟȣƟʉǩƁࢍ ȝŒɫȅƟɫɻࡪ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩɻʉǩƁɻ ȴǇ Œ ʞɻƟɫࡪ ƟʉƁࡪࢎࡱ ɠȴɻɻǩŷȋˈ
ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡱ
ࡦ #ƟȋǩƟʻƟ ʉǞŒʉ ǽʞɻʉ Œ ǇƟʿ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ƟˇɠȋŒǩȣ ɻȴȝƟ
ɠǞƟȣȴȝƟȣŒ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩǇ Œ ɠŒʉǩƟȣʉ ǩɻ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ǞŒʻƟ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ƌǩɻƟŒɻƟࡱࢎ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ˨ȣƌ Œ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ȝȴƌƟȋ �ˇ ≈ ŷ ʉǞŒʉ ȴȣȋˈ ʞɻƟɻ Œ
ɻȝŒȋȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ˇࢍ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡱࢎ

ࡦ xȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ƟʻƟȣ ǩȣ ʉǞƟ ȴʻƟɫ࢙ƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƁŒɻƟࡱ ´ǇʉƟȣ ʉŒȋȅƟƌ Œŷȴʞʉ
Œɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɠɫȴŷȋƟȝ ʉǞŒȣ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡪ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ɫƟȋŒʉƟƌࡱ

ࠅ



͘Ϙ̺ϖϺ̺Ηϫ ͮϫ̺Γϡ ̤ΧϺΗϫͮΗ͞

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ɠɫȴŷȋƟȝ Œɻȅɻ ʞɻ ʉȴ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞƟ Ȃ
ȝȴɻʉ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ɻƟƟȣ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ ǩʉƟȝɻࡱ

ࡦ īƟ ɻŒʿ Ǟȴʿ ʉȴ ࢎˈŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋࢍ ɻȴȋʻƟ ǩȣ ®(Ȃ) ɻɠŒƁƟ ʞɻǩȣǊ
�ǩɻɫŒ࢙cɫǩƟɻ ȴɫ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ðȅƟʉƁǞࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ʿȴɫȅ ʿǞƟȣ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ŒɫƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉȋˈ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ʿƟࢍ
ɻƟƟ ȝȴɫƟ ǩʉƟȝɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱࢎ #ʞʉ ʿǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ
ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌࡲ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �ȝŒ˔ȴȣ ǩɻ ȝȴȣǩʉȴɫǩȣǊ ʿǞŒʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ɠƟȴɠȋƟ Œƌƌ ʉȴ ʉǞƟǩɫ
ࢨʿǩɻǞȋǩɻʉࢧ Œȣƌ ʿŒȣʉɻ Œ ȋǩɻʉ ȴǇ ȝȴɻʉ ʉŒǊǊƟƌ ɠɫȴƌʞƁʉɻࡱ īǩɻǞȋǩɻʉɻ
ƁŒȣ ŷƟ ƁǞŒȣǊƟ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡪ Œȣƌ ǩʉƟȝɻ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟȝȴʻƟƌࡪ
ƌƟƁɫƟŒɻǩȣǊ ʉǞƟǩɫ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻࡱ

ࡦ xȣ ʉǞǩɻ ɻƟʉʉǩȣǊࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩɻ ɻȴȋʻƟƌ ʿǩʉǞ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

ࠆ



͘Ϙ̺ϖϺ̺Ηϫ ͮϫ̺Γϡ ̤ΧϺΗϫͮΗ͞

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ɠɫȴŷȋƟȝ Œɻȅɻ ʞɻ ʉȴ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞƟ Ȃ
ȝȴɻʉ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ɻƟƟȣ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ ǩʉƟȝɻࡱ

ࡦ īƟ ɻŒʿ Ǟȴʿ ʉȴ ࢎˈŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋࢍ ɻȴȋʻƟ ǩȣ ®(Ȃ) ɻɠŒƁƟ ʞɻǩȣǊ
�ǩɻɫŒ࢙cɫǩƟɻ ȴɫ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ðȅƟʉƁǞࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ʿȴɫȅ ʿǞƟȣ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ŒɫƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉȋˈ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ʿƟࢍ
ɻƟƟ ȝȴɫƟ ǩʉƟȝɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱࢎ #ʞʉ ʿǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ
ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌࡲ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �ȝŒ˔ȴȣ ǩɻ ȝȴȣǩʉȴɫǩȣǊ ʿǞŒʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ɠƟȴɠȋƟ Œƌƌ ʉȴ ʉǞƟǩɫ
ࢨʿǩɻǞȋǩɻʉࢧ Œȣƌ ʿŒȣʉɻ Œ ȋǩɻʉ ȴǇ ȝȴɻʉ ʉŒǊǊƟƌ ɠɫȴƌʞƁʉɻࡱ īǩɻǞȋǩɻʉɻ
ƁŒȣ ŷƟ ƁǞŒȣǊƟ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡪ Œȣƌ ǩʉƟȝɻ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟȝȴʻƟƌࡪ
ƌƟƁɫƟŒɻǩȣǊ ʉǞƟǩɫ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻࡱ

ࡦ xȣ ʉǞǩɻ ɻƟʉʉǩȣǊࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩɻ ɻȴȋʻƟƌ ʿǩʉǞ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

ࠆ



͘Ϙ̺ϖϺ̺Ηϫ ͮϫ̺Γϡ ̤ΧϺΗϫͮΗ͞

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ɠɫȴŷȋƟȝ Œɻȅɻ ʞɻ ʉȴ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞƟ Ȃ
ȝȴɻʉ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ɻƟƟȣ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ ǩʉƟȝɻࡱ

ࡦ īƟ ɻŒʿ Ǟȴʿ ʉȴ ࢎˈŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋࢍ ɻȴȋʻƟ ǩȣ ®(Ȃ) ɻɠŒƁƟ ʞɻǩȣǊ
�ǩɻɫŒ࢙cɫǩƟɻ ȴɫ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ðȅƟʉƁǞࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ʿȴɫȅ ʿǞƟȣ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ŒɫƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉȋˈ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ʿƟࢍ
ɻƟƟ ȝȴɫƟ ǩʉƟȝɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱࢎ #ʞʉ ʿǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ
ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌࡲ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �ȝŒ˔ȴȣ ǩɻ ȝȴȣǩʉȴɫǩȣǊ ʿǞŒʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ɠƟȴɠȋƟ Œƌƌ ʉȴ ʉǞƟǩɫ
ࢨʿǩɻǞȋǩɻʉࢧ Œȣƌ ʿŒȣʉɻ Œ ȋǩɻʉ ȴǇ ȝȴɻʉ ʉŒǊǊƟƌ ɠɫȴƌʞƁʉɻࡱ īǩɻǞȋǩɻʉɻ
ƁŒȣ ŷƟ ƁǞŒȣǊƟ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡪ Œȣƌ ǩʉƟȝɻ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟȝȴʻƟƌࡪ
ƌƟƁɫƟŒɻǩȣǊ ʉǞƟǩɫ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻࡱ

ࡦ xȣ ʉǞǩɻ ɻƟʉʉǩȣǊࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩɻ ɻȴȋʻƟƌ ʿǩʉǞ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

ࠆ



͘Ϙ̺ϖϺ̺Ηϫ ͮϫ̺Γϡ ̤ΧϺΗϫͮΗ͞

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ɠɫȴŷȋƟȝ Œɻȅɻ ʞɻ ʉȴ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞƟ Ȃ
ȝȴɻʉ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ɻƟƟȣ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ ǩʉƟȝɻࡱ

ࡦ īƟ ɻŒʿ Ǟȴʿ ʉȴ ࢎˈŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋࢍ ɻȴȋʻƟ ǩȣ ®(Ȃ) ɻɠŒƁƟ ʞɻǩȣǊ
�ǩɻɫŒ࢙cɫǩƟɻ ȴɫ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ðȅƟʉƁǞࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ʿȴɫȅ ʿǞƟȣ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ŒɫƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉȋˈ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ʿƟࢍ
ɻƟƟ ȝȴɫƟ ǩʉƟȝɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱࢎ #ʞʉ ʿǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ
ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌࡲ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �ȝŒ˔ȴȣ ǩɻ ȝȴȣǩʉȴɫǩȣǊ ʿǞŒʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ɠƟȴɠȋƟ Œƌƌ ʉȴ ʉǞƟǩɫ
ࢨʿǩɻǞȋǩɻʉࢧ Œȣƌ ʿŒȣʉɻ Œ ȋǩɻʉ ȴǇ ȝȴɻʉ ʉŒǊǊƟƌ ɠɫȴƌʞƁʉɻࡱ īǩɻǞȋǩɻʉɻ
ƁŒȣ ŷƟ ƁǞŒȣǊƟ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡪ Œȣƌ ǩʉƟȝɻ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟȝȴʻƟƌࡪ
ƌƟƁɫƟŒɻǩȣǊ ʉǞƟǩɫ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻࡱ

ࡦ xȣ ʉǞǩɻ ɻƟʉʉǩȣǊࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩɻ ɻȴȋʻƟƌ ʿǩʉǞ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

ࠆ

- -



͘Ϙ̺ϖϺ̺Ηϫ ͮϫ̺Γϡ ̤ΧϺΗϫͮΗ͞

æƟƁŒȋȋࡩ üǞƟ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ɠɫȴŷȋƟȝ Œɻȅɻ ʞɻ ʉȴ ɫƟʉʞɫȣ ʉǞƟ Ȃ
ȝȴɻʉ ǇɫƟɧʞƟȣʉ ƟȋƟȝƟȣʉɻ ɻƟƟȣ ǩȣ Œ ɻʉɫƟŒȝ ȴǇ ǩʉƟȝɻࡱ

ࡦ īƟ ɻŒʿ Ǟȴʿ ʉȴ ࢎˈŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋࢍ ɻȴȋʻƟ ǩȣ ®(Ȃ) ɻɠŒƁƟ ʞɻǩȣǊ
�ǩɻɫŒ࢙cɫǩƟɻ ȴɫ +ȴʞȣʉ࢙�ǩȣ ðȅƟʉƁǞࡱ

ࡦ ´ȣȋˈ ʿȴɫȅ ʿǞƟȣ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ŒɫƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉȋˈ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉƟƌ ʿƟࢍ
ɻƟƟ ȝȴɫƟ ǩʉƟȝɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱࢎ #ʞʉ ʿǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǞƟȣ
ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ƁŒȣ ŷƟ ƌƟƁɫƟȝƟȣʉƟƌࡲ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �ȝŒ˔ȴȣ ǩɻ ȝȴȣǩʉȴɫǩȣǊ ʿǞŒʉ ɠɫȴƌʞƁʉɻ ɠƟȴɠȋƟ Œƌƌ ʉȴ ʉǞƟǩɫ
ࢨʿǩɻǞȋǩɻʉࢧ Œȣƌ ʿŒȣʉɻ Œ ȋǩɻʉ ȴǇ ȝȴɻʉ ʉŒǊǊƟƌ ɠɫȴƌʞƁʉɻࡱ īǩɻǞȋǩɻʉɻ
ƁŒȣ ŷƟ ƁǞŒȣǊƟ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡪ Œȣƌ ǩʉƟȝɻ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟȝȴʻƟƌࡪ
ƌƟƁɫƟŒɻǩȣǊ ʉǞƟǩɫ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻࡱ

ࡦ xȣ ʉǞǩɻ ɻƟʉʉǩȣǊࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩɻ ɻȴȋʻƟƌ ʿǩʉǞ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

ࠆ



͘Ϙ̺ϖϺ̺Ηϫ ͮϫ̺Γϡ ̤ΧϺΗϫͮΗ͞

ࡦ ðʉȴɫǩȣǊ ˇ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ƞ) ɻɠŒƁƟࡱ īǩȋȋ ǩȣɻʉƟŒƌ ɻʉȴɫƟ �ˇ ʿǞƟɫƟ
� ∈ R®(Ȃ)×Ƞ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࡦ �ˇ ƁŒȣ ŷƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ʞɠƌŒʉƟƌ ǩȣ Œ ƌŒʉŒ ɻʉɫƟŒȝࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œ Ȃ ǞƟŒʻˈ ǩʉƟȝɻࡪ ˇ ǩɻ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ˇ ʉǞƟࢍ Ɓȴʞȣʉɻ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ǇɫƟɧʞƟȣʉ
ǩʉƟȝɻࢎ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ �ˇ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ࡱ̍

߽߾



͘Ϙ̺ϖϺ̺Ηϫ ͮϫ̺Γϡ ̤ΧϺΗϫͮΗ͞

ࡦ ðʉȴɫǩȣǊ ˇ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ƞ) ɻɠŒƁƟࡱ īǩȋȋ ǩȣɻʉƟŒƌ ɻʉȴɫƟ �ˇ ʿǞƟɫƟ
� ∈ R®(Ȃ)×Ƞ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࡦ �ˇ ƁŒȣ ŷƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ʞɠƌŒʉƟƌ ǩȣ Œ ƌŒʉŒ ɻʉɫƟŒȝࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œ Ȃ ǞƟŒʻˈ ǩʉƟȝɻࡪ ˇ ǩɻ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ˇ ʉǞƟࢍ Ɓȴʞȣʉɻ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ǇɫƟɧʞƟȣʉ
ǩʉƟȝɻࢎ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ �ˇ ǩɻ ƟˇŒƁʉȋˈ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ࡱ̍

߽߾



͘Ϙ̺ϖϺ̺Ηϫ ͮϫ̺Γϡ ̤ΧϺΗϫͮΗ͞

ࡦ ðʉȴɫǩȣǊ ˇ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ƞ) ɻɠŒƁƟࡱ īǩȋȋ ǩȣɻʉƟŒƌ ɻʉȴɫƟ �ˇ ʿǞƟɫƟ
� ∈ R®(Ȃ)×Ƞ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࡦ �ˇ ƁŒȣ ŷƟ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ʞɠƌŒʉƟƌ ǩȣ Œ ƌŒʉŒ ɻʉɫƟŒȝࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œ Ȃ ǞƟŒʻˈ ǩʉƟȝɻࡪ ˇ ǩɻ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟࡱ
ࡦ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ˇ ʉǞƟࢍ Ɓȴʞȣʉɻ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ǇɫƟɧʞƟȣʉ
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ϡϑ˺ϘϡͮϫС ͮΗ ϡͮ͞Η˺Ή ϑϘΧ̤̺ϡϡͮΗ͞

�Œȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ŒɫƟ ǩȣ ǩȝŒǊǩȣǊ Œȣƌ ɻǩǊȣŒȋ ɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊࡱ

ࡦ �Œȣˈ ɻǩǊȣŒȋɻ ŒɫƟ ɻɠŒɫɻƟ ǩȣ ɻȴȝƟ ŷŒɻǩɻ ࡪȴʞɫǩƟɫ`ࢍ ʿŒʻƟȋƟʉࡪ ƟʉƁࡱࢎࡱ
ࡦ ċɻǩȣǊ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡪ Œȣ Ƞ ɠǩˇƟȋ ǩȝŒǊƟࡷȠ ɠȴǩȣʉ
ɻǩǊȣŒȋ ƁŒȣ ʉǞʞɻ ŷƟ ɫƟƁȴʻƟɫƟƌ Ǉɫȴȝ ȝŒȣˈ ǇƟʿƟɫ ʉǞŒȣ Ƞ
ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ DǇ˨ƁǩƟȣʉ �æx ǩȝŒǊǩȣǊࡪ ɫƟȝȴʉƟ ɻƟȣɻǩȣǊ Ǉȴɫ ȴǩȋ ƟˇɠȋȴɫŒʉǩȴȣࡪ cßð
ɻˈȣƁǞɫȴȣǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ɠȴʿƟɫ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁŒȝƟɫŒɻࡪ ƟʉƁࡱ

xȣ ǊƟȣƟɫŒȋࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œ ȋȴʉ ȴǇ ɠɫŒƁʉǩƁŒȋ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉǩƟɻ ǞƟɫƟࡱ ðȴ
ƟʻƟɫˈʉǞǩȣǊ x ɻŒˈ ǩɻ Œ ȝŒǽȴɫ ȴʻƟɫɻǩȝɠȋǩ˨ƁŒʉǩȴȣࡱ

߾߾



ϡϑ˺ϘϡͮϫС ͮΗ ϡͮ͞Η˺Ή ϑϘΧ̤̺ϡϡͮΗ͞

�Œȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ
ŒɫƟ ǩȣ ǩȝŒǊǩȣǊ Œȣƌ ɻǩǊȣŒȋ ɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊࡱ

ࡦ �Œȣˈ ɻǩǊȣŒȋɻ ŒɫƟ ɻɠŒɫɻƟ ǩȣ ɻȴȝƟ ŷŒɻǩɻ ࡪȴʞɫǩƟɫ`ࢍ ʿŒʻƟȋƟʉࡪ ƟʉƁࡱࢎࡱ
ࡦ ċɻǩȣǊ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡪ Œȣ Ƞ ɠǩˇƟȋ ǩȝŒǊƟࡷȠ ɠȴǩȣʉ
ɻǩǊȣŒȋ ƁŒȣ ʉǞʞɻ ŷƟ ɫƟƁȴʻƟɫƟƌ Ǉɫȴȝ ȝŒȣˈ ǇƟʿƟɫ ʉǞŒȣ Ƞ
ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ DǇ˨ƁǩƟȣʉ �æx ǩȝŒǊǩȣǊࡪ ɫƟȝȴʉƟ ɻƟȣɻǩȣǊ Ǉȴɫ ȴǩȋ ƟˇɠȋȴɫŒʉǩȴȣࡪ cßð
ɻˈȣƁǞɫȴȣǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ɠȴʿƟɫ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ƁŒȝƟɫŒɻࡪ ƟʉƁࡱ

xȣ ǊƟȣƟɫŒȋࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œ ȋȴʉ ȴǇ ɠɫŒƁʉǩƁŒȋ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉǩƟɻ ǞƟɫƟࡱ ðȴ
ƟʻƟɫˈʉǞǩȣǊ x ɻŒˈ ǩɻ Œ ȝŒǽȴɫ ȴʻƟɫɻǩȝɠȋǩ˨ƁŒʉǩȴȣࡱ

߾߾



͘ΧϺϘ̺ͮϘ ϫϘ˺Ηϡ͘ΧϘΓ

5ǩɻƁɫƟʉƟ `ȴʞɫǩƟɫ üɫŒȣɻǇȴɫȝࡩ `ȴɫ Œ ƌǩɻƁɫƟʉƟ ɻǩǊȣŒȋ ŒȅŒࢍ Œ ʻƟƁʉȴɫࢎ
ˇ ∈ RȠࡪ ǩʉɻ ƌǩɻƁɫƟʉƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ǩɻ ƌƟȣȴʉƟƌ ̂̌ ∈ CȠ Œȣƌ ǊǩʻƟȣ ŷˈ
̂̌ = ࡪˇ` ʿǞƟɫƟ ` ∈ CȠ×Ƞ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻƁɫƟʉƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩˇࡱ

`ȴɫ ȝŒȣˈ ȣŒʉʞɫŒȋ ɻǩǊȣŒȋɻ ̂̌ ǩɻ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻɠŒɫɻƟࡩ Œ ǇƟʿ ƌȴȝǩȣŒȣʉ
ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ǩȣ Œ ɫƟƁȴɫƌǩȣǊࡪ ɻʞɠƟɫɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ Œ ǇƟʿ ɫŒƌǩȴ ʉɫŒȣɻȝǩʉʉƟɫɻ
ɻƟȣƌǩȣǊ Œʉ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻࡪ ƟʉƁࡱ

߿߾
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͘ΧϺϘ̺ͮϘ ϫϘ˺Ηϡ͘ΧϘΓ

5ǩɻƁɫƟʉƟ `ȴʞɫǩƟɫ üɫŒȣɻǇȴɫȝࡩ `ȴɫ Œ ƌǩɻƁɫƟʉƟ ɻǩǊȣŒȋ ŒȅŒࢍ Œ ʻƟƁʉȴɫࢎ
ˇ ∈ RȠࡪ ǩʉɻ ƌǩɻƁɫƟʉƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ǩɻ ƌƟȣȴʉƟƌ ̂̌ ∈ CȠ Œȣƌ ǊǩʻƟȣ ŷˈ
̂̌ = ࡪˇ` ʿǞƟɫƟ ` ∈ CȠ×Ƞ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻƁɫƟʉƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ȝŒʉɫǩˇࡱ

`ȴɫ ȝŒȣˈ ȣŒʉʞɫŒȋ ɻǩǊȣŒȋɻ ̂̌ ǩɻ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻɠŒɫɻƟࡩ Œ ǇƟʿ ƌȴȝǩȣŒȣʉ
ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻ ǩȣ Œ ɫƟƁȴɫƌǩȣǊࡪ ɻʞɠƟɫɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ Œ ǇƟʿ ɫŒƌǩȴ ʉɫŒȣɻȝǩʉʉƟɫɻ
ɻƟȣƌǩȣǊ Œʉ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ǇɫƟɧʞƟȣƁǩƟɻࡪ ƟʉƁࡱ

߿߾
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͘ΧϺϘ̺ͮϘ ϫϘ˺Ηϡ͘ΧϘΓ

īǞƟȣ ʉǞƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ̂̌ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡪ ƁŒȣ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ǇƟʿ
ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ʞɻǩȣǊ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ࡱ̍

üɫŒȣɻȋŒʉƟɻ ʉȴ ŷǩǊ ɻŒʻǩȣǊɻ ǩȣ ŒƁɧʞǩɻǩʉǩȴȣ Ɓȴɻʉɻࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɻƟȣɻȴɫɻ ɫƟɧʞǩɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ

ࠀ߾



͘ΧϺϘ̺ͮϘ ϫϘ˺Ηϡ͘ΧϘΓ

īǞƟȣ ʉǞƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ̂̌ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡪ ƁŒȣ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ǇƟʿ
ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ʞɻǩȣǊ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ࡱ̍

üɫŒȣɻȋŒʉƟɻ ʉȴ ŷǩǊ ɻŒʻǩȣǊɻ ǩȣ ŒƁɧʞǩɻǩʉǩȴȣ Ɓȴɻʉɻࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɻƟȣɻȴɫɻ ɫƟɧʞǩɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ

ࠀ߾
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͘ΧϺϘ̺ͮϘ ϫϘ˺Ηϡ͘ΧϘΓ

īǞƟȣ ʉǞƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ̂̌ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡪ ƁŒȣ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ǇƟʿ
ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ʞɻǩȣǊ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ࡱ̍

üɫŒȣɻȋŒʉƟɻ ʉȴ ŷǩǊ ɻŒʻǩȣǊɻ ǩȣ ŒƁɧʞǩɻǩʉǩȴȣ Ɓȴɻʉɻࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɻƟȣɻȴɫɻ ɫƟɧʞǩɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ

ࠀ߾
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͘ΧϺϘ̺ͮϘ ϫϘ˺Ηϡ͘ΧϘΓ

īǞƟȣ ʉǞƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ̂̌ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡪ ƁŒȣ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ǇƟʿ
ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ʞɻǩȣǊ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ࡱ̍

üɫŒȣɻȋŒʉƟɻ ʉȴ ŷǩǊ ɻŒʻǩȣǊɻ ǩȣ ŒƁɧʞǩɻǩʉǩȴȣ Ɓȴɻʉɻࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɻƟȣɻȴɫɻ ɫƟɧʞǩɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ

ࠀ߾



͘ΧϺϘ̺ͮϘ ϫϘ˺Ηϡ͘ΧϘΓ

īǞƟȣ ʉǞƟ `ȴʞɫǩƟɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝ ̂̌ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡪ ƁŒȣ ɫƟƁȴʻƟɫ ˇ Ǉɫȴȝ ǇƟʿ
ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ʞɻǩȣǊ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ࡱ̍

üɫŒȣɻȋŒʉƟɻ ʉȴ ŷǩǊ ɻŒʻǩȣǊɻ ǩȣ ŒƁɧʞǩɻǩʉǩȴȣ Ɓȴɻʉɻࡪ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ɻƟȣɻȴɫɻ ɫƟɧʞǩɫƟƌࡪ ƟʉƁࡱ ࠀ߾



#ŒƁȅ ʉȴ �ȋǊȴɫǩʉǞȝɻ

ࠁ߾



̤ΧΗЖ̺Р Ϙ̺Ή˺Р˺ϫͮΧΗ

īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ Ǉɫȴȝ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ŷ = �ˇ ŷˈ
ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽

īȴɫȅɻ ǩǇ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ ࡪȂ߿ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ǞŒɫƌ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋȋ ࡱ̍

+ȴȣʻƟˇ æƟȋŒˇŒʉǩȴȣࡩ � ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟࡱ �ʞɻʉ ࢪˇɫƟȋŒࢩ ʉǞƟ
ɠɫȴŷȋƟȝ ʉȴ ŷƟ ƁȴȣʻƟˇࡱ

#Œɻǩɻ ßʞɫɻʞǩʉࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʿǞƟɫƟ ߾∥˔∥ =
Ɗ∑

Ǧ=߾
|˔(Ǧ)|ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ȴȣƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋƟŒɫȣƟƌ Ǉȴɫ ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝࡲ
ࡦ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࢖ ƁȴȣʻƟˇ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȴȣʻƟˇ
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱ

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɻȴ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ǇŒɻʉƟɫ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ
Œ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

ࠂ߾



̤ΧΗЖ̺Р Ϙ̺Ή˺Р˺ϫͮΧΗ

īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ Ǉɫȴȝ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ŷ = �ˇ ŷˈ
ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽

īȴɫȅɻ ǩǇ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ ࡪȂ߿ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ǞŒɫƌ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋȋ ࡱ̍
+ȴȣʻƟˇ æƟȋŒˇŒʉǩȴȣࡩ � ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟࡱ �ʞɻʉ ࢪˇɫƟȋŒࢩ ʉǞƟ
ɠɫȴŷȋƟȝ ʉȴ ŷƟ ƁȴȣʻƟˇࡱ

#Œɻǩɻ ßʞɫɻʞǩʉࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʿǞƟɫƟ ߾∥˔∥ =
Ɗ∑

Ǧ=߾
|˔(Ǧ)|ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ȴȣƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋƟŒɫȣƟƌ Ǉȴɫ ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝࡲ
ࡦ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࢖ ƁȴȣʻƟˇ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȴȣʻƟˇ
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱ

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɻȴ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ǇŒɻʉƟɫ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ
Œ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

ࠂ߾



̤ΧΗЖ̺Р Ϙ̺Ή˺Р˺ϫͮΧΗ

īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ Ǉɫȴȝ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ŷ = �ˇ ŷˈ
ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽

īȴɫȅɻ ǩǇ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ ࡪȂ߿ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ǞŒɫƌ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋȋ ࡱ̍
+ȴȣʻƟˇ æƟȋŒˇŒʉǩȴȣࡩ � ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟࡱ �ʞɻʉ ࢪˇɫƟȋŒࢩ ʉǞƟ
ɠɫȴŷȋƟȝ ʉȴ ŷƟ ƁȴȣʻƟˇࡱ #Œɻǩɻ ßʞɫɻʞǩʉࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʿǞƟɫƟ ߾∥˔∥ =
Ɗ∑

Ǧ=߾
|˔(Ǧ)|ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ȴȣƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋƟŒɫȣƟƌ Ǉȴɫ ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝࡲ
ࡦ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࢖ ƁȴȣʻƟˇ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȴȣʻƟˇ
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱ

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɻȴ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ǇŒɻʉƟɫ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ
Œ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

ࠂ߾



̤ΧΗЖ̺Р Ϙ̺Ή˺Р˺ϫͮΧΗ

īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ Ǉɫȴȝ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ŷ = �ˇ ŷˈ
ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽

īȴɫȅɻ ǩǇ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ ࡪȂ߿ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ǞŒɫƌ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋȋ ࡱ̍
+ȴȣʻƟˇ æƟȋŒˇŒʉǩȴȣࡩ � ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟࡱ �ʞɻʉ ࢪˇɫƟȋŒࢩ ʉǞƟ
ɠɫȴŷȋƟȝ ʉȴ ŷƟ ƁȴȣʻƟˇࡱ #Œɻǩɻ ßʞɫɻʞǩʉࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʿǞƟɫƟ ߾∥˔∥ =
Ɗ∑

Ǧ=߾
|˔(Ǧ)|ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ȴȣƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋƟŒɫȣƟƌ Ǉȴɫ ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝࡲ

ࡦ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࢖ ƁȴȣʻƟˇ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȴȣʻƟˇ
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱ

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɻȴ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ǇŒɻʉƟɫ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ
Œ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

ࠂ߾



̤ΧΗЖ̺Р Ϙ̺Ή˺Р˺ϫͮΧΗ

īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ Ǉɫȴȝ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ŷ = �ˇ ŷˈ
ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽

īȴɫȅɻ ǩǇ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ ࡪȂ߿ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ǞŒɫƌ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋȋ ࡱ̍
+ȴȣʻƟˇ æƟȋŒˇŒʉǩȴȣࡩ � ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟࡱ �ʞɻʉ ࢪˇɫƟȋŒࢩ ʉǞƟ
ɠɫȴŷȋƟȝ ʉȴ ŷƟ ƁȴȣʻƟˇࡱ #Œɻǩɻ ßʞɫɻʞǩʉࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʿǞƟɫƟ ߾∥˔∥ =
Ɗ∑

Ǧ=߾
|˔(Ǧ)|ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ȴȣƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋƟŒɫȣƟƌ Ǉȴɫ ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝࡲ
ࡦ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࢖ ƁȴȣʻƟˇ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȴȣʻƟˇ
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱ

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɻȴ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ǇŒɻʉƟɫ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ
Œ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ

ࠂ߾



̤ΧΗЖ̺Р Ϙ̺Ή˺Р˺ϫͮΧΗ

īƟ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɫƟƁȴʻƟɫ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ Ǉɫȴȝ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉɻ ŷ = �ˇ ŷˈ
ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽

īȴɫȅɻ ǩǇ � ǞŒɻ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ ࡪȂ߿ ŷʞʉ ʻƟɫˈ ǞŒɫƌ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋȋ ࡱ̍
+ȴȣʻƟˇ æƟȋŒˇŒʉǩȴȣࡩ � ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟࡱ �ʞɻʉ ࢪˇɫƟȋŒࢩ ʉǞƟ
ɠɫȴŷȋƟȝ ʉȴ ŷƟ ƁȴȣʻƟˇࡱ #Œɻǩɻ ßʞɫɻʞǩʉࡩ

ˇ = ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʿǞƟɫƟ ߾∥˔∥ =
Ɗ∑

Ǧ=߾
|˔(Ǧ)|ࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ȴȣƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋƟŒɫȣƟƌ Ǉȴɫ ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞǩɻ ɠɫȴŷȋƟȝࡲ
ࡦ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࢖ ƁȴȣʻƟˇ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȴȣʻƟˇ
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉ ɻƟʉࡱ

ࡦ �ȣ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɻȴ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ǇŒɻʉƟɫ ʉȴ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ
Œ ȋǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ ࠂ߾



̜˺ϡͮϡ ϑϺϘϡϺͮϫ

īǞˈ ɻǞȴʞȋƌ ʿƟ ǞȴɠƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ŷŒɻǩɻ ɠʞɫɻʞǩʉ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ɫƟʉʞɫȣɻ ʉǞƟ
ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ ʿǩʉǞ �ˇ = ŷࡲ üǞƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ ˔∗ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ɻȝŒȋȋ ℓ߾
ȣȴɫȝ ŷʞʉ ʿǞˈ ʿȴʞȋƌ ǩʉ ƟʻƟȣ ŷƟ ɻɠŒɫɻƟࡲ

ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʻɻࡱ ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ Ƞ = Ɗ,߾ = ,߿ Ȃ = ࡱ߾ ðȴ � ∈ R߿×߾ Œȣƌ ˇ ∈ R߿ ǩɻ ࡱɻɠŒɫɻƟ࢙߾

ࡦ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɻȴȋʞʉǩȴȣ
ʿǩȋȋ ŷƟ ȴȣ Œ ƁȴɫȣƟɫ ࡪࡱƟࡱǩࢍ
ɻɠŒɫɻƟࡪࢎ ʞȣȋƟɻɻ �˔ = ŷ
ǞŒɻ ɻȋȴɠƟ ࡱ߾

ࡦ ðǩȝǩȋŒɫ ǩȣʉʞǩʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ
��ðð´ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࡦ 5ȴƟɻ ȣȴʉ Ǟȴȋƌ ǩǇ ƟࡱǊࡪࡱ ʉǞƟ
ℓ߿ ȣȴɫȝ ǩɻ ʞɻƟƌࡱ

ࠃ߾



̜˺ϡͮϡ ϑϺϘϡϺͮϫ

īǞˈ ɻǞȴʞȋƌ ʿƟ ǞȴɠƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ŷŒɻǩɻ ɠʞɫɻʞǩʉ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ɫƟʉʞɫȣɻ ʉǞƟ
ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ ʿǩʉǞ �ˇ = ŷࡲ üǞƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ ˔∗ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ɻȝŒȋȋ ℓ߾
ȣȴɫȝ ŷʞʉ ʿǞˈ ʿȴʞȋƌ ǩʉ ƟʻƟȣ ŷƟ ɻɠŒɫɻƟࡲ

ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʻɻࡱ ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ Ƞ = Ɗ,߾ = ,߿ Ȃ = ࡱ߾ ðȴ � ∈ R߿×߾ Œȣƌ ˇ ∈ R߿ ǩɻ ࡱɻɠŒɫɻƟ࢙߾

ࡦ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɻȴȋʞʉǩȴȣ
ʿǩȋȋ ŷƟ ȴȣ Œ ƁȴɫȣƟɫ ࡪࡱƟࡱǩࢍ
ɻɠŒɫɻƟࡪࢎ ʞȣȋƟɻɻ �˔ = ŷ
ǞŒɻ ɻȋȴɠƟ ࡱ߾

ࡦ ðǩȝǩȋŒɫ ǩȣʉʞǩʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ
��ðð´ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࡦ 5ȴƟɻ ȣȴʉ Ǟȴȋƌ ǩǇ ƟࡱǊࡪࡱ ʉǞƟ
ℓ߿ ȣȴɫȝ ǩɻ ʞɻƟƌࡱ

ࠃ߾



̜˺ϡͮϡ ϑϺϘϡϺͮϫ

īǞˈ ɻǞȴʞȋƌ ʿƟ ǞȴɠƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ŷŒɻǩɻ ɠʞɫɻʞǩʉ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ɫƟʉʞɫȣɻ ʉǞƟ
ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ ʿǩʉǞ �ˇ = ŷࡲ üǞƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ ˔∗ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ɻȝŒȋȋ ℓ߾
ȣȴɫȝ ŷʞʉ ʿǞˈ ʿȴʞȋƌ ǩʉ ƟʻƟȣ ŷƟ ɻɠŒɫɻƟࡲ

ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʻɻࡱ ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ Ƞ = Ɗ,߾ = ,߿ Ȃ = ࡱ߾ ðȴ � ∈ R߿×߾ Œȣƌ ˇ ∈ R߿ ǩɻ ࡱɻɠŒɫɻƟ࢙߾

ࡦ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɻȴȋʞʉǩȴȣ
ʿǩȋȋ ŷƟ ȴȣ Œ ƁȴɫȣƟɫ ࡪࡱƟࡱǩࢍ
ɻɠŒɫɻƟࡪࢎ ʞȣȋƟɻɻ �˔ = ŷ
ǞŒɻ ɻȋȴɠƟ ࡱ߾

ࡦ ðǩȝǩȋŒɫ ǩȣʉʞǩʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ
��ðð´ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࡦ 5ȴƟɻ ȣȴʉ Ǟȴȋƌ ǩǇ ƟࡱǊࡪࡱ ʉǞƟ
ℓ߿ ȣȴɫȝ ǩɻ ʞɻƟƌࡱ

ࠃ߾



̜˺ϡͮϡ ϑϺϘϡϺͮϫ

īǞˈ ɻǞȴʞȋƌ ʿƟ ǞȴɠƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ŷŒɻǩɻ ɠʞɫɻʞǩʉ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ɫƟʉʞɫȣɻ ʉǞƟ
ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ ʿǩʉǞ �ˇ = ŷࡲ üǞƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ ˔∗ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ɻȝŒȋȋ ℓ߾
ȣȴɫȝ ŷʞʉ ʿǞˈ ʿȴʞȋƌ ǩʉ ƟʻƟȣ ŷƟ ɻɠŒɫɻƟࡲ

ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʻɻࡱ ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

∥˔∥߽

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ Ƞ = Ɗ,߾ = ,߿ Ȃ = ࡱ߾ ðȴ � ∈ R߿×߾ Œȣƌ ˇ ∈ R߿ ǩɻ ࡱɻɠŒɫɻƟ࢙߾

ࡦ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɻȴȋʞʉǩȴȣ
ʿǩȋȋ ŷƟ ȴȣ Œ ƁȴɫȣƟɫ ࡪࡱƟࡱǩࢍ
ɻɠŒɫɻƟࡪࢎ ʞȣȋƟɻɻ �˔ = ŷ
ǞŒɻ ɻȋȴɠƟ ࡱ߾

ࡦ ðǩȝǩȋŒɫ ǩȣʉʞǩʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ
��ðð´ ȝƟʉǞȴƌࡱ

ࡦ 5ȴƟɻ ȣȴʉ Ǟȴȋƌ ǩǇ ƟࡱǊࡪࡱ ʉǞƟ
ℓ߿ ȣȴɫȝ ǩɻ ʞɻƟƌࡱ

ࠃ߾



̜˺ϡͮϡ ϑϺϘϡϺͮϫ

īǞˈ ɻǞȴʞȋƌ ʿƟ ǞȴɠƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ŷŒɻǩɻ ɠʞɫɻʞǩʉ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ɫƟʉʞɫȣɻ ʉǞƟ
ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇ ʿǩʉǞ �ˇ = ŷࡲ üǞƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ ˔∗ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ɻȝŒȋȋ ℓ߾
ȣȴɫȝ ŷʞʉ ʿǞˈ ʿȴʞȋƌ ǩʉ ƟʻƟȣ ŷƟ ɻɠŒɫɻƟࡲ

ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ

߾∥˔∥ ʻɻࡱ ŒɫǊȝǩȣ
˔∈RƊ:�˔=ŷ
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ࠃ߾



̜˺ϡͮϡ ϑϺϘϡϺͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ

+Œȣ ɠɫȴʻƟ ʉǞŒʉ ŷŒɻǩɻ ɠʞɫɻʞǩʉ ȴʞʉɠʞʉɻ ʉǞƟ ƟˇŒƁʉ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ˇ
ʿǩʉǞ �ˇ = ŷ ɻŒȝƟࢍ Œɻ ŒɫǊȝǩȣ˔∈RƊ:�˔=ŷ ࢎ߽∥˔∥
ࡦ æƟɧʞǩɫƟɻ Œ ɻʉɫƟȣǊʉǞƟȣǩȣǊ ȴǇ ʉǞƟ �ɫʞɻȅŒȋ ɫŒȣȅ ≥ Ȃ߿ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ
ʉǞŒʉࢍ ɻʉǩȋȋ Ǟȴȋƌɻ ǩȣ Œȋȋ ʉǞƟ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ƌǩɻƁʞɻɻƟƌࡱࢎ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣࡩ � ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ʉǞƟ (Ț, ϵ) ɫƟɻʉɫǩƁʉƟƌ ǩɻȴȝƟʉɫˈ ɠɫȴɠƟɫʉˈ
ǩɻࢍ (Ț, ϵ)࢙æxßࢎ ǩǇ Ǉȴɫ Œȋȋ Ț࢙ɻɠŒɫɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ ࡩˇ

−߾) ϵ)∥ˇ∥߿ ≤ ߿∥ˇ�∥ ≤ +߾) ϵ)∥ˇ∥߿

üǞƟȴɫƟȝࡩ xǇ � ǩɻ ,Ȃࠀ) ϵ)࢙æxß Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ƟȣȴʞǊǞ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ϵࡪ ʉǞƟȣ
˔⋆ = ŒɫǊȝǩȣ˔∈RƊ:�˔=ŷ ߾∥˔∥ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ʞȣǩɧʞƟ Ȃ࢙ɻɠŒɫɻƟ ˇʿǩʉǞ
�ˇ = ŷ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ŷŒɻǩɻ ɠʞɫɻʞǩʉ ɻȴȋʻƟɻ ʉǞƟ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫˈ ɠɫȴŷȋƟȝࡱࢎ

ࠄ߾



̜˺ϡͮϡ ϑϺϘϡϺͮϫ ϫ̺ͩΧϘ̺Γ
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