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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ߾߿

߽



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࡱࢎðc5ࢍ

ࡦ ´ȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࡱࢎc5´ࢍ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ðc5 Œɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟ ȴǇ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ƌǩɻƁʞɻɻǩȴȣ ȴǇ ðc5ࡱ

ࡦ ċȣƌƟɫɻʉŒȣƌǩȣǊ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Œȣƌ ðc5 Œɻ ŒɠɠȋǩƟƌ ʉȴ ȋƟŒɻʉ
ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱ

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ȝȴɫƟ ŒƌʻŒȣƁƟƌ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡩ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ ȝƟʉǞȴƌɻ
Œȣƌ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࡱࢎðc5ࢍ

ࡦ ´ȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࡱࢎc5´ࢍ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ðc5 Œɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟ ȴǇ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ƌǩɻƁʞɻɻǩȴȣ ȴǇ ðc5ࡱ

ࡦ ċȣƌƟɫɻʉŒȣƌǩȣǊ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Œȣƌ ðc5 Œɻ ŒɠɠȋǩƟƌ ʉȴ ȋƟŒɻʉ
ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱ

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ȝȴɫƟ ŒƌʻŒȣƁƟƌ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡩ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ ȝƟʉǞȴƌɻ
Œȣƌ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ

߾



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

üǞǩɻ ƁȋŒɻɻ ʿɫŒɠɻ ʞɠ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʞȣǩʉࡱ

üǞɫƟƟ ɫƟȝŒǩȣǩȣǊ ƁȋŒɻɻƟɻ ŒǇʉƟɫ ŷɫƟŒȅࡱ cǩʻƟ ˈȴʞɫ ǇƟƟƌŷŒƁȅ ȴȣ
ßǩŒ˔˔Œ Œŷȴʞʉ ʿǞŒʉ ˈȴʞࢪƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɻƟƟࡱ

ࡦ oǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ǊƟȴȝƟʉɫˈ Œȣƌ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻ Ǉȴɫ ǇŒɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ðĨ5ࡪ
ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱ

ࡦ `ȴʞɫǩƟɫ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ɻƟȣɻǩȣǊࡪ ɻɠŒɫɻƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ࡱ̍
ࡦ �ȴɫƟ ŒƌʻŒȣƁƟƌ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ȝƟʉǞȴƌɻ ŒȋʉƟɫȣŒʉǩȣǊࢍ
ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࢎࡱࡱࡱࡪ

ࡦ `ŒǩɫȣƟɻɻ Œȣƌ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒȋ ɠɫǩʻŒƁ ࡱ̍
߿

-



ϖϺ̤ͮ΄ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ �ȣˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒŷȋƟ ǅ : RƊ → Rࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ `ǩȣƌ θ̂ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ ǅ(θ⃗) + ϵ.

ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

´ȣȋǩȣƟ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ ǅ߾, ǅ߿, . . . , ǅʂ : RƊ → R ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ȴȣȋǩȣƟࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ ßǩƁȅ θ⃗(߾), . . . , θ⃗(ʂ) ∈ RƊ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ʿǩʉǞ∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θ⃗) + ϵ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ŒƁǞǩƟʻƟ ɫƟǊɫƟʉ ≤ ϵࡱࢎ
ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ ǅ : RƊ → R ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗)ࡱ

ࡦ cȴŒȋࡩ `ǩȣƌ θ̂ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ ǅ(θ⃗) + ϵ.

ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ)) ʿǞƟɫƟ ǺǦ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ
Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ ,߾ . . . ,Ƞࡱ

ࠀ
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ϖϺ̤ͮ΄ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ �ȣˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒŷȋƟ ǅ : RƊ → Rࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ `ǩȣƌ θ̂ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ ǅ(θ⃗) + ϵ.

ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

´ȣȋǩȣƟ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ ǅ߾, ǅ߿, . . . , ǅʂ : RƊ → R ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ȴȣȋǩȣƟࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ ßǩƁȅ θ⃗(߾), . . . , θ⃗(ʂ) ∈ RƊ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ʿǩʉǞ∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θ⃗) + ϵ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ŒƁǞǩƟʻƟ ɫƟǊɫƟʉ ≤ ϵࡱࢎ
ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ ǅ : RƊ → R ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗)ࡱ

ࡦ cȴŒȋࡩ `ǩȣƌ θ̂ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ ǅ(θ⃗) + ϵ.

ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ)) ʿǞƟɫƟ ǺǦ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ
Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ ,߾ . . . ,Ƞࡱ

ࠀ
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ϖϺ̤ͮ΄ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ �ȣˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒŷȋƟ ǅ : RƊ → Rࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ `ǩȣƌ θ̂ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ ǅ(θ⃗) + ϵ.

ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

´ȣȋǩȣƟ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ ǅ߾, ǅ߿, . . . , ǅʂ : RƊ → R ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ȴȣȋǩȣƟࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ ßǩƁȅ θ⃗(߾), . . . , θ⃗(ʂ) ∈ RƊ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ʿǩʉǞ∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θ⃗) + ϵ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ŒƁǞǩƟʻƟ ɫƟǊɫƟʉ ≤ ϵࡱࢎ
ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ ǅ : RƊ → R ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗)ࡱ

ࡦ cȴŒȋࡩ `ǩȣƌ θ̂ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ ǅ(θ⃗) + ϵ.

ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ)) ʿǞƟɫƟ ǺǦ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ
Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ ,߾ . . . ,Ƞࡱ ࠀ
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ϖϺ̤ͮ΄ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ �ȣˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒŷȋƟ ǅ : RƊ → Rࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ `ǩȣƌ θ̂ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ ǅ(θ⃗) + ϵ.

ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

´ȣȋǩȣƟ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ ǅ߾, ǅ߿, . . . , ǅʂ : RƊ → R ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ȴȣȋǩȣƟࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ ßǩƁȅ θ⃗(߾), . . . , θ⃗(ʂ) ∈ RƊ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ʿǩʉǞ∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θ⃗) + ϵ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ŒƁǞǩƟʻƟ ɫƟǊɫƟʉ ≤ ϵࡱࢎ
ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡩ
ࡦ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴࡩ ǅ : RƊ → R ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗)ࡱ

ࡦ cȴŒȋࡩ `ǩȣƌ θ̂ ∈ RƊ ʿǩʉǞ ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣθ⃗∈RƊ ǅ(θ⃗) + ϵ.

ࡦ ċɠƌŒʉƟ ðʉƟɠࡩ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ)) ʿǞƟɫƟ ǺǦ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ
Œʉ ɫŒȣƌȴȝ Ǉɫȴȝ ,߾ . . . ,Ƞࡱ ࠀ
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ Ϙ̺̤˺ϑ

�ǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ Œ ˨ȣǩʉƟ ɻʞȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ ǅ(θ⃗) =
∑Ƞ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗).

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉ ɫʞȣ ȴȣ ʉǞƟ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ʂ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǅǺ߾ , ǅǺ߿ , . . . , ǅǺʂ ࡱ

ࡦ üǞƟɻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ɠǩƁȅƟƌ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࡪ ɻȴ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ E

[∑ʂ
Ǧ=߾ ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

]
= E

[∑ʂ
Ǧ=߾ ǅ(θ⃗(Ǧ))

]
ࡱ

ࡦ #ˈ ƁȴȣʻƟˇǩʉˈ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ) ǊǩʻƟɻ ȴȣȋˈ Œ ŷƟʉʉƟɫ ɻȴȋʞʉǩȴȣࡱ xࡱƟࡪࡱ

E
[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅ(θ̂)

]
≤ E

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅ(θ⃗(Ǧ))

]
.

ࡦ äʞŒȋǩʉˈ ƌǩɫƟƁʉȋˈ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫ ȴȣȋǩȣƟ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ࡭

ࠁ

-



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ Ϙ̺̤˺ϑ

�ǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ Œ ˨ȣǩʉƟ ɻʞȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ ǅ(θ⃗) =
∑Ƞ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗).

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉ ɫʞȣ ȴȣ ʉǞƟ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ʂ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǅǺ߾ , ǅǺ߿ , . . . , ǅǺʂ ࡱ

ࡦ üǞƟɻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ɠǩƁȅƟƌ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࡪ ɻȴ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ E

[∑ʂ
Ǧ=߾ ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

]
= E

[∑ʂ
Ǧ=߾ ǅ(θ⃗(Ǧ))

]
ࡱ

ࡦ #ˈ ƁȴȣʻƟˇǩʉˈ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ) ǊǩʻƟɻ ȴȣȋˈ Œ ŷƟʉʉƟɫ ɻȴȋʞʉǩȴȣࡱ xࡱƟࡪࡱ

E
[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅ(θ̂)

]
≤ E

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅ(θ⃗(Ǧ))

]
.

ࡦ äʞŒȋǩʉˈ ƌǩɫƟƁʉȋˈ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫ ȴȣȋǩȣƟ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ࡭

ࠁ
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ Ϙ̺̤˺ϑ

�ǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ Œ ˨ȣǩʉƟ ɻʞȝ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ ǅ(θ⃗) =
∑Ƞ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗).

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋ ʉȴ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉ ɫʞȣ ȴȣ ʉǞƟ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ʂ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǅǺ߾ , ǅǺ߿ , . . . , ǅǺʂ ࡱ

ࡦ üǞƟɻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ɠǩƁȅƟƌ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࡪ ɻȴ ǩȣ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ E

[∑ʂ
Ǧ=߾ ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

]
= E

[∑ʂ
Ǧ=߾ ǅ(θ⃗(Ǧ))

]
ࡱ

ࡦ #ˈ ƁȴȣʻƟˇǩʉˈ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ) ǊǩʻƟɻ ȴȣȋˈ Œ ŷƟʉʉƟɫ ɻȴȋʞʉǩȴȣࡱ xࡱƟࡪࡱ

E
[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅ(θ̂)

]
≤ E

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅ(θ⃗(Ǧ))

]
.

ࡦ äʞŒȋǩʉˈ ƌǩɫƟƁʉȋˈ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫ ȴȣȋǩȣƟ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ࡭
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ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ȝŒȅƟɻ ȝȴɫƟ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ʉǞŒȣ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

DŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ȝʞƁǞ ƁǞƟŒɠƟɫ ˈŷࢍ Œ ǇŒƁʉȴɫ ȴǇ Ƞࡱࢎ

∇⃗ǅ(θ⃗) = ∇⃗
Ƞ∑

Ǻ=߾
ǅǺ(θ⃗) ʻɻࡱ ∇⃗ǅǺ(θ⃗)

ࠂ



ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

+ȴȣɻǩƌƟɫ ǅ(θ⃗) =
∑Ƞ

Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗) ʿǩʉǞ ƟŒƁǞ ǅǺ ƁȴȣʻƟˇࡱ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ðc5ࡩ xǇ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ a
Ƞ ∀θ⃗ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ E[ǅ(θ̂)] ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5ࡩ xǇ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ ā ∀θ⃗ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿ā߿
ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ

ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ = ∥∇⃗ǅ߾(θ⃗) + . . .+ ∇⃗ǅȠ(θ⃗)∥߿ ≤
∑Ƞ

Ǻ=߾ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ Ƞ · aȠ ≤ aࡱ

īǞƟȣ ʿȴʞȋƌ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ ŷƟ ʉǩǊǞʉࡲ xࡱƟࡪࡱ ðc5 ʉŒȅƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ Œɻ c5ࡱ

īǞƟȣ ǩɻ ǩʉ ȋȴȴɻƟࡲ xࡱƟࡪࡱ ðc5 ɠƟɫǇȴɫȝɻ ʻƟɫˈ ɠȴȴɫȋˈ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ c5ࡱ

ࠃ
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ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

+ȴȣɻǩƌƟɫ ǅ(θ⃗) =
∑Ƞ

Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗) ʿǩʉǞ ƟŒƁǞ ǅǺ ƁȴȣʻƟˇࡱ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ðc5ࡩ xǇ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ a
Ƞ ∀θ⃗ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ E[ǅ(θ̂)] ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5ࡩ xǇ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ ā ∀θ⃗ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿ā߿
ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ

ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ = ∥∇⃗ǅ߾(θ⃗) + . . .+ ∇⃗ǅȠ(θ⃗)∥߿ ≤
∑Ƞ

Ǻ=߾ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ Ƞ · aȠ ≤ aࡱ

īǞƟȣ ʿȴʞȋƌ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ ŷƟ ʉǩǊǞʉࡲ xࡱƟࡪࡱ ðc5 ʉŒȅƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ Œɻ c5ࡱ

īǞƟȣ ǩɻ ǩʉ ȋȴȴɻƟࡲ xࡱƟࡪࡱ ðc5 ɠƟɫǇȴɫȝɻ ʻƟɫˈ ɠȴȴɫȋˈ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ c5ࡱ
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ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

+ȴȣɻǩƌƟɫ ǅ(θ⃗) =
∑Ƞ

Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗) ʿǩʉǞ ƟŒƁǞ ǅǺ ƁȴȣʻƟˇࡱ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ðc5ࡩ xǇ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ a
Ƞ ∀θ⃗ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ E[ǅ(θ̂)] ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5ࡩ xǇ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ ā ∀θ⃗ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿ā߿
ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ

ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ = ∥∇⃗ǅ߾(θ⃗) + . . .+ ∇⃗ǅȠ(θ⃗)∥߿ ≤
∑Ƞ

Ǻ=߾ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ Ƞ · aȠ ≤ aࡱ

īǞƟȣ ʿȴʞȋƌ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ ŷƟ ʉǩǊǞʉࡲ xࡱƟࡪࡱ ðc5 ʉŒȅƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ Œɻ c5ࡱ

īǞƟȣ ǩɻ ǩʉ ȋȴȴɻƟࡲ xࡱƟࡪࡱ ðc5 ɠƟɫǇȴɫȝɻ ʻƟɫˈ ɠȴȴɫȋˈ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ c5ࡱ
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ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

+ȴȣɻǩƌƟɫ ǅ(θ⃗) =
∑Ƞ

Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗) ʿǩʉǞ ƟŒƁǞ ǅǺ ƁȴȣʻƟˇࡱ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ðc5ࡩ xǇ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ a
Ƞ ∀θ⃗ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ E[ǅ(θ̂)] ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5ࡩ xǇ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ ā ∀θ⃗ࡪ ŒǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿ā߿
ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ

ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ = ∥∇⃗ǅ߾(θ⃗) + . . .+ ∇⃗ǅȠ(θ⃗)∥߿ ≤
∑Ƞ

Ǻ=߾ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ Ƞ · aȠ ≤ aࡱ

īǞƟȣ ʿȴʞȋƌ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ ŷƟ ʉǩǊǞʉࡲ xࡱƟࡪࡱ ðc5 ʉŒȅƟɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ Œɻ c5ࡱ

īǞƟȣ ǩɻ ǩʉ ȋȴȴɻƟࡲ xࡱƟࡪࡱ ðc5 ɠƟɫǇȴɫȝɻ ʻƟɫˈ ɠȴȴɫȋˈ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ c5ࡱ
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ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

æȴʞǊǞȋˈࡩ ðc5 ɠƟɫǇȴɫȝɻ ʿƟȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ c5 ʿǞƟȣ∑Ƞ
Ǻ=߾ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ǩɻ

ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥ࡱ߿

Ƞ∑

Ǻ=߾
∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿߿ − ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿߿ =

Ƞ∑

Ǻ=߾
∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)− ∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿߿ Ǌȴȴƌࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࢎ

æƟƌʞƁǩȣǊ ʉǞǩɻ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩɻ Œ ȅƟˈ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ǩȣƁɫƟŒɻƟ
ɠƟɫǇȴɫȝŒȣƁƟ ȴǇ ðc5ࡱ

ࡦ ȝǩȣǩ࢙ŷŒʉƁǞǩȣǊ

ࡦ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ɫƟƌʞƁƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࢎðĨæcࢍ

ࡦ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŒʻƟɫŒǊƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ࢎð�cࢍ
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ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

æȴʞǊǞȋˈࡩ ðc5 ɠƟɫǇȴɫȝɻ ʿƟȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ c5 ʿǞƟȣ∑Ƞ
Ǻ=߾ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ǩɻ

ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥ࡱ߿
Ƞ∑

Ǻ=߾
∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿߿ − ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿߿ =

Ƞ∑

Ǻ=߾
∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)− ∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿߿ Ǌȴȴƌࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࢎ

æƟƌʞƁǩȣǊ ʉǞǩɻ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩɻ Œ ȅƟˈ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ǩȣƁɫƟŒɻƟ
ɠƟɫǇȴɫȝŒȣƁƟ ȴǇ ðc5ࡱ

ࡦ ȝǩȣǩ࢙ŷŒʉƁǞǩȣǊ

ࡦ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ɫƟƌʞƁƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࢎðĨæcࢍ

ࡦ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŒʻƟɫŒǊƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ࢎð�cࢍ
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ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

æȴʞǊǞȋˈࡩ ðc5 ɠƟɫǇȴɫȝɻ ʿƟȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ c5 ʿǞƟȣ∑Ƞ
Ǻ=߾ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ǩɻ

ɻȝŒȋȋ ƁȴȝɠŒɫƟƌ ʉȴ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥ࡱ߿
Ƞ∑

Ǻ=߾
∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿߿ − ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿߿ =

Ƞ∑

Ǻ=߾
∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)− ∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿߿ Ǌȴȴƌࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࢎ

æƟƌʞƁǩȣǊ ʉǞǩɻ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩɻ Œ ȅƟˈ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ǩȣƁɫƟŒɻƟ
ɠƟɫǇȴɫȝŒȣƁƟ ȴǇ ðc5ࡱ

ࡦ ȝǩȣǩ࢙ŷŒʉƁǞǩȣǊ

ࡦ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ɫƟƌʞƁƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࢎðĨæcࢍ

ࡦ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŒʻƟɫŒǊƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ࢎð�cࢍ

ࠄ
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ϫ̺ϡϫ Χ͘ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īǞŒʉ ƌȴƟɻ ǅ߾(θ) + ǅ߿(θ) + ǅࠀ(θ) ȋȴȴȅ ȋǩȅƟࡲ
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� ɻʞȝ ȴǇ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣʻƟˇ Ǌȴȴƌࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ
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ϫ̺ϡϫ Χ͘ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īǞŒʉ ƌȴƟɻ ǅ߾(θ) + ǅ߿(θ) + ǅࠀ(θ) ȋȴȴȅ ȋǩȅƟࡲ
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� ɻʞȝ ȴǇ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣʻƟˇ Ǌȴȴƌࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ

ࠅ



ϫ̺ϡϫ Χ͘ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īǞŒʉ ƌȴƟɻ ǅ߾(θ) + ǅ߿(θ) + ǅࠀ(θ) ȋȴȴȅ ȋǩȅƟࡲ
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� ɻʞȝ ȴǇ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ ƁȴȣʻƟˇ Ǌȴȴƌࢍ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ
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Ϙ̺ϡϫ Χ͘ ϫΧ̭˺С

�ǩȣƟŒɫ �ȋǊƟŷɫŒ ऍ +ȴȣʻƟˇ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࠆ



ͮϫ̺Ϙ˺ϫͮЖ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͘ΧϘ Ή̺˺ϡϫ ϡϖϺ˺Ϙ̺ϡ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

´ɠʉǩȝʞȝ ǊǩʻƟȣ ŷˈ θ⃗∗ = ĨΣ−߾ċóˈࡱ oŒʻƟ Ĳθ⃗∗ =

īǞˈ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡲࢎ

߽߾

H i ,07-yi)2



ͮϫ̺Ϙ˺ϫͮЖ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͘ΧϘ Ή̺˺ϡϫ ϡϖϺ˺Ϙ̺ϡ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

´ɠʉǩȝʞȝ ǊǩʻƟȣ ŷˈ θ⃗∗ = ĨΣ−߾ċóˈࡱ oŒʻƟ Ĳθ⃗∗ =

īǞˈ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡲࢎ

߽߾



ͮϫ̺Ϙ˺ϫͮЖ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͘ΧϘ Ή̺˺ϡϫ ϡϖϺ˺Ϙ̺ϡ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

´ɠʉǩȝʞȝ ǊǩʻƟȣ ŷˈ θ⃗∗ = ĨΣ−߾ċóˈࡱ oŒʻƟ Ĳθ⃗∗ =

īǞˈ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡲࢎ

߽߾
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ͮϫ̺Ϙ˺ϫͮЖ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͘ΧϘ Ή̺˺ϡϫ ϡϖϺ˺Ϙ̺ϡ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

´ɠʉǩȝʞȝ ǊǩʻƟȣ ŷˈ θ⃗∗ = ĨΣ−߾ċóˈࡱ oŒʻƟ Ĳθ⃗∗ =

īǞˈ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡲࢎ

߽߾
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ͮϫ̺Ϙ˺ϫͮЖ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͘ΧϘ Ή̺˺ϡϫ ϡϖϺ˺Ϙ̺ϡ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

´ɠʉǩȝʞȝ ǊǩʻƟȣ ŷˈ θ⃗∗ = ĨΣ−߾ċóˈࡱ oŒʻƟ Ĳθ⃗∗ =

īǞˈ ɻȴȋʻƟ ʿǩʉǞ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡲࢎ ߽߾

•
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Ή̺˺ϡϫ ϡϖϺ˺Ϙ̺ϡ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ Ϙ̺͘ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − Ĳθ⃗∗∥߿߿ + ƀ = ∥Ĳ(θ⃗ − θ⃗∗)∥߿߿ + ƀࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ ∇⃗ǅ(θ) = ĲóĲθ⃗߿ − Ĳó⃗ˁ߿ = Ĳó߿ (Ĳθ⃗ − ⃗ˁ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ
θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ)

= θ⃗(Ǧ) − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺ · ɥǦ,Ǻ.

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

߾߾
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Ή̺˺ϡϫ ϡϖϺ˺Ϙ̺ϡ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ Ϙ̺͘ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − Ĳθ⃗∗∥߿߿ + ƀ = ∥Ĳ(θ⃗ − θ⃗∗)∥߿߿ + ƀࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ ∇⃗ǅ(θ) = ĲóĲθ⃗߿ − Ĳó⃗ˁ߿ = Ĳó߿ (Ĳθ⃗ − ⃗ˁ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ
θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ)

= θ⃗(Ǧ) − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺ · ɥǦ,Ǻ.

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

߾߾
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Ή̺˺ϡϫ ϡϖϺ˺Ϙ̺ϡ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ Ϙ̺͘ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − Ĳθ⃗∗∥߿߿ + ƀ = ∥Ĳ(θ⃗ − θ⃗∗)∥߿߿ + ƀࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ ∇⃗ǅ(θ) = ĲóĲθ⃗߿ − Ĳó⃗ˁ߿ = Ĳó߿ (Ĳθ⃗ − ⃗ˁ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ
θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ)

= θ⃗(Ǧ) − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺ · ɥǦ,Ǻ.

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

߾߾
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Ή̺˺ϡϫ ϡϖϺ˺Ϙ̺ϡ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ Ϙ̺͘ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − Ĳθ⃗∗∥߿߿ + ƀ = ∥Ĳ(θ⃗ − θ⃗∗)∥߿߿ + ƀࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ ∇⃗ǅ(θ) = ĲóĲθ⃗߿ − Ĳó⃗ˁ߿ = Ĳó߿ (Ĳθ⃗ − ⃗ˁ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ)

= θ⃗(Ǧ) − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺ · ɥǦ,Ǻ.

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

߾߾
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Ή̺˺ϡϫ ϡϖϺ˺Ϙ̺ϡ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ Ϙ̺͘ΧϘΓϺΉ˺ϫͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ
ȋŒŷƟȋ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿.

+ȋŒǩȝ ࡩ߾ ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − Ĳθ⃗∗∥߿߿ + ƀ = ∥Ĳ(θ⃗ − θ⃗∗)∥߿߿ + ƀࡱ

+ȋŒǩȝ ࡩ߿ ∇⃗ǅ(θ) = ĲóĲθ⃗߿ − Ĳó⃗ˁ߿ = Ĳó߿ (Ĳθ⃗ − ⃗ˁ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ)

= θ⃗(Ǧ) − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺ · ɥǦ,Ǻ.

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ
߾߾
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ϡ̭͞ ͘ΧϘ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ȋŒŷƟȋ
ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿

=
Ƞ∑

Ǻ=߾

(
⃗ˀóǺ θ⃗ − ˁǺ

߿(
=

Ƞ∑

Ǻ=߾
ǅǺ(θ⃗).

+ȋŒǩȝ ࡩࠀ ∇⃗ǅǺ(θ) = ˀóǺ⃗)߿ θ⃗ − ⃗ˁ Ǻ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

·⃗ˀǺ

ðc5 ċɠƌŒʉƟࡩ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ Ǻ ∈ ,߾} . . . ,Ƞ} Œȣƌ ɻƟʉࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺ(θ(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − η⃗ˀǺ߿ · ɥǦ,Ǻ

ʻƟɫɻƟɻ − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺɥǦ,Ǻ

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

�ŒȅƟ Œ ɻȝŒȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ xȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ

߿߾



ϡ̭͞ ͘ΧϘ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ȋŒŷƟȋ
ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿ =
Ƞ∑

Ǻ=߾

(
⃗ˀóǺ θ⃗ − ˁǺ

߿(

=
Ƞ∑

Ǻ=߾
ǅǺ(θ⃗).

+ȋŒǩȝ ࡩࠀ ∇⃗ǅǺ(θ) = ˀóǺ⃗)߿ θ⃗ − ⃗ˁ Ǻ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

·⃗ˀǺ

ðc5 ċɠƌŒʉƟࡩ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ Ǻ ∈ ,߾} . . . ,Ƞ} Œȣƌ ɻƟʉࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺ(θ(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − η⃗ˀǺ߿ · ɥǦ,Ǻ

ʻƟɫɻƟɻ − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺɥǦ,Ǻ

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

�ŒȅƟ Œ ɻȝŒȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ xȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ

߿߾
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ϡ̭͞ ͘ΧϘ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ȋŒŷƟȋ
ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿ =
Ƞ∑

Ǻ=߾

(
⃗ˀóǺ θ⃗ − ˁǺ

߿(
=

Ƞ∑

Ǻ=߾
ǅǺ(θ⃗).

+ȋŒǩȝ ࡩࠀ ∇⃗ǅǺ(θ) = ˀóǺ⃗)߿ θ⃗ − ⃗ˁ Ǻ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

·⃗ˀǺ

ðc5 ċɠƌŒʉƟࡩ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ Ǻ ∈ ,߾} . . . ,Ƞ} Œȣƌ ɻƟʉࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺ(θ(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − η⃗ˀǺ߿ · ɥǦ,Ǻ

ʻƟɫɻƟɻ − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺɥǦ,Ǻ

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

�ŒȅƟ Œ ɻȝŒȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ xȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ

߿߾



ϡ̭͞ ͘ΧϘ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ȋŒŷƟȋ
ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿ =
Ƞ∑

Ǻ=߾

(
⃗ˀóǺ θ⃗ − ˁǺ

߿(
=

Ƞ∑

Ǻ=߾
ǅǺ(θ⃗).

+ȋŒǩȝ ࡩࠀ ∇⃗ǅǺ(θ) = ˀóǺ⃗)߿ θ⃗ − ⃗ˁ Ǻ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

·⃗ˀǺ

ðc5 ċɠƌŒʉƟࡩ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ Ǻ ∈ ,߾} . . . ,Ƞ} Œȣƌ ɻƟʉࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺ(θ(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − η⃗ˀǺ߿ · ɥǦ,Ǻ

ʻƟɫɻƟɻ − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺɥǦ,Ǻ

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

�ŒȅƟ Œ ɻȝŒȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ xȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ

߿߾



ϡ̭͞ ͘ΧϘ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ȋŒŷƟȋ
ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿ =
Ƞ∑

Ǻ=߾

(
⃗ˀóǺ θ⃗ − ˁǺ

߿(
=

Ƞ∑

Ǻ=߾
ǅǺ(θ⃗).

+ȋŒǩȝ ࡩࠀ ∇⃗ǅǺ(θ) = ˀóǺ⃗)߿ θ⃗ − ⃗ˁ Ǻ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

·⃗ˀǺ

ðc5 ċɠƌŒʉƟࡩ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ Ǻ ∈ ,߾} . . . ,Ƞ} Œȣƌ ɻƟʉࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺ(θ(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − η⃗ˀǺ߿ · ɥǦ,Ǻ

ʻƟɫɻƟɻ − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺɥǦ,Ǻ

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

�ŒȅƟ Œ ɻȝŒȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ xȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ

߿߾



ϡ̭͞ ͘ΧϘ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ȋŒŷƟȋ
ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿ =
Ƞ∑

Ǻ=߾

(
⃗ˀóǺ θ⃗ − ˁǺ

߿(
=

Ƞ∑

Ǻ=߾
ǅǺ(θ⃗).

+ȋŒǩȝ ࡩࠀ ∇⃗ǅǺ(θ) = ˀóǺ⃗)߿ θ⃗ − ⃗ˁ Ǻ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

·⃗ˀǺ

ðc5 ċɠƌŒʉƟࡩ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ Ǻ ∈ ,߾} . . . ,Ƞ} Œȣƌ ɻƟʉࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺ(θ(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − η⃗ˀǺ߿ · ɥǦ,Ǻ ʻƟɫɻƟɻ − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺɥǦ,Ǻ

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

�ŒȅƟ Œ ɻȝŒȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ xȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ

߿߾
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ϡ̭͞ ͘ΧϘ Ϙ̺͞Ϙ̺ϡϡͮΧΗ

�ƟŒɻʉ ðɧʞŒɫƟɻ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ Œȣƌ ȋŒŷƟȋ
ʻƟƁʉȴɫ ⃗ˁ ∈ RȠࡩ

ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿ =
Ƞ∑

Ǻ=߾

(
⃗ˀóǺ θ⃗ − ˁǺ

߿(
=

Ƞ∑

Ǻ=߾
ǅǺ(θ⃗).

+ȋŒǩȝ ࡩࠀ ∇⃗ǅǺ(θ) = ˀóǺ⃗)߿ θ⃗ − ⃗ˁ Ǻ)︸ ︷︷ ︸
ɫƟɻǩƌʞŒȋ

·⃗ˀǺ

ðc5 ċɠƌŒʉƟࡩ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ Ǻ ∈ ,߾} . . . ,Ƞ} Œȣƌ ɻƟʉࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅǺ(θ(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − η⃗ˀǺ߿ · ɥǦ,Ǻ ʻƟɫɻƟɻ − η߿
Ƞ∑

Ǻ=߾

⃗ˀǺɥǦ,Ǻ

ʿǞƟɫƟ ɥǦ,Ǻ = (⃗ˀóǺ θ⃗(Ǧ) − ˁǺ) ǩɻ ʉǞƟ ɫƟɻǩƌʞŒȋ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ Ǻ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ

�ŒȅƟ Œ ɻȝŒȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡱ xȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡱ ߿߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ).

xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ θ⃗(߾) = ߽⃗ ࡱ

θ⃗(߿) = ߽⃗ − ηĲó(Ĳ߽⃗߿ − ⃗ˁ) = .ηĲó⃗ˁ߿

θ⃗(ࠀ) = (ηĲĲó⃗ˁ−⃗ˁ߿)ηĲó߿−ηĲó⃗ˁ߿ = Ĳó⃗ˁ(ĲóĲ)߿ηࠁ−ηĲó⃗ˁࠁ = η(x−ηĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠁ

θ⃗(ࠁ) = θ(ࠀ) − ηĲó(Ĳθ⃗(ࠀ) − ⃗ˁ) = ηĲó⃗ˁࠃ − η(ĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠃ߾ + .Ĳó⃗ˁ߿(ĲóĲ)߿ηࠅ

θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ

≈ θ∗

= (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ

.

ʿǞƟɫƟ ɛʂ ǩɻ Œ ƌƟǊɫƟƟ ʂ− ߿ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡱ

ࠀ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ).

xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ θ⃗(߾) = ߽⃗ ࡱ

θ⃗(߿) = ߽⃗ − ηĲó(Ĳ߽⃗߿ − ⃗ˁ) = .ηĲó⃗ˁ߿

θ⃗(ࠀ) = (ηĲĲó⃗ˁ−⃗ˁ߿)ηĲó߿−ηĲó⃗ˁ߿ = Ĳó⃗ˁ(ĲóĲ)߿ηࠁ−ηĲó⃗ˁࠁ = η(x−ηĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠁ

θ⃗(ࠁ) = θ(ࠀ) − ηĲó(Ĳθ⃗(ࠀ) − ⃗ˁ) = ηĲó⃗ˁࠃ − η(ĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠃ߾ + .Ĳó⃗ˁ߿(ĲóĲ)߿ηࠅ

θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ

≈ θ∗

= (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ

.

ʿǞƟɫƟ ɛʂ ǩɻ Œ ƌƟǊɫƟƟ ʂ− ߿ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡱ

ࠀ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ).

xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ θ⃗(߾) = ߽⃗ ࡱ

θ⃗(߿) = ߽⃗ − ηĲó(Ĳ߽⃗߿ − ⃗ˁ) = .ηĲó⃗ˁ߿

θ⃗(ࠀ) = (ηĲĲó⃗ˁ−⃗ˁ߿)ηĲó߿−ηĲó⃗ˁ߿ = Ĳó⃗ˁ(ĲóĲ)߿ηࠁ−ηĲó⃗ˁࠁ = η(x−ηĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠁ

θ⃗(ࠁ) = θ(ࠀ) − ηĲó(Ĳθ⃗(ࠀ) − ⃗ˁ) = ηĲó⃗ˁࠃ − η(ĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠃ߾ + .Ĳó⃗ˁ߿(ĲóĲ)߿ηࠅ

θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ

≈ θ∗

= (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ

.

ʿǞƟɫƟ ɛʂ ǩɻ Œ ƌƟǊɫƟƟ ʂ− ߿ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡱ

ࠀ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ).

xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ θ⃗(߾) = ߽⃗ ࡱ

θ⃗(߿) = ߽⃗ − ηĲó(Ĳ߽⃗߿ − ⃗ˁ) = .ηĲó⃗ˁ߿

θ⃗(ࠀ) = (ηĲĲó⃗ˁ−⃗ˁ߿)ηĲó߿−ηĲó⃗ˁ߿ = Ĳó⃗ˁ(ĲóĲ)߿ηࠁ−ηĲó⃗ˁࠁ = η(x−ηĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠁ

θ⃗(ࠁ) = θ(ࠀ) − ηĲó(Ĳθ⃗(ࠀ) − ⃗ˁ) = ηĲó⃗ˁࠃ − η(ĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠃ߾ + .Ĳó⃗ˁ߿(ĲóĲ)߿ηࠅ

θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ

≈ θ∗

= (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ

.

ʿǞƟɫƟ ɛʂ ǩɻ Œ ƌƟǊɫƟƟ ʂ− ߿ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡱ

ࠀ߾
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ).

xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ θ⃗(߾) = ߽⃗ ࡱ

θ⃗(߿) = ߽⃗ − ηĲó(Ĳ߽⃗߿ − ⃗ˁ) = .ηĲó⃗ˁ߿

θ⃗(ࠀ) = (ηĲĲó⃗ˁ−⃗ˁ߿)ηĲó߿−ηĲó⃗ˁ߿ = Ĳó⃗ˁ(ĲóĲ)߿ηࠁ−ηĲó⃗ˁࠁ = η(x−ηĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠁ

θ⃗(ࠁ) = θ(ࠀ) − ηĲó(Ĳθ⃗(ࠀ) − ⃗ˁ) = ηĲó⃗ˁࠃ − η(ĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠃ߾ + .Ĳó⃗ˁ߿(ĲóĲ)߿ηࠅ

θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ

≈ θ∗

= (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ

.

ʿǞƟɫƟ ɛʂ ǩɻ Œ ƌƟǊɫƟƟ ʂ− ߿ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡱ
ࠀ߾
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ).

xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ θ⃗(߾) = ߽⃗ ࡱ

θ⃗(߿) = ߽⃗ − ηĲó(Ĳ߽⃗߿ − ⃗ˁ) = .ηĲó⃗ˁ߿

θ⃗(ࠀ) = (ηĲĲó⃗ˁ−⃗ˁ߿)ηĲó߿−ηĲó⃗ˁ߿ = Ĳó⃗ˁ(ĲóĲ)߿ηࠁ−ηĲó⃗ˁࠁ = η(x−ηĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠁ

θ⃗(ࠁ) = θ(ࠀ) − ηĲó(Ĳθ⃗(ࠀ) − ⃗ˁ) = ηĲó⃗ˁࠃ − η(ĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠃ߾ + .Ĳó⃗ˁ߿(ĲóĲ)߿ηࠅ

θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ ≈ θ∗

= (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ

.

ʿǞƟɫƟ ɛʂ ǩɻ Œ ƌƟǊɫƟƟ ʂ− ߿ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡱ
ࠀ߾
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ)) = θ⃗(Ǧ) − ηĲó(Ĳθ⃗(Ǧ)߿ − ⃗ˁ).

xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ θ⃗(߾) = ߽⃗ ࡱ

θ⃗(߿) = ߽⃗ − ηĲó(Ĳ߽⃗߿ − ⃗ˁ) = .ηĲó⃗ˁ߿

θ⃗(ࠀ) = (ηĲĲó⃗ˁ−⃗ˁ߿)ηĲó߿−ηĲó⃗ˁ߿ = Ĳó⃗ˁ(ĲóĲ)߿ηࠁ−ηĲó⃗ˁࠁ = η(x−ηĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠁ

θ⃗(ࠁ) = θ(ࠀ) − ηĲó(Ĳθ⃗(ࠀ) − ⃗ˁ) = ηĲó⃗ˁࠃ − η(ĲóĲ)Ĳó⃗ˁࠃ߾ + .Ĳó⃗ˁ߿(ĲóĲ)߿ηࠅ

θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ ≈ θ∗ = (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ.

ʿǞƟɫƟ ɛʂ ǩɻ Œ ƌƟǊɫƟƟ ʂ− ߿ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࡱ
ࠀ߾
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ
θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ ≈ (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ = θ∗.

´ȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ŷŒɻǩƁ �ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ +ǞƟŷˈɻǞƟʻ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ �ŒƁȴŷǩ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ ƁȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ǞƟŒʻˈ ŷŒȋȋ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࡱࡱࡱ

ࠁ߾

- -



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ
θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ ≈ (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ = θ∗.

´ȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ŷŒɻǩƁ �ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ +ǞƟŷˈɻǞƟʻ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ �ŒƁȴŷǩ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ ƁȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ǞƟŒʻˈ ŷŒȋȋ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࡱࡱࡱ ࠁ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ
θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ ≈ (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ = θ∗.

´ȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ŷŒɻǩƁ �ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ +ǞƟŷˈɻǞƟʻ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ �ŒƁȴŷǩ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ ƁȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ǞƟŒʻˈ ŷŒȋȋ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࡱࡱࡱ ࠁ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ
θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ ≈ (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ = θ∗.

ĨǩƟʿ ǩȣ DǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ

´ȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ŷŒɻǩƁ �ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ +ǞƟŷˈɻǞƟʻ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ �ŒƁȴŷǩ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ ƁȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ǞƟŒʻˈ ŷŒȋȋ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࡱࡱࡱ ࠁ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ
θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ ≈ (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ = θ∗.
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´ȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ŷŒɻǩƁ �ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ +ǞƟŷˈɻǞƟʻ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ �ŒƁȴŷǩ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ ƁȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ǞƟŒʻˈ ŷŒȋȋ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࡱࡱࡱ ࠁ߾
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ
θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ ≈ (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ = θ∗.
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´ȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ŷŒɻǩƁ �ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ +ǞƟŷˈɻǞƟʻ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ �ŒƁȴŷǩ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ ƁȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ǞƟŒʻˈ ŷŒȋȋ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࡱࡱࡱ ࠁ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϡ ϑΧΉСΗΧΓͮ˺Ή ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁȴȝɠʞʉƟɻ
θ⃗(ʂ) = ɛʂ(ĲóĲ) · Ĳó⃗ˁ ≈ (ĲóĲ)−߾Ĳó⃗ˁ = θ∗.
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´ȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ŷŒɻǩƁ �ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ +ǞƟŷˈɻǞƟʻ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ �ŒƁȴŷǩ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡪ ƁȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ ŒƁƁƟȋƟɫŒʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉࡪ ǞƟŒʻˈ ŷŒȋȋ ȝƟʉǞȴƌɻࡱࡱࡱࡱ ࠁ߾



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ɫƟɧʞǩɫƟɻ Œ ȋȴʉ ȴǇ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲ ŒɫƟ ɻɠɫƟŒƌ ȴʞʉࡱ `ȴɫȝŒȋȋˈࡩ

ࡦ xɻ ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿ = ∥Ĳ(θ⃗ − θ⃗∗)∥߿߿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ࡲ

ࡦ � ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ β࢙ɻȝȴȴʉǞ Œȣƌ α࢙ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ
∀θ⃗߾, θ⃗ࡩ߿

α

߿ ∥θ⃗߾ − θ⃗߿߿∥߿ ≤ ∇⃗ǅ(θ⃗߾)ó(θ⃗߾ − θ⃗߿)− [ǅ(θ⃗߾)− ǅ(θ⃗߿)] ≤
β

߿ ∥θ⃗߾ − θ⃗߿߿∥߿.

ࡦ ǅ(θ) ǩɻ β = λȚŒˀ(ĲóĲ) ɻȝȴȴʉǞ Œȣƌ α = λȚǦȠ(ĲóĲ) ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣʻƟˇࡱ

ࠂ߾



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ɫƟɧʞǩɫƟɻ Œ ȋȴʉ ȴǇ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲ ŒɫƟ ɻɠɫƟŒƌ ȴʞʉࡱ `ȴɫȝŒȋȋˈࡩ

ࡦ xɻ ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿ = ∥Ĳ(θ⃗ − θ⃗∗)∥߿߿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ࡲ

ࡦ � ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ β࢙ɻȝȴȴʉǞ Œȣƌ α࢙ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ
∀θ⃗߾, θ⃗ࡩ߿

α

߿ ∥θ⃗߾ − θ⃗߿߿∥߿ ≤ ∇⃗ǅ(θ⃗߾)ó(θ⃗߾ − θ⃗߿)− [ǅ(θ⃗߾)− ǅ(θ⃗߿)] ≤
β

߿ ∥θ⃗߾ − θ⃗߿߿∥߿.

ࡦ ǅ(θ) ǩɻ β = λȚŒˀ(ĲóĲ) ɻȝȴȴʉǞ Œȣƌ α = λȚǦȠ(ĲóĲ) ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣʻƟˇࡱ

ࠂ߾



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ɫƟɧʞǩɫƟɻ Œ ȋȴʉ ȴǇ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲ ŒɫƟ ɻɠɫƟŒƌ ȴʞʉࡱ `ȴɫȝŒȋȋˈࡩ

ࡦ xɻ ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿ = ∥Ĳ(θ⃗ − θ⃗∗)∥߿߿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ࡲ
ࡦ � ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ β࢙ɻȝȴȴʉǞ Œȣƌ α࢙ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ
∀θ⃗߾, θ⃗ࡩ߿

α

߿ ∥θ⃗߾ − θ⃗߿߿∥߿ ≤ ∇⃗ǅ(θ⃗߾)ó(θ⃗߾ − θ⃗߿)− [ǅ(θ⃗߾)− ǅ(θ⃗߿)] ≤
β

߿ ∥θ⃗߾ − θ⃗߿߿∥߿.

ࡦ ǅ(θ) ǩɻ β = λȚŒˀ(ĲóĲ) ɻȝȴȴʉǞ Œȣƌ α = λȚǦȠ(ĲóĲ) ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣʻƟˇࡱ

ࠂ߾



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ɫƟɧʞǩɫƟɻ Œ ȋȴʉ ȴǇ
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲ ŒɫƟ ɻɠɫƟŒƌ ȴʞʉࡱ `ȴɫȝŒȋȋˈࡩ

ࡦ xɻ ǅ(θ⃗) = ∥Ĳθ⃗ − ⃗ˁ∥߿߿ = ∥Ĳ(θ⃗ − θ⃗∗)∥߿߿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ࡲ
ࡦ � ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ β࢙ɻȝȴȴʉǞ Œȣƌ α࢙ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ
∀θ⃗߾, θ⃗ࡩ߿

α

߿ ∥θ⃗߾ − θ⃗߿߿∥߿ ≤ ∇⃗ǅ(θ⃗߾)ó(θ⃗߾ − θ⃗߿)− [ǅ(θ⃗߾)− ǅ(θ⃗߿)] ≤
β

߿ ∥θ⃗߾ − θ⃗߿߿∥߿.

ࡦ ǅ(θ) ǩɻ β = λȚŒˀ(ĲóĲ) ɻȝȴȴʉǞ Œȣƌ α = λȚǦȠ(ĲóĲ) ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣʻƟˇࡱ

ࠂ߾



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞

üǞƟȴɫƟȝࡩ `ȴɫ Œȣˈ α࢙ɻʉɫȴȣǊȋˈ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ β࢙ɻȝȴȴʉǞ ǇʞȣƁ࢙
ʉǩȴȣ ǅ(θ⃗)ࡪ a3 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ θ⃗(߾) ʿǩʉǞǩȣ Œ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ⃗∗
Œȣƌ ɫʞȣ Ǉȴɫ ʂ = ®

(
β
α · ȋȴǊ(߾/ϵ)

)
ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ɫƟʉʞɫȣɻ θ̂ ʿǩʉǞ

∥θ̂ − θ∗∥߿ ≤ ϵßࡱ

`ȴɫ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ α = λȚǦȠ(ĲóĲ)ࡪ β = λȚŒˀ(ĲóĲ)ࡪ Œȣƌ
β
α ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ȣʞȝŷƟɫ κࡱ

ࠃ߾



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞

æƟƁŒȋȋࡩ ǅ(θ⃗) = ∥Ĳ(θ⃗ − θ⃗∗)∥ࡱ߿߿

oȴʿ ƁŒȣ ʿƟ ȝǩʉǩǊŒʉƟ ʉǞǩɻ ǩɻɻʞƟࡲ ðƁŒȋƟ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻ ʉȴ ȝŒȅƟ ʉǞƟ
ɻʞɫǇŒƁƟ ȝȴɫƟ ࡱࢪɫȴʞȣƌࢩ

xƌƟŒ ȴǇ ŒƌŒɠʉǩʻƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ �ƌŒcɫŒƌࡪ æ�ðɠɫȴɠࡪ �ƌŒȝࡱ �ȣƌ
ɧʞŒɻǩ࢙£Ɵʿʉȴȣ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ #`cðࡪ �࢙ #`cðࡱࡱࡱࡪ
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̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞
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̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞
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̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞
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̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞
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Γ˺ϫ̺ͩΓ˺ϫ̤ͮ˺Ή Ж̺ͮЙ Χ͘ ϑϘ̺̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗͮΗ͞ ࢖ ͮ͘ ϫͮΓ̺
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