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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ߽߿

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠀ ʿŒɻ ƌʞƟ `ɫǩƌŒˈࡷðʞȣƌŒ ̍ࡱ
ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠁ ʿǩȋȋ ŷƟ ȴȣ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ ´ʞʉ ŷƟǇȴɫƟ
üǞŒȣȅɻǊǩʻǩȣǊ Œȣƌ ƌʞƟ ɻȴȝƟʉǩȝƟ ʉȴʿŒɫƌɻ ʉǞƟ Ɵȣƌ ȴǇ ƁȋŒɻɻƟɻࡱ

ࡦ `ǩȣŒȋ ǩɻ ȴȣ 5ƟƁƟȝŷƟɫ ࡪʉǞࠆ߾ ࡱɠȝ߽ࠀࡩ߿߾࢙Œȝ߽ࠀࡩ߽߾

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ üǞƟࢍ ɻŒȝƟࢎ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ
ʞȣƌƟɫ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋȋˈ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࡱ

ࡦ ċȣǩ˨Ɵƌ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ üǞƟࢍ ɻŒȝƟࢎ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ
ʞȣƌƟɫ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋȋˈ
ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ Œȣƌ ȴȣȋǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࡱ

ࡦ ċȣǩ˨Ɵƌ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

߿



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϫ ϡ̤˺Ή̺

üˈɠǩƁŒȋ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ ǩȣ �ŒƁǞǩȣƟ �ƟŒɫȣǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻࡷȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ɻȴȋʻƟࡩ

θ⃗∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ⃗∈RƊ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ).

üǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ȴǇ �(θ⃗, Ĳ) ǞŒɻ ȴȣƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ɠƟɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡩ

∇⃗�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǻ=߾
∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ).

īǞƟȣ Ƞ ǩɻ ȋŒɫǊƟ ʉǞǩɻ ǩɻ ʻƟɫˈ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ

üɫŒǩȣǩȣǊ Œ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ ȴȣ xȝŒǊƟ£Ɵʉ ʿȴʞȋƌ ɫƟɧʞǩɫƟ Ƞ = ࠁ߾
ȝǩȋȋǩȴȣ ŷŒƁȅ ɠɫȴɠŒǊŒʉǩȴȣɻ

ࡱࡱࡱ ɠƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȴǇ c5ࡱ

ࠀ

0



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϫ ϡ̤˺Ή̺

üˈɠǩƁŒȋ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ ǩȣ �ŒƁǞǩȣƟ �ƟŒɫȣǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻࡷȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ɻȴȋʻƟࡩ

θ⃗∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ⃗∈RƊ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ).

üǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ȴǇ �(θ⃗, Ĳ) ǞŒɻ ȴȣƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ɠƟɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡩ

∇⃗�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǻ=߾
∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ).

īǞƟȣ Ƞ ǩɻ ȋŒɫǊƟ ʉǞǩɻ ǩɻ ʻƟɫˈ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ

üɫŒǩȣǩȣǊ Œ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ ȴȣ xȝŒǊƟ£Ɵʉ ʿȴʞȋƌ ɫƟɧʞǩɫƟ Ƞ = ࠁ߾
ȝǩȋȋǩȴȣ ŷŒƁȅ ɠɫȴɠŒǊŒʉǩȴȣɻ

ࡱࡱࡱ ɠƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȴǇ c5ࡱ

ࠀ

argmin

lice)
• -



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϫ ϡ̤˺Ή̺

üˈɠǩƁŒȋ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ ǩȣ �ŒƁǞǩȣƟ �ƟŒɫȣǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻࡷȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ɻȴȋʻƟࡩ

θ⃗∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ⃗∈RƊ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ).

üǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ȴǇ �(θ⃗, Ĳ) ǞŒɻ ȴȣƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ɠƟɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡩ

∇⃗�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǻ=߾
∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ).

īǞƟȣ Ƞ ǩɻ ȋŒɫǊƟ ʉǞǩɻ ǩɻ ʻƟɫˈ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ

üɫŒǩȣǩȣǊ Œ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ ȴȣ xȝŒǊƟ£Ɵʉ ʿȴʞȋƌ ɫƟɧʞǩɫƟ Ƞ = ࠁ߾
ȝǩȋȋǩȴȣ ŷŒƁȅ ɠɫȴɠŒǊŒʉǩȴȣɻ

ࡱࡱࡱ ɠƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȴǇ c5ࡱ

ࠀ



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϫ ϡ̤˺Ή̺

üˈɠǩƁŒȋ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ ǩȣ �ŒƁǞǩȣƟ �ƟŒɫȣǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻࡷȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ɻȴȋʻƟࡩ

θ⃗∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ⃗∈RƊ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ).

üǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ȴǇ �(θ⃗, Ĳ) ǞŒɻ ȴȣƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ɠƟɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡩ

∇⃗�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǻ=߾
∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ).

īǞƟȣ Ƞ ǩɻ ȋŒɫǊƟ ʉǞǩɻ ǩɻ ʻƟɫˈ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ

üɫŒǩȣǩȣǊ Œ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ ȴȣ xȝŒǊƟ£Ɵʉ ʿȴʞȋƌ ɫƟɧʞǩɫƟ Ƞ = ࠁ߾
ȝǩȋȋǩȴȣ ŷŒƁȅ ɠɫȴɠŒǊŒʉǩȴȣɻ

ࡱࡱࡱ ɠƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȴǇ c5ࡱ

ࠀ

-



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϫ ϡ̤˺Ή̺

üˈɠǩƁŒȋ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ ǩȣ �ŒƁǞǩȣƟ �ƟŒɫȣǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻࡷȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ɻȴȋʻƟࡩ

θ⃗∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ⃗∈RƊ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǻ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ).

üǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ȴǇ �(θ⃗, Ĳ) ǞŒɻ ȴȣƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ɠƟɫ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡩ

∇⃗�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǻ=߾
∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ).

īǞƟȣ Ƞ ǩɻ ȋŒɫǊƟ ʉǞǩɻ ǩɻ ʻƟɫˈ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ

üɫŒǩȣǩȣǊ Œ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ ȴȣ xȝŒǊƟ£Ɵʉ ʿȴʞȋƌ ɫƟɧʞǩɫƟ Ƞ = ࠁ߾
ȝǩȋȋǩȴȣ ŷŒƁȅ ɠɫȴɠŒǊŒʉǩȴȣɻ ࡱࡱࡱ ɠƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȴǇ c5ࡱ

ࠀ



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϫ ϡ̤˺Ή̺

ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ ċɠƌŒʉƟ ʞɻǩȣǊ ǽʞɻʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡪ ȴɫ Œ ɻȝŒȋȋ ŷŒʉƁǞ ȴǇ
ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ɠƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ȴȴȅǩȣǊ Œʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǊǩʻƟɻ ˈȴʞ Œ ƁȴŒɫɻƟࡪ ŷʞʉ ɻʉǩȋȋ ʞɻƟǇʞȋ
ƁʞƟ ȴȣ Ǟȴʿ ʉȴ ǩȝɠɫȴʻƟ ˈȴʞɫ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟƌ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ƁȴɫɫƟƁʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

∇⃗�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=Ǻ
∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ) → EǺ∼[Ƞ][∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ)] =

߾
Ƞ · ∇⃗�(θ⃗, Ĳ).

ࡦ üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࡱࢎðc5ࢍ

ࠁ



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϫ ϡ̤˺Ή̺

ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ ċɠƌŒʉƟ ʞɻǩȣǊ ǽʞɻʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡪ ȴɫ Œ ɻȝŒȋȋ ŷŒʉƁǞ ȴǇ
ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ɠƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ȴȴȅǩȣǊ Œʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǊǩʻƟɻ ˈȴʞ Œ ƁȴŒɫɻƟࡪ ŷʞʉ ɻʉǩȋȋ ʞɻƟǇʞȋ
ƁʞƟ ȴȣ Ǟȴʿ ʉȴ ǩȝɠɫȴʻƟ ˈȴʞɫ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟƌ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ƁȴɫɫƟƁʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

∇⃗�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=Ǻ
∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ) → EǺ∼[Ƞ][∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ)] =

߾
Ƞ · ∇⃗�(θ⃗, Ĳ).

ࡦ üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࡱࢎðc5ࢍ

ࠁ



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϫ ϡ̤˺Ή̺

ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ ċɠƌŒʉƟ ʞɻǩȣǊ ǽʞɻʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡪ ȴɫ Œ ɻȝŒȋȋ ŷŒʉƁǞ ȴǇ
ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ɠƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ȴȴȅǩȣǊ Œʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǊǩʻƟɻ ˈȴʞ Œ ƁȴŒɫɻƟࡪ ŷʞʉ ɻʉǩȋȋ ʞɻƟǇʞȋ
ƁʞƟ ȴȣ Ǟȴʿ ʉȴ ǩȝɠɫȴʻƟ ˈȴʞɫ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟƌ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ƁȴɫɫƟƁʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

∇⃗�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=Ǻ
∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ) → EǺ∼[Ƞ][∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ)] =

߾
Ƞ · ∇⃗�(θ⃗, Ĳ).

ࡦ üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࡱࢎðc5ࢍ

ࠁ
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϫ ϡ̤˺Ή̺

ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ ċɠƌŒʉƟ ʞɻǩȣǊ ǽʞɻʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉࡪ ȴɫ Œ ɻȝŒȋȋ ŷŒʉƁǞ ȴǇ
ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ɠƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ȴȴȅǩȣǊ Œʉ Œ ɻǩȣǊȋƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǊǩʻƟɻ ˈȴʞ Œ ƁȴŒɫɻƟࡪ ŷʞʉ ɻʉǩȋȋ ʞɻƟǇʞȋ
ƁʞƟ ȴȣ Ǟȴʿ ʉȴ ǩȝɠɫȴʻƟ ˈȴʞɫ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࡪ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟƌ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ƁȴɫɫƟƁʉ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

∇⃗�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=Ǻ
∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ) → EǺ∼[Ƞ][∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ)] =

߾
Ƞ · ∇⃗�(θ⃗, Ĳ).

ࡦ üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ࡱࢎðc5ࢍ

ࠁ

- §."'s.r e f



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʉŒȅƟɻ ȝȴɫƟࡪ ŷʞʉ ȝʞƁǞ ƁǞƟŒɠƟɫ ɻʉƟɠɻ
ʉǞŒȣ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗�(θ⃗(Ǧ), Ĳ) ʻɻࡱ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ℓ(�θ⃗(Ǧ) (⃗ˀǺ), ˁǺ)

ࠂ



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʉŒȅƟɻ ȝȴɫƟࡪ ŷʞʉ ȝʞƁǞ ƁǞƟŒɠƟɫ ɻʉƟɠɻ
ʉǞŒȣ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗�(θ⃗(Ǧ), Ĳ) ʻɻࡱ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ℓ(�θ⃗(Ǧ) (⃗ˀǺ), ˁǺ)

ࠂ
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ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

ðc5 ǩɻ ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

xȣ ɫƟŒȋǩʉˈ ȝŒȣˈ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ŒɫƟ ȴȣȋǩȣƟࡱ

ࡦ īƟŷɻǩʉƟɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ Œƌɻ ȴɫ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʞɻƟɫɻࡪ ǊǩʻƟȣ
Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇƟƟƌŷŒƁȅ Ǉɫȴȝ ʉǞƟɻƟ ʞɻƟɫɻࡱ

ࡦ ðɠŒȝ ˨ȋʉƟɫɻ ŒɫƟ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉŒȋȋˈ ʞɠƌŒʉƟƌ Œȣƌ ŒƌŒɠʉ Œɻ ʉǞƟˈ ɻƟƟ
ȝȴɫƟ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ɻɠŒȝ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

ࡦ `ŒƁƟ ɫƟƁȴǊȣǩʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȴʉǞƟɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȋƟŒɫȣ Ǉɫȴȝ
ȝǩɻʉŒȅƟɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ɻȴȝƟ ǊȋȴŷŒȋ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ)ࡪ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ
ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ⃗ˀ߾,⃗ˀ߿, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩȅƟࢍ ǩȣ ɻʉɫƟŒȝǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

īǩȋȋ ʻǩƟʿ ðc5 Œɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟࡩ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ˈŷࢍ
ƌƟɻǩǊȣࢎ ǩȣ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴɫƌƟɫࡱ

ࠃ



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

ðc5 ǩɻ ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

xȣ ɫƟŒȋǩʉˈ ȝŒȣˈ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ŒɫƟ ȴȣȋǩȣƟࡱ

ࡦ īƟŷɻǩʉƟɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ Œƌɻ ȴɫ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʞɻƟɫɻࡪ ǊǩʻƟȣ
Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇƟƟƌŷŒƁȅ Ǉɫȴȝ ʉǞƟɻƟ ʞɻƟɫɻࡱ

ࡦ ðɠŒȝ ˨ȋʉƟɫɻ ŒɫƟ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉŒȋȋˈ ʞɠƌŒʉƟƌ Œȣƌ ŒƌŒɠʉ Œɻ ʉǞƟˈ ɻƟƟ
ȝȴɫƟ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ɻɠŒȝ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

ࡦ `ŒƁƟ ɫƟƁȴǊȣǩʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȴʉǞƟɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȋƟŒɫȣ Ǉɫȴȝ
ȝǩɻʉŒȅƟɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ɻȴȝƟ ǊȋȴŷŒȋ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ)ࡪ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ
ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ⃗ˀ߾,⃗ˀ߿, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩȅƟࢍ ǩȣ ɻʉɫƟŒȝǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

īǩȋȋ ʻǩƟʿ ðc5 Œɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟࡩ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ˈŷࢍ
ƌƟɻǩǊȣࢎ ǩȣ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴɫƌƟɫࡱ

ࠃ



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

ðc5 ǩɻ ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

xȣ ɫƟŒȋǩʉˈ ȝŒȣˈ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ŒɫƟ ȴȣȋǩȣƟࡱ

ࡦ īƟŷɻǩʉƟɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ Œƌɻ ȴɫ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʞɻƟɫɻࡪ ǊǩʻƟȣ
Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇƟƟƌŷŒƁȅ Ǉɫȴȝ ʉǞƟɻƟ ʞɻƟɫɻࡱ

ࡦ ðɠŒȝ ˨ȋʉƟɫɻ ŒɫƟ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉŒȋȋˈ ʞɠƌŒʉƟƌ Œȣƌ ŒƌŒɠʉ Œɻ ʉǞƟˈ ɻƟƟ
ȝȴɫƟ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ɻɠŒȝ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

ࡦ `ŒƁƟ ɫƟƁȴǊȣǩʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȴʉǞƟɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȋƟŒɫȣ Ǉɫȴȝ
ȝǩɻʉŒȅƟɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ɻȴȝƟ ǊȋȴŷŒȋ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ)ࡪ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ
ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ⃗ˀ߾,⃗ˀ߿, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩȅƟࢍ ǩȣ ɻʉɫƟŒȝǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

īǩȋȋ ʻǩƟʿ ðc5 Œɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟࡩ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ˈŷࢍ
ƌƟɻǩǊȣࢎ ǩȣ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴɫƌƟɫࡱ

ࠃ



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

ðc5 ǩɻ ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

xȣ ɫƟŒȋǩʉˈ ȝŒȣˈ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ŒɫƟ ȴȣȋǩȣƟࡱ

ࡦ īƟŷɻǩʉƟɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ Œƌɻ ȴɫ ɫƟƁȴȝȝƟȣƌŒʉǩȴȣɻ ʉȴ ɻǞȴʿ ʞɻƟɫɻࡪ ǊǩʻƟȣ
Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇƟƟƌŷŒƁȅ Ǉɫȴȝ ʉǞƟɻƟ ʞɻƟɫɻࡱ

ࡦ ðɠŒȝ ˨ȋʉƟɫɻ ŒɫƟ ǩȣƁɫƟȝƟȣʉŒȋȋˈ ʞɠƌŒʉƟƌ Œȣƌ ŒƌŒɠʉ Œɻ ʉǞƟˈ ɻƟƟ
ȝȴɫƟ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ɻɠŒȝ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

ࡦ `ŒƁƟ ɫƟƁȴǊȣǩʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȴʉǞƟɫ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ɻˈɻʉƟȝɻࡪ ȋƟŒɫȣ Ǉɫȴȝ
ȝǩɻʉŒȅƟɻ ȴʻƟɫ ʉǩȝƟࡱ

īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ɻȴȝƟ ǊȋȴŷŒȋ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ)ࡪ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ
ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ǩȣ Œȣ ȴȣȋǩȣƟ ǇŒɻǞǩȴȣ ⃗ˀ߾,⃗ˀ߿, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩȅƟࢍ ǩȣ ɻʉɫƟŒȝǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

īǩȋȋ ʻǩƟʿ ðc5 Œɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟࡩ ʿǞƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ŒɫƟ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ˈŷࢍ
ƌƟɻǩǊȣࢎ ǩȣ Œ ɫŒȣƌȴȝ ȴɫƌƟɫࡱ

ࠃ



ΧΗΉͮΗ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͘ΧϘΓ˺Ή ϡ̺ϫϺϑ

´ȣȋǩȣƟ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ xȣ ɠȋŒƁƟ ȴǇ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ ʿƟ ɻƟƟ Œ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Œʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡩ

ǅ߾, . . . , ǅʂ : RƊ → R

ࡦ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ˨ɫɻʉ ɠǩƁȅ ࢎˈɠȋŒࢍ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ θ⃗(Ǧ)ࡱ
ࡦ üǞƟȣ ŒɫƟ ʉȴȋƌ ǅǦ Œȣƌ ǩȣƁʞɫ Ɓȴɻʉ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ �ǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉȴʉŒȋ Ɓȴɻʉ∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

£ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ Ǟȴʿ ǅ߾, . . . , ǅʂ ŒɫƟ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ƟŒƁǞ ȴʉǞƟɫ

ࠄ



ΧΗΉͮΗ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͘ΧϘΓ˺Ή ϡ̺ϫϺϑ

´ȣȋǩȣƟ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ xȣ ɠȋŒƁƟ ȴǇ Œ ɻǩȣǊȋƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ ʿƟ ɻƟƟ Œ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Œʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡩ

ǅ߾, . . . , ǅʂ : RƊ → R

ࡦ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ˨ɫɻʉ ɠǩƁȅ ࢎˈɠȋŒࢍ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ θ⃗(Ǧ)ࡱ
ࡦ üǞƟȣ ŒɫƟ ʉȴȋƌ ǅǦ Œȣƌ ǩȣƁʞɫ Ɓȴɻʉ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ
ࡦ cȴŒȋࡩ �ǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉȴʉŒȋ Ɓȴɻʉ∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

£ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ Ǟȴʿ ǅ߾, . . . , ǅʂ ŒɫƟ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ƟŒƁǞ ȴʉǞƟɫ

ࠄ
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ΧΗΉͮΗ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ̺Р˺ΓϑΉ̺

ċx ƌƟɻǩǊȣ ʻǩŒ ȴȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

ࡦ ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ θ⃗(Ǧ)ࡩ ɻȴȝƟ ƟȣƁȴƌǩȣǊ ȴǇ ʉǞƟ ȋŒˈȴʞʉ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ
ࡦ `ʞȣƁʉǩȴȣɻ ǅ߾, . . . , ǅʂࡩ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) = ߾ ǩǇ ʞɻƟɫ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ƁȋǩƁȅ Œƌƌࢩ ʉȴ
ƁŒɫʉࢪ Œȣƌ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) = ߽ ǩǇ ʉǞƟˈ ƌȴ ƁȋǩƁȅࡱ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠʞɫƁǞŒɻƟɻࡱ xࡱƟࡪࡱ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ∑ʂ
Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))

ࠅ



ΧΗΉͮΗ̺ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ̺Р˺ΓϑΉ̺

oȴȝƟ ɠɫǩƁǩȣǊ ʉȴȴȋɻࡱ

ࡦ ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ θ⃗(Ǧ)ࡩ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ ȝȴƌƟȋ Œʉ ɻʉƟɠ Ǧࡱ
ࡦ `ʞȣƁʉǩȴȣɻ ǅ߾, . . . , ǅʂࡩ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) = (θ⃗(Ǧ) − ɛɥǦƀƝǦ)߿ ɫƟʻƟŒȋƟƌ ʿǞƟȣ
ǛȰȚƝǦ ǩɻ ȋǩɻʉƟƌ ȴɫ ɻȴȋƌࡱ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉȴʉŒȋ ɻɧʞŒɫƟƌ Ɵɫɫȴɫ
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ɻŒȝƟࢍ Œɻ
ƁȋŒɻɻǩƁ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡱࢎ

ࠆ
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Ϙ̺͞Ϙ̺ϫ

xȣ ȣȴɫȝŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʿƟ ɻƟƟȅ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ.

xȣ ȴȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ Œɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡱ
ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤ ȝǩȣ

θ⃗

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗) + ϵ =

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗ȰȈ) + ϵ

ϵ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉࡱ

ࡦ üǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ȝƟʉɫǩƁ ǩɻ Œ ŷǩʉ ࡱࢪʞȣǇŒǩɫࢩ īǞˈࡲ
ࡦ +ȴȝɠŒɫǩȣǊ ȴȣȋǩȣƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ ŷƟɻʉ ˨ˇƟƌ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ
ǞǩȣƌɻǩǊǞʉࡱ ϵ ƁŒȣ ŷƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ

߽߾



Ϙ̺͞Ϙ̺ϫ

xȣ ȣȴɫȝŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʿƟ ɻƟƟȅ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ
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θ⃗
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xȣ ȴȣȋǩȣƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ Œɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡱ
ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗(Ǧ)) ≤ ȝǩȣ

θ⃗

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗) + ϵ =

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗ȰȈ) + ϵ

ϵ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉࡱ

ࡦ üǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ȝƟʉɫǩƁ ǩɻ Œ ŷǩʉ ࡱࢪʞȣǇŒǩɫࢩ īǞˈࡲ
ࡦ +ȴȝɠŒɫǩȣǊ ȴȣȋǩȣƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʉȴ ŷƟɻʉ ˨ˇƟƌ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ
ǞǩȣƌɻǩǊǞʉࡱ ϵ ƁŒȣ ŷƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ

߽߾
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Ϙ̺͞Ϙ̺ϫ

xȣ ȣȴɫȝŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʿƟ ɻƟƟȅ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣ
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ǅ(θ⃗) + ϵ.
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Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗) + ϵ =
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Ǧ=߾
ǅǦ(θ⃗ȰȈ) + ϵ

ϵ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟʉࡱ

ࡦ üǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ȝƟʉɫǩƁ ǩɻ Œ ŷǩʉ ࡱࢪʞȣǇŒǩɫࢩ īǞˈࡲ
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ǞǩȣƌɻǩǊǞʉࡱ ϵ ƁŒȣ ŷƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ

߽߾

t Tteret c a n b e negative.



Ϙ̺͞Ϙ̺ϫ

xȣ ȣȴɫȝŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʿƟ ɻƟƟȅ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ
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ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ

ࡦ ǅ߾, . . . , ǅʂ ŒɫƟ Œȋȋ ƁȴȣʻƟˇࡱ
ࡦ DŒƁǞ ǅǦ ǩɻ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǦ(θ⃗)∥߿ ≤ a Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ
ࡦ ∥θ⃗(߾) − θ⃗ȰȈ∥߿ ≤ ß ʿǞƟɫƟ θ(߾) ǩɻ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ʻƟƁʉȴɫ ƁǞȴɻƟȣࡱ

´ȣȋǩȣƟ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßȋŒˈ θ⃗(Ǧ) Œȣƌ ǩȣƁʞɫ Ɓȴɻʉ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǦ(θ⃗(Ǧ))

߾߾

Hi ,oily;)2
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ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ

ࡦ ǅ߾, . . . , ǅʂ ŒɫƟ Œȋȋ ƁȴȣʻƟˇࡱ
ࡦ DŒƁǞ ǅǦ ǩɻ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǦ(θ⃗)∥߿ ≤ a Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ
ࡦ ∥θ⃗(߾) − θ⃗ȰȈ∥߿ ≤ ß ʿǞƟɫƟ θ(߾) ǩɻ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ʻƟƁʉȴɫ ƁǞȴɻƟȣࡱ

´ȣȋǩȣƟ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßȋŒˈ θ⃗(Ǧ) Œȣƌ ǩȣƁʞɫ Ɓȴɻʉ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǦ(θ⃗(Ǧ))

߾߾
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ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ

ࡦ ǅ߾, . . . , ǅʂ ŒɫƟ Œȋȋ ƁȴȣʻƟˇࡱ
ࡦ DŒƁǞ ǅǦ ǩɻ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǦ(θ⃗)∥߿ ≤ a Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ
ࡦ ∥θ⃗(߾) − θ⃗ȰȈ∥߿ ≤ ß ʿǞƟɫƟ θ(߾) ǩɻ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ʻƟƁʉȴɫ ƁǞȴɻƟȣࡱ

´ȣȋǩȣƟ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßȋŒˈ θ⃗(Ǧ) Œȣƌ ǩȣƁʞɫ Ɓȴɻʉ ǅǦ(θ⃗(Ǧ))ࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǦ(θ⃗(Ǧ))

߾߾
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ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ  ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰȈࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ∗)

]
≤ ßa

√
ʂ

�ʻƟɫŒǊƟ ɫƟǊɫƟʉ ǊȴƟɻ ʉȴ ߽ Œȣƌ ʂ→ ࡱ∞ £ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ ǅ߾, . . . , ǅʂ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ∇ǅǦ(θ(Ǧ))(θ(Ǧ) − θȰȈ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰȈ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰȈ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

+ȴȣʻƟˇǩʉˈ =⇒ ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ

ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰȈ) ≤
∥θ(Ǧ) − θȰȈ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰȈ∥߿߿

η߿ +
ηa߿
߿ .

߿߾

h

o l



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ  ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰȈࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ∗)

]
≤ ßa

√
ʂ

�ʻƟɫŒǊƟ ɫƟǊɫƟʉ ǊȴƟɻ ʉȴ ߽ Œȣƌ ʂ→ ࡱ∞

£ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ ǅ߾, . . . , ǅʂ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ∇ǅǦ(θ(Ǧ))(θ(Ǧ) − θȰȈ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰȈ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰȈ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

+ȴȣʻƟˇǩʉˈ =⇒ ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ

ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰȈ) ≤
∥θ(Ǧ) − θȰȈ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰȈ∥߿߿

η߿ +
ηa߿
߿ .

߿߾

j o l = 12£t t



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ
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√
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ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ∇ǅǦ(θ(Ǧ))(θ(Ǧ) − θȰȈ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰȈ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰȈ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ
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ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰȈ) ≤
∥θ(Ǧ) − θȰȈ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰȈ∥߿߿

η߿ +
ηa߿
߿ .

߿߾



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ
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√
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[ ʂ∑
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ǅǦ(θ∗)

]
≤ ßa

√
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�ʻƟɫŒǊƟ ɫƟǊɫƟʉ ǊȴƟɻ ʉȴ ߽ Œȣƌ ʂ→ ࡱ∞ £ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ ǅ߾, . . . , ǅʂ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ∇ǅǦ(θ(Ǧ))(θ(Ǧ) − θȰȈ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰȈ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰȈ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

+ȴȣʻƟˇǩʉˈ =⇒ ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ

ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰȈ) ≤
∥θ(Ǧ) − θȰȈ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰȈ∥߿߿

η߿ +
ηa߿
߿ .

߿߾

T
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ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ  ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰȈࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ∗)

]
≤ ßa

√
ʂ

�ʻƟɫŒǊƟ ɫƟǊɫƟʉ ǊȴƟɻ ʉȴ ߽ Œȣƌ ʂ→ ࡱ∞ £ȴ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ ǅ߾, . . . , ǅʂ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ∇ǅǦ(θ(Ǧ))(θ(Ǧ) − θȰȈ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰȈ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰȈ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

+ȴȣʻƟˇǩʉˈ =⇒ ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ

ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰȈ) ≤
∥θ(Ǧ) − θȰȈ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰȈ∥߿߿

η߿ +
ηa߿
߿ .

߿߾
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ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ  ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰȈࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰȈ)

]
≤ ßa

√
ʂ

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰȈ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰȈ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰȈ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿

=⇒
[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰȈ)

]
≤

ʂ∑

Ǧ=߾

∥θ(Ǧ) − θȰȈ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰȈ∥߿߿
η߿ +

ηa߿
߿ .

ࠀ߾



ΧΗΉͮΗ̺ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ  ´c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ߾, . . . , ǅʂࡪ ´c5 ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵƌ ʿǩʉǞ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ θ(߾) ʿǩʉǞǩȣ
ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θȰȈࡪ ʞɻǩȣǊ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß

a
√
ʂ ࡪ ǞŒɻ ɫƟǊɫƟʉ ŷȴʞȣƌƟƌ ŷˈࡩ

[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰȈ)

]
≤ ßa

√
ʂ

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅǦ(θ(Ǧ))− ǅǦ(θȰȈ) ≤ ∥θ(Ǧ)−θȰȈ∥߿߿−∥θ(Ǧ+߾)−θȰȈ∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ =⇒
[ ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θ(Ǧ))−

ʂ∑

Ǧ=߾
ǅǦ(θȰȈ)

]
≤

ʂ∑

Ǧ=߾

∥θ(Ǧ) − θȰȈ∥߿߿ − ∥θ(Ǧ+߾) − θȰȈ∥߿߿
η߿ +

ηa߿
߿ .

ࠀ߾
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

æƟƁŒȋȋࡩ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȴǇ˩ǩȣƟ
ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ȝƟʉǞȴƌࡪ ɻƟƟȅǩȣǊ θ̂ ʿǩʉǞ

ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ = ǅ(θ⃗∗) + ϵ.

DŒɻǩȋˈ ŒȣŒȋˈ˔Ɵƌ Œɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟ ȴǇ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ

ࠁ߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

æƟƁŒȋȋࡩ ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œȣ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȴǇ˩ǩȣƟ
ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ȝƟʉǞȴƌࡪ ɻƟƟȅǩȣǊ θ̂ ʿǩʉǞ

ǅ(θ̂) ≤ ȝǩȣ
θ⃗
ǅ(θ⃗) + ϵ = ǅ(θ⃗∗) + ϵ.

DŒɻǩȋˈ ŒȣŒȋˈ˔Ɵƌ Œɻ Œ ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟ ȴǇ ȴȣȋǩȣƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ

ࠁ߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ

ࠂ߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ

ࠂ߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ

ࠂ߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ

ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ

ࠂ߾
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ

ࠂ߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ƌƟƁȴȝɠȴɻŒŷȋƟ Œɻ ǅ(θ⃗) =

∑Ƞ
Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗)ࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ �(θ⃗, Ĳ) = ∑Ƞ
Ǻ=߾ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǺ), ˁǺ)ࡱ

ࡦ DŒƁǞ ǅǺ ǩɻ a
Ƞ ˔�ǩɠɻƁǞǩʉ࢙ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤

a
Ƞ Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ

ࡦ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋˈ Œŷȴʞʉ Ǟȴʿ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǅ ǩɻࡲ
ࡦ xȣǩʉǩŒȋǩ˔Ɵ ʿǩʉǞ θ(߾) ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊ ∥θ⃗(߾) − θ⃗∗∥߿ ≤ ßࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ ðƟʉ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ßǩƁȅ ɫŒȣƌȴȝ ǺǦ ∈ ,߾ . . . ,Ƞࡱ
ࡦ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ߾
ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾ θ⃗
(Ǧ)ࡱ

ࠂ߾

-
I



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ)) ʻɻࡱ θ⃗(Ǧ+߾) = θ⃗(Ǧ) − η · ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ))

£ȴʉƟ ʉǞŒʉࡩ E[∇⃗ǅǺǦ(θ⃗(Ǧ))] =
߾
Ƞ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

�ȣŒȋˈɻǩɻ ƟˇʉƟȣƌɻ ʉȴ Œȣˈ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʉǞŒʉ ʉŒȅƟɻ ʉǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ɻʉƟɠ
ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ŷŒʉƁǞࢍ c5ࡪ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɧʞŒȣʉǩ˔Ɵƌࡪ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ
ȣȴǩɻƟࡪ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒȋȋˈ ɠɫǩʻŒʉƟࡪ ƟʉƁࢎࡱ ࠃ߾
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ
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ʂ ≥ ß߿a߿
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a
√
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ʂ
∑ʂ

Ǧ=߾[ǅ(θ(Ǧ))− ǅ(θ∗)]

ðʉƟɠ ࡩ߿ E[ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗)] ≤ Ƞ
ʂ · E

[∑ʂ
Ǧ=߾[ǅǺǦ(θ(Ǧ))− ǅǺǦ(θ∗)]

]
.

ðʉƟɠ ࡩࠀ E[ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗)] ≤ Ƞ
ʂ · E

[∑ʂ
Ǧ=߾[ǅǺǦ(θ(Ǧ))− ǅǺǦ(θȰȈ)]

]
.

ðʉƟɠ ࡩࠁ E[ǅ(θ̂)− ǅ(θ∗)] ≤ Ƞ
ʂ · ß · aȠ ·

√
ʂ

︸ ︷︷ ︸
´c5 ŷȴʞȣƌ

= ßa√
ʂ .

ࠄ߾
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ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ȝŒȅƟɻ ȝȴɫƟ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ
ʉǞŒȣ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

DŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ǩɻ ȝʞƁǞ ƁǞƟŒɠƟɫ ˈŷࢍ Œ ǇŒƁʉȴɫ ȴǇ Ƞࡱࢎ

∇⃗
Ƞ∑

Ǻ=߾
ǅǺ(θ⃗) ʻɻࡱ ∇⃗ǅǺ(θ⃗)

ࠅ߾



ϡ̭͞ Жϡࡱ ̭͞

īǞƟȣ ǅ(θ⃗) =
∑Ƞ

Ǻ=߾ ǅǺ(θ⃗) Œȣƌ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ a
Ƞ ࡩ

üǞƟȴɫƟȝ  ðc5ࡩ �ǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿a߿
ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

E[ǅ(θ̂)] ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

īǞƟȣ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ āࡩ

üǞƟȴɫƟȝ  c5ࡩ �ǇʉƟɫ ʂ ≥ ß߿ā߿
ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ = ∥∇⃗ǅ߾(θ⃗) + . . .+ ∇⃗ǅȠ(θ⃗)∥߿ ≤
∑Ƞ

Ǻ=߾ ∥∇⃗ǅǺ(θ⃗)∥߿ ≤ Ƞ · aȠ ≤ aࡱ

īǞƟȣ ʿȴʞȋƌ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ ŷƟ ʉǩǊǞʉࡲ

ࠆ߾
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