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ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠀ ȴȣ ðɠƟƁʉɫŒȋ �ƟʉǞȴƌɻ ƌʞƟ ʉǞǩɻ `ɫǩƌŒˈ Œʉ ࡱɠȝࠅ
ࡦ +Œȣ ʉʞɫȣ ǩȣ ʿǩʉǞȴʞʉ ɠƟȣŒȋʉˈ ʞȣʉǩȋ ðʞȣƌŒˈ Œʉ ࡱɠȝࠆࠂࡩ߾߾
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ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ xȣʉɫȴ ʉȴ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ʞȋʉǩʻŒɫǩŒŷȋƟ ƁŒȋƁʞȋʞɻ ɫƟʻǩƟʿࡱ

ࡦ xȣʉɫȴ ʉȴ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ ʞȣƌƟɫ
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ xȣʉɫȴ ʉȴ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ʞȋʉǩʻŒɫǩŒŷȋƟ ƁŒȋƁʞȋʞɻ ɫƟʻǩƟʿࡱ

ࡦ xȣʉɫȴ ʉȴ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

ࡦ �ȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊ ʞȣƌƟɫ
ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

߿



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ΓΧϫͮЖ˺ϫͮΧΗ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǊɫƟƟƌˈ ȝȴʉǩʻŒʉǩȴȣࡩ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ȝŒȅƟ Œ ɻȝŒȋȋ
ƁǞŒȣǊƟ ʉȴ θ⃗(Ǧ−߾) ʉȴ ǊǩʻƟ θ⃗(Ǧ)ࡪ ʿǩʉǞ ȝǩȣǩȝʞȝ ʻŒȋʞƟ ȴǇ ǅ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ɻʉƟɠࡩ īǞƟȣ ʉǞƟ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ ǩɻ ɻȝŒȋȋࡪ ʉǞǩɻ ǩɻ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵƌ ŷˈ ɻʉƟɠɠǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ
ǊɫŒƌǩƟȣʉࡩ

θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η · ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)).

ßɻʞƟƌȴƁȴƌƟࡩ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗(߽)ࡱ
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η∇ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ⃗(ʂ)ࡪ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ ȴǇ ǅ(θ⃗)ࡱ

ðʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ŒǞƟŒƌ ȴǇ ʉǩȝƟ ȴɫ ŒƌŒɠʉƟƌ ƌʞɫǩȣǊ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ΓΧϫͮЖ˺ϫͮΧΗ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǊɫƟƟƌˈ ȝȴʉǩʻŒʉǩȴȣࡩ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ȝŒȅƟ Œ ɻȝŒȋȋ
ƁǞŒȣǊƟ ʉȴ θ⃗(Ǧ−߾) ʉȴ ǊǩʻƟ θ⃗(Ǧ)ࡪ ʿǩʉǞ ȝǩȣǩȝʞȝ ʻŒȋʞƟ ȴǇ ǅ(θ⃗(Ǧ))ࡱ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ɻʉƟɠࡩ īǞƟȣ ʉǞƟ ɻʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ ǩɻ ɻȝŒȋȋࡪ ʉǞǩɻ ǩɻ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵƌ ŷˈ ɻʉƟɠɠǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ
ǊɫŒƌǩƟȣʉࡩ

θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η · ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)).

ßɻʞƟƌȴƁȴƌƟࡩ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗(߽)ࡱ
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η∇ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ⃗(ʂ)ࡪ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ ȴǇ ǅ(θ⃗)ࡱ

ðʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ŒǞƟŒƌ ȴǇ ʉǩȝƟ ȴɫ ŒƌŒɠʉƟƌ ƌʞɫǩȣǊ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡱ
ࠀ



cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η∇ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
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̤ΧΗЖ̺РͮϫС

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢖ +ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ � ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ
ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ RƊ Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ) · ǅ(θ⃗߾) + λ · ǅ(θ⃗߿) ≥ ǅ
(
−߾) λ) · θ⃗߾ + λ · θ⃗߿

)

ࠂ
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̤ΧΗЖ̺РͮϫС

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢖ +ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ � ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ
ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ RƊ Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ) · ǅ(θ⃗߾) + λ · ǅ(θ⃗߿) ≥ ǅ
(
−߾) λ) · θ⃗߾ + λ · θ⃗߿

)

ࠂ
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̤ΧΗЖ̺РͮϫС

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ ࢖ +ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ � ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ
Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ RƊ Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

ǅ(θ⃗߿)− ǅ(θ⃗߾) ≥ ∇⃗ǅ(θ⃗߾)ó
(
θ⃗߿ − θ⃗߾

)
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Χϫ̺ͩϘ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

īƟ ʿǩȋȋ Œȋɻȴ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ǅ(·) ǩɻ ࢪʿƟȋȋ࢙ŷƟǞŒʻƟƌࢩ ǩȣ ɻȴȝƟ ʿŒ ࡱ̍

ࡦ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ɻǩ˔Ɵࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ŷȴʞȣƌƟƌࡩࢎ `ȴɫ Œȋȋ θ⃗ Œȣƌ ɻȴȝƟ aࡪ

∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ a.

ࡦ ðȝȴȴʉǞ ɻǩ˔ƟࡷƌǩɫƟƁʉǩȴȣࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ ƁǞŒȣǊǩȣǊ ʉȴȴ ɧʞǩƁȅȋˈࡩࢎ
`ȴɫ Œȋȋ θ⃗߾, θ⃗߿ Œȣƌ ɻȴȝƟ βࡪ

∥∇⃗ǅ(θ⃗߾)− ∇⃗ǅ(θ⃗߿)∥߿ ≤ β · ∥θ⃗߾ − θ⃗߿∥߿.

ࠄ



Χϫ̺ͩϘ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

īƟ ʿǩȋȋ Œȋɻȴ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ǅ(·) ǩɻ ࢪʿƟȋȋ࢙ŷƟǞŒʻƟƌࢩ ǩȣ ɻȴȝƟ ʿŒ ࡱ̍

ࡦ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ɻǩ˔Ɵࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ŷȴʞȣƌƟƌࡩࢎ `ȴɫ Œȋȋ θ⃗ Œȣƌ ɻȴȝƟ aࡪ

∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ a.

ࡦ ðȝȴȴʉǞ ɻǩ˔ƟࡷƌǩɫƟƁʉǩȴȣࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ ƁǞŒȣǊǩȣǊ ʉȴȴ ɧʞǩƁȅȋˈࡩࢎ
`ȴɫ Œȋȋ θ⃗߾, θ⃗߿ Œȣƌ ɻȴȝƟ βࡪ

∥∇⃗ǅ(θ⃗߾)− ∇⃗ǅ(θ⃗߿)∥߿ ≤ β · ∥θ⃗߾ − θ⃗߿∥߿.

ࠄ
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Ήͮϑϡ̤ͩͮϫЬ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗ

ࠅ
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ࢖ ̤ΧΗЖ̺Р ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ

ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇࡱ
ࡦ ǅ ǩɻ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ a Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࢎࡱ
ࡦ ∥θ߽⃗ − θ⃗∗∥߿ ≤ ß ʿǞƟɫƟ θ߽ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ɠȴǩȣʉࡱ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ߽⃗ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗Ǧ = θ⃗Ǧ−߾ − η ·∇ǅ(θ⃗Ǧ−߾)

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ߽⃗,...,θ⃗ʂ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

ࠆ

-
v

O t -



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ ĨǩɻʞŒȋȋˈࡩ

߽߾
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ ĨǩɻʞŒȋȋˈࡩ

߽߾
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ `ȴɫȝŒȋȋˈࡩ

߾߾



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ ∇ǅ(θǦ)(θǦ − θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ ∇ǅ(θǦ)(θǦ − θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ =⇒ ðʉƟɠ ࡱ߾
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿

ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ ࡱ

ࠀ߾



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿

ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ ࡱ
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̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
∑ʂ

Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ ࡱ

ࠁ߾
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̤ΧΗϡϫϘ˺ͮΗ̺̭ ̤ΧΗЖ̺Р ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

´ǇʉƟȣ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠƟɫǇȴɫȝ ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

θ∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ∈S

ǅ(θ),

ʿǞƟɫƟ S ǩɻ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢖ +ȴȣʻƟˇ ðƟʉࡩ � ɻƟʉ S ⊆ RƊ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ
Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ S Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ)θ⃗߾ + λ · θ⃗߿ ∈ S

DࡱǊࡱ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡱ{߾

ࠂ߾

•
•

① : b
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̤ΧΗϡϫϘ˺ͮΗ̺̭ ̤ΧΗЖ̺Р ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

´ǇʉƟȣ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠƟɫǇȴɫȝ ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

θ∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ∈S

ǅ(θ),

ʿǞƟɫƟ S ǩɻ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢖ +ȴȣʻƟˇ ðƟʉࡩ � ɻƟʉ S ⊆ RƊ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ
Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ S Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ)θ⃗߾ + λ · θ⃗߿ ∈ S

DࡱǊࡱ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡱ{߾

ࠂ߾



̤ΧΗϡϫϘ˺ͮΗ̺̭ ̤ΧΗЖ̺Р ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

´ǇʉƟȣ ʿŒȣʉ ʉȴ ɠƟɫǇȴɫȝ ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿǩʉǞ ƁȴȣʻƟˇ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

θ∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ∈S

ǅ(θ),

ʿǞƟɫƟ S ǩɻ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡱ

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ ࢖ +ȴȣʻƟˇ ðƟʉࡩ � ɻƟʉ S ⊆ RƊ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ
Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ S Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ)θ⃗߾ + λ · θ⃗߿ ∈ S

DࡱǊࡱ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡱ{߾

ࠂ߾
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ϑϘΧ΁̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

`ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ ȋƟʉ ØS(·) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣʉȴ S ࡱ

ࡦ ØS (⃗ˁ) = ŒɫǊȝǩȣθ⃗∈S ∥θ⃗ − ⃗ˁ∥ࡱ߿

ࡦ `ȴɫ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ {߾ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ࡦ `ȴɫ S ŷƟǩȣǊ Œ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ߽⃗ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ = θ⃗Ǧ−߾ − η ·∇ǅ(θ⃗Ǧ−߾)
ࡦ θ⃗Ǧ = ØS(θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ ࡱ(

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ߽⃗,...,θ⃗ʂ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

ࠃ߾

s o



ϑϘΧ΁̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

`ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ ȋƟʉ ØS(·) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣʉȴ S ࡱ

ࡦ ØS (⃗ˁ) = ŒɫǊȝǩȣθ⃗∈S ∥θ⃗ − ⃗ˁ∥ࡱ߿

ࡦ `ȴɫ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ {߾ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ࡦ `ȴɫ S ŷƟǩȣǊ Œ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ߽⃗ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ = θ⃗Ǧ−߾ − η ·∇ǅ(θ⃗Ǧ−߾)
ࡦ θ⃗Ǧ = ØS(θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ ࡱ(

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ߽⃗,...,θ⃗ʂ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

ࠃ߾
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ϑϘΧ΁̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

`ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ ȋƟʉ ØS(·) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣʉȴ S ࡱ

ࡦ ØS (⃗ˁ) = ŒɫǊȝǩȣθ⃗∈S ∥θ⃗ − ⃗ˁ∥ࡱ߿

ࡦ `ȴɫ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ {߾ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ࡦ `ȴɫ S ŷƟǩȣǊ Œ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ߽⃗ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ = θ⃗Ǧ−߾ − η ·∇ǅ(θ⃗Ǧ−߾)
ࡦ θ⃗Ǧ = ØS(θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ ࡱ(

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ߽⃗,...,θ⃗ʂ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

ࠃ߾
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ϑϘΧ΁̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

`ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ ȋƟʉ ØS(·) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴȣʉȴ S ࡱ

ࡦ ØS (⃗ˁ) = ŒɫǊȝǩȣθ⃗∈S ∥θ⃗ − ⃗ˁ∥ࡱ߿

ࡦ `ȴɫ S = {θ⃗ ∈ RƊ : ∥θ⃗∥߿ ≤ {߾ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ࡦ `ȴɫ S ŷƟǩȣǊ Œ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ØS (⃗ˁ)ࡲ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ߽⃗ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ = θ⃗Ǧ−߾ − η ·∇ǅ(θ⃗Ǧ−߾)
ࡦ θ⃗Ǧ = ØS(θ⃗(Ȱʗʂ)Ǧ ࡱ(

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ߽⃗,...,θ⃗ʂ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

ࠃ߾
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ϑϘΧ΁̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

ĨǩɻʞŒȋȋˈࡩ

ࠄ߾



̤ΧΗЖ̺Р ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗϡ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁŒȣ ŷƟ ŒȣŒȋˈ˔Ɵƌ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ʉȴ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉ࡭

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡩ `ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ S ⊆
RƊࡪ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ Œȣƌ θ⃗ ∈ S ࡪ

∥ØS (⃗ˁ)− θ⃗∥߿ ≤ ∥⃗ˁ− θ⃗∥߿.

ࠅ߾



̤ΧΗЖ̺Р ϑϘΧ΁̺̤ϫͮΧΗϡ

ßɫȴǽƟƁʉƟƌ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƁŒȣ ŷƟ ŒȣŒȋˈ˔Ɵƌ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋȋˈ ʉȴ ǊɫŒƌǩƟȣʉ
ƌƟɻƁƟȣʉ࡭

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ʉȴ Œ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉࡩ `ȴɫ Œȣˈ ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ S ⊆
RƊࡪ ⃗ˁ ∈ RƊࡪ Œȣƌ θ⃗ ∈ S ࡪ

∥ØS (⃗ˁ)− θ⃗∥߿ ≤ ∥⃗ˁ− θ⃗∥߿.

ࠅ߾
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ϑϘΧ΁̺̤ϫ̺̭ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

üǞƟȴɫƟȝ ࢖ ßɫȴǽƟʉƟƌ c5ࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a࢙�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ Œȣƌ
ƁȴȣʻƟˇ ɻƟʉ S ࡪ ßɫȴǽƟƁʉƟƌ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ = ȝǩȣ
θ∈S

ǅ(θ) + ϵ

æƟƁŒȋȋࡩ θ(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ = θǦ − η ·∇ǅ(θǦ) Œȣƌ θǦ+߾ = ØS(θ(Ȱʗʂ)Ǧ+߾ ࡱ(

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤
∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θ(Ȱʗʂ)

Ǧ+߾ −θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ
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ðʉƟɠ ࡩ߿ ʂ߾
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Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ʂ߿ +

ηa߿
߿ =⇒ üǞƟȴɫƟȝࡱ

ࠆ߾
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ˺ϫ ϡ̤˺Ή̺

üˈɠǩƁŒȋ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝ ǩȣ �ŒƁǞǩȣƟ �ƟŒɫȣǩȣǊࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻࡷȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ɻȴȋʻƟࡩ

θ⃗∗ = ŒɫǊȝǩȣ
θ⃗∈RƊ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ).

īǞˈ ǩɻ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ƟˇɠƟȣɻǩʻƟ ʉȴ ɫʞȣ ǩǇ ˈȴʞ ǞŒʻƟ ȝŒȣˈ
ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡲ

∇⃗�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∇⃗ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ).

ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ üŒȅƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ɻʉƟɠ ȴȣȋˈ ʉŒȅǩȣǊ ǩȣʉȴ ŒƁƁȴʞȣʉ ȴȣƟ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉ ȴɫࢍ Œ ɻȝŒȋȋ ࢪŷŒʉƁǞࢩ ȴǇ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࢎ Œʉ Œ ʉǩȝƟࡱ ´ȣȋǩȣƟ Œȣƌ
ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

߽߿
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