
̤ΧΓϑϡ̤ͮ ࡩࠁ߾ࠂ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ ͘ΧϘ ̭˺ϫ˺ ϡ̤̺ͮΗ̤̺

+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠅ߾

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࠀ ȴȣ ðɠƟƁʉɫŒȋ �ƟʉǞȴƌɻ ƌʞƟ ʉǞǩɻ `ɫǩƌŒˈ Œʉ ࡱɠȝࠅ
ࡦ +Œȣ ʉʞɫȣ ǩȣ ʿǩʉǞȴʞʉ ɠƟȣŒȋʉˈ ʞȣʉǩȋ ðʞȣƌŒˈ Œʉ ࡱɠȝࠆࠂࡩ߾߾

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ßȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʉȴɠ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇࡱ
ࡦ oǩǊǞ ȋƟʻƟȋ ƌǩɻƁʞɻɻǩȴȣ ȴǇ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ŷȋȴƁȅ ʻƟɫɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ
ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ȝȴɫƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ ßȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ ǩɻ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ȠȰȠƀȰȠʴƝˀ
ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

ȝŒˇ
⃗ɹ:∥⃗ʴ∥߾≥߿߿

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞǩɻ +ȋŒɻɻ Œȣƌࢍ ʞȣʉǩȋ üǞŒȣȅɻǊǩʻǩȣǊࡩࢎ

ࡦ �ȴɫƟ ǊƟȣƟɫŒȋ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ɻɠƟƁǩ˨ƁŒȋȋˈ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Œȣƌ ǩʉɻ ʻŒɫǩŒȣʉɻࡱ

ࡦ īǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟˈ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ʿǞƟȣ ŒɫƟ ʉǞƟˈ ŒɠɠȋǩƟƌࡪ Œȣƌ Ǟȴʿ ƌȴ ˈȴʞ
ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ʉǞƟǩɫ ɠƟɫǇȴɫȝŒȣƁƟࡲ

ࡦ ðȝŒȋȋ ʉŒɻʉƟ ȴǇ ʿǞŒʉ ˈȴʞ ƁŒȣ ˨ȣƌ ǩȣ +´�ßð+x ß´߽ࠆࠂ ȴɫ ࡱß´߽ࠆࠃ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ßȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʉȴɠ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇࡱ
ࡦ oǩǊǞ ȋƟʻƟȋ ƌǩɻƁʞɻɻǩȴȣ ȴǇ �ɫˈȋȴʻ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ŷȋȴƁȅ ʻƟɫɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ
ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ȝȴɫƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ ßȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌ ǩɻ Œȣ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ɻȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ȠȰȠƀȰȠʴƝˀ
ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡩ

ȝŒˇ
⃗ɹ:∥⃗ʴ∥߾≥߿߿

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞǩɻ +ȋŒɻɻ Œȣƌࢍ ʞȣʉǩȋ üǞŒȣȅɻǊǩʻǩȣǊࡩࢎ

ࡦ �ȴɫƟ ǊƟȣƟɫŒȋ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ɻɠƟƁǩ˨ƁŒȋȋˈ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Œȣƌ ǩʉɻ ʻŒɫǩŒȣʉɻࡱ

ࡦ īǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟˈ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ʿǞƟȣ ŒɫƟ ʉǞƟˈ ŒɠɠȋǩƟƌࡪ Œȣƌ Ǟȴʿ ƌȴ ˈȴʞ
ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ʉǞƟǩɫ ɠƟɫǇȴɫȝŒȣƁƟࡲ

ࡦ ðȝŒȋȋ ʉŒɻʉƟ ȴǇ ʿǞŒʉ ˈȴʞ ƁŒȣ ˨ȣƌ ǩȣ +´�ßð+x ß´߽ࠆࠂ ȴɫ ࡱß´߽ࠆࠃ ߿

-



̭ͮϡ̤Ϙ̺ϫ̺ Жϡࡱ ̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

5ǩɻƁɫƟʉƟ ࢎȴȝŷǩȣŒʉȴɫǩŒȋ+ࢍ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋࢍ +ð ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

ࡦ cɫŒɠǞ ßɫȴŷȋƟȝɻࡩ ȝǩȣ࢙Ɓʞʉࡪ ȝŒˇ ˩ȴʿࡪ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞࡪ ȝŒʉƁǞǩȣǊɻࡪ
ȝŒˇǩȝʞȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡪ ʉɫŒʻƟȋǩȣǊ ɻŒȋƟɻȝŒȣ ɠɫȴŷȋƟȝ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝɻ ʿǩʉǞ ƌǩɻƁɫƟʉƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ ȴɫ ȴʞʉɠʞʉɻࡩ ŷǩȣ࢙ɠŒƁȅǩȣǊࡪ
ɻƁǞƟƌʞȋǩȣǊࡪ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ŒȋǩǊȣȝƟȣʉࡪ ɻʞŷȝȴƌʞȋŒɫ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋȋˈ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ ȴʻƟɫ Œ ˨ȣǩʉƟ ŷʞʉ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡱ �Œȣˈ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ŒɫƟ £ß࢙oŒɫƌࡱ

+ȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ȣȴʉࢍ ƁȴʻƟɫƟƌ ǩȣ ƁȴɫƟ +ð ƁʞɫɫǩƁʞȋʞȝࡱ
üȴʞƁǞƟƌ ȴȣ ǩȣ ŒƌʻŒȣƁƟƌࡷ�� ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡪ ȝŒˈŷƟࢎࡱ

ࡦ ċȣƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ
ࡦ �ǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɧʞŒƌɫŒʉǩƁ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɻƟȝǩƌƟ˨ȣǩʉƟ
ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ

ࠀ



̭ͮϡ̤Ϙ̺ϫ̺ Жϡࡱ ̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

5ǩɻƁɫƟʉƟ ࢎȴȝŷǩȣŒʉȴɫǩŒȋ+ࢍ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋࢍ +ð ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

ࡦ cɫŒɠǞ ßɫȴŷȋƟȝɻࡩ ȝǩȣ࢙Ɓʞʉࡪ ȝŒˇ ˩ȴʿࡪ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞࡪ ȝŒʉƁǞǩȣǊɻࡪ
ȝŒˇǩȝʞȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡪ ʉɫŒʻƟȋǩȣǊ ɻŒȋƟɻȝŒȣ ɠɫȴŷȋƟȝ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝɻ ʿǩʉǞ ƌǩɻƁɫƟʉƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ ȴɫ ȴʞʉɠʞʉɻࡩ ŷǩȣ࢙ɠŒƁȅǩȣǊࡪ
ɻƁǞƟƌʞȋǩȣǊࡪ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ŒȋǩǊȣȝƟȣʉࡪ ɻʞŷȝȴƌʞȋŒɫ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋȋˈ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ ȴʻƟɫ Œ ˨ȣǩʉƟ ŷʞʉ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡱ �Œȣˈ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ŒɫƟ £ß࢙oŒɫƌࡱ

+ȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ȣȴʉࢍ ƁȴʻƟɫƟƌ ǩȣ ƁȴɫƟ +ð ƁʞɫɫǩƁʞȋʞȝࡱ
üȴʞƁǞƟƌ ȴȣ ǩȣ ŒƌʻŒȣƁƟƌࡷ�� ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡪ ȝŒˈŷƟࢎࡱ

ࡦ ċȣƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ
ࡦ �ǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɧʞŒƌɫŒʉǩƁ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɻƟȝǩƌƟ˨ȣǩʉƟ
ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ

ࠀ



̭ͮϡ̤Ϙ̺ϫ̺ Жϡࡱ ̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

5ǩɻƁɫƟʉƟ ࢎȴȝŷǩȣŒʉȴɫǩŒȋ+ࢍ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋࢍ +ð ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࢎ

ࡦ cɫŒɠǞ ßɫȴŷȋƟȝɻࡩ ȝǩȣ࢙Ɓʞʉࡪ ȝŒˇ ˩ȴʿࡪ ɻǞȴɫʉƟɻʉ ɠŒʉǞࡪ ȝŒʉƁǞǩȣǊɻࡪ
ȝŒˇǩȝʞȝ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ɻƟʉࡪ ʉɫŒʻƟȋǩȣǊ ɻŒȋƟɻȝŒȣ ɠɫȴŷȋƟȝ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝɻ ʿǩʉǞ ƌǩɻƁɫƟʉƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ ȴɫ ȴʞʉɠʞʉɻࡩ ŷǩȣ࢙ɠŒƁȅǩȣǊࡪ
ɻƁǞƟƌʞȋǩȣǊࡪ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ŒȋǩǊȣȝƟȣʉࡪ ɻʞŷȝȴƌʞȋŒɫ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋȋˈ ɻƟŒɫƁǞǩȣǊ ȴʻƟɫ Œ ˨ȣǩʉƟ ŷʞʉ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋȋˈ ȋŒɫǊƟ ɻƟʉ ȴǇ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡱ �Œȣˈ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ŒɫƟ £ß࢙oŒɫƌࡱ

+ȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ȣȴʉࢍ ƁȴʻƟɫƟƌ ǩȣ ƁȴɫƟ +ð ƁʞɫɫǩƁʞȋʞȝࡱ
üȴʞƁǞƟƌ ȴȣ ǩȣ ŒƌʻŒȣƁƟƌࡷ�� ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡪ ȝŒˈŷƟࢎࡱ

ࡦ ċȣƁȴȣɻʉɫŒǩȣƟƌ ƁȴȣʻƟˇ Œȣƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ
ࡦ �ǩȣƟŒɫ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɧʞŒƌɫŒʉǩƁ ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡪ ɻƟȝǩƌƟ˨ȣǩʉƟ
ɠɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊ

ࠀ



̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ̺Р˺ΓϑΉ̺ϡ

ࠁ



̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ̺Р˺ΓϑΉ̺ϡ

ࠁ



Γ˺ϫ̺ͩΓ˺ϫ̤ͮ˺Ή ϡ̺ϫϺϑ

cǩʻƟȣ ɻȴȝƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗⋆ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ⃗⋆) = ȝǩȣ
θ⃗∈ßƊ

ǅ(θ⃗)

+ ϵ

üˈɠǩƁŒȋȋˈ ʞɠ ʉȴ ɻȴȝƟ ɻȝŒȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǇŒƁʉȴɫࡱ

´ǇʉƟȣ ʞȣƌƟɫ ɻȴȝƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡩ

ࡦ ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡪ߾ ∥θ⃗∥߾ ≤ ࡱ߾
ࡦ �θ⃗ ≤ Ŷ⃗ࡪ θ⃗ó�θ⃗ ≥ ࡱ߽
ࡦ óθ⃗߾⃗ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ θ⃗(Ǧ) ≤ ƀࡱ

ࠂ



Γ˺ϫ̺ͩΓ˺ϫ̤ͮ˺Ή ϡ̺ϫϺϑ

cǩʻƟȣ ɻȴȝƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗⋆ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ⃗⋆) = ȝǩȣ
θ⃗∈ßƊ

ǅ(θ⃗) + ϵ

üˈɠǩƁŒȋȋˈ ʞɠ ʉȴ ɻȴȝƟ ɻȝŒȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǇŒƁʉȴɫࡱ

´ǇʉƟȣ ʞȣƌƟɫ ɻȴȝƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡩ

ࡦ ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡪ߾ ∥θ⃗∥߾ ≤ ࡱ߾
ࡦ �θ⃗ ≤ Ŷ⃗ࡪ θ⃗ó�θ⃗ ≥ ࡱ߽
ࡦ óθ⃗߾⃗ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ θ⃗(Ǧ) ≤ ƀࡱ

ࠂ



Γ˺ϫ̺ͩΓ˺ϫ̤ͮ˺Ή ϡ̺ϫϺϑ

cǩʻƟȣ ɻȴȝƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗⋆ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ⃗⋆) = ȝǩȣ
θ⃗∈ßƊ

ǅ(θ⃗) + ϵ

üˈɠǩƁŒȋȋˈ ʞɠ ʉȴ ɻȴȝƟ ɻȝŒȋȋ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǇŒƁʉȴɫࡱ

´ǇʉƟȣ ʞȣƌƟɫ ɻȴȝƟ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡩ

ࡦ ∥θ⃗∥߿ ≤ ࡪ߾ ∥θ⃗∥߾ ≤ ࡱ߾
ࡦ �θ⃗ ≤ Ŷ⃗ࡪ θ⃗ó�θ⃗ ≥ ࡱ߽
ࡦ óθ⃗߾⃗ =

∑Ɗ
Ǧ=߾ θ⃗(Ǧ) ≤ ƀࡱ

ࠂ

-



ЙͩС ̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗࡲ

�ȴƌƟɫȣ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ƁƟȣʉƟɫɻ Œɫȴʞȣƌ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

üˈɠǩƁŒȋ ðƟʉ ċɠࡩ ɻʞɠƟɫʻǩɻƟƌࢍ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࢎ

ࡦ oŒʻƟ Œ ȝȴƌƟȋࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ǩȣɠʞʉɻ ʉȴ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ
ȣƟʞɫŒȋࢍ ȣƟʉʿȴɫȅࡪ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ȋȴʿ࢙ƌƟǊɫƟƟ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ƟʉƁࡱࢎ

ࡦ üǞƟ ȝȴƌƟȋ ǩɻ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫǩ˔Ɵƌ ŷˈ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ ʿƟǩǊǞʉɻࢍ ǩȣ Œ
ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅࡪ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻ ǩȣ Œ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴɫ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࢎ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ʉɫŒǩȣ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋ ȴȣ ǩȣɠʞʉ ƌŒʉŒࡪ ŷˈ ɠǩƁȅǩȣǊ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ
ʻƟƁʉȴɫ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝȴƌƟȋ ƌȴƟɻ Œ Ǌȴȴƌ ǽȴŷ ȝŒɠɠǩȣǊ ǩȣɠʞʉɻ ʉȴ
ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ ȴȣ ˈȴʞɫ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ƌŒʉŒࡱ

üǞǩɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ɻʉƟɠ ǩɻ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ǇȴɫȝʞȋŒʉƟƌ Œɻ Œ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ
ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ࠃ



ЙͩС ̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗࡲ

�ȴƌƟɫȣ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ƁƟȣʉƟɫɻ Œɫȴʞȣƌ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

üˈɠǩƁŒȋ ðƟʉ ċɠࡩ ɻʞɠƟɫʻǩɻƟƌࢍ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࢎ

ࡦ oŒʻƟ Œ ȝȴƌƟȋࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ǩȣɠʞʉɻ ʉȴ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ
ȣƟʞɫŒȋࢍ ȣƟʉʿȴɫȅࡪ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ȋȴʿ࢙ƌƟǊɫƟƟ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ƟʉƁࡱࢎ

ࡦ üǞƟ ȝȴƌƟȋ ǩɻ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫǩ˔Ɵƌ ŷˈ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ ʿƟǩǊǞʉɻࢍ ǩȣ Œ
ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅࡪ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻ ǩȣ Œ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴɫ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࢎ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ʉɫŒǩȣ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋ ȴȣ ǩȣɠʞʉ ƌŒʉŒࡪ ŷˈ ɠǩƁȅǩȣǊ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ
ʻƟƁʉȴɫ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝȴƌƟȋ ƌȴƟɻ Œ Ǌȴȴƌ ǽȴŷ ȝŒɠɠǩȣǊ ǩȣɠʞʉɻ ʉȴ
ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ ȴȣ ˈȴʞɫ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ƌŒʉŒࡱ

üǞǩɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ɻʉƟɠ ǩɻ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ǇȴɫȝʞȋŒʉƟƌ Œɻ Œ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ
ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ࠃ



ЙͩС ̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗࡲ

�ȴƌƟɫȣ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ƁƟȣʉƟɫɻ Œɫȴʞȣƌ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

üˈɠǩƁŒȋ ðƟʉ ċɠࡩ ɻʞɠƟɫʻǩɻƟƌࢍ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࢎ

ࡦ oŒʻƟ Œ ȝȴƌƟȋࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ǩȣɠʞʉɻ ʉȴ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ
ȣƟʞɫŒȋࢍ ȣƟʉʿȴɫȅࡪ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ȋȴʿ࢙ƌƟǊɫƟƟ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ƟʉƁࡱࢎ

ࡦ üǞƟ ȝȴƌƟȋ ǩɻ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫǩ˔Ɵƌ ŷˈ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ ʿƟǩǊǞʉɻࢍ ǩȣ Œ
ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅࡪ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻ ǩȣ Œ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴɫ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࢎ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ʉɫŒǩȣ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋ ȴȣ ǩȣɠʞʉ ƌŒʉŒࡪ ŷˈ ɠǩƁȅǩȣǊ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ
ʻƟƁʉȴɫ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝȴƌƟȋ ƌȴƟɻ Œ Ǌȴȴƌ ǽȴŷ ȝŒɠɠǩȣǊ ǩȣɠʞʉɻ ʉȴ
ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ ȴȣ ˈȴʞɫ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ƌŒʉŒࡱ

üǞǩɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ɻʉƟɠ ǩɻ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ǇȴɫȝʞȋŒʉƟƌ Œɻ Œ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ
ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ࠃ



ЙͩС ̤ΧΗϫͮΗϺΧϺϡ ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗࡲ

�ȴƌƟɫȣ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ƁƟȣʉƟɫɻ Œɫȴʞȣƌ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

üˈɠǩƁŒȋ ðƟʉ ċɠࡩ ɻʞɠƟɫʻǩɻƟƌࢍ ȝŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊࢎ

ࡦ oŒʻƟ Œ ȝȴƌƟȋࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȝŒɠɠǩȣǊ ǩȣɠʞʉɻ ʉȴ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ
ȣƟʞɫŒȋࢍ ȣƟʉʿȴɫȅࡪ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ȋȴʿ࢙ƌƟǊɫƟƟ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ƟʉƁࡱࢎ

ࡦ üǞƟ ȝȴƌƟȋ ǩɻ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫǩ˔Ɵƌ ŷˈ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ʻƟƁʉȴɫ ʿƟǩǊǞʉɻࢍ ǩȣ Œ
ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅࡪ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻ ǩȣ Œ ȋǩȣƟŒɫ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴɫ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋࢎ

ࡦ īŒȣʉ ʉȴ ʉɫŒǩȣ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋ ȴȣ ǩȣɠʞʉ ƌŒʉŒࡪ ŷˈ ɠǩƁȅǩȣǊ Œ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ
ʻƟƁʉȴɫ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝȴƌƟȋ ƌȴƟɻ Œ Ǌȴȴƌ ǽȴŷ ȝŒɠɠǩȣǊ ǩȣɠʞʉɻ ʉȴ
ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ ȴȣ ˈȴʞɫ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ƌŒʉŒࡱ

üǞǩɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ɻʉƟɠ ǩɻ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ǇȴɫȝʞȋŒʉƟƌ Œɻ Œ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ
ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ࠃ



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �ǩȣƟŒɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → R ʿǩʉǞ �θ⃗ (⃗ˀ)
/27
= ⟨θ⃗,⃗ˀ⟩

= θ⃗(߾) · ⃗ˀ(߾) + . . .+ θ⃗(Ɗ) · ⃗ˀ(Ɗ)

ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ RƊ ʉǞƟࢍ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ
ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

+ ß(θ⃗)

ʿǞƟɫƟ ℓ ǩɻ ɻȴȝƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ Ǟȴʿ ǇŒɫ �θ⃗ (⃗ˀǦ) ǩɻ Ǉɫȴȝ ˁǦࡱ

ࡦ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) =
(
�θ⃗ (⃗ˀǦ)− ˁǦ

߿( ȋƟŒɻʉࢍ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࡦ ˁǦ ∈ ,߾−} {߾ Œȣƌ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) = ȋȣ

(
+߾ Ɵˇɠ(−ˁǦ�θ⃗ (⃗ˀǦ))

)
ȋȴǊǩɻʉǩƁࢍ

ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ

ࠄ



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �ǩȣƟŒɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → R ʿǩʉǞ �θ⃗ (⃗ˀ)
/27
= ⟨θ⃗,⃗ˀ⟩

= θ⃗(߾) · ⃗ˀ(߾) + . . .+ θ⃗(Ɗ) · ⃗ˀ(Ɗ)

ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ RƊ ʉǞƟࢍ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ
ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

+ ß(θ⃗)

ʿǞƟɫƟ ℓ ǩɻ ɻȴȝƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ Ǟȴʿ ǇŒɫ �θ⃗ (⃗ˀǦ) ǩɻ Ǉɫȴȝ ˁǦࡱ

ࡦ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) =
(
�θ⃗ (⃗ˀǦ)− ˁǦ

߿( ȋƟŒɻʉࢍ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࡦ ˁǦ ∈ ,߾−} {߾ Œȣƌ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) = ȋȣ

(
+߾ Ɵˇɠ(−ˁǦ�θ⃗ (⃗ˀǦ))

)
ȋȴǊǩɻʉǩƁࢍ

ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ

ࠄ



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �ǩȣƟŒɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → R ʿǩʉǞ �θ⃗ (⃗ˀ)
/27
= ⟨θ⃗,⃗ˀ⟩ = θ⃗(߾) · ⃗ˀ(߾) + . . .+ θ⃗(Ɗ) · ⃗ˀ(Ɗ)ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ RƊ ʉǞƟࢍ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ
ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

+ ß(θ⃗)

ʿǞƟɫƟ ℓ ǩɻ ɻȴȝƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ Ǟȴʿ ǇŒɫ �θ⃗ (⃗ˀǦ) ǩɻ Ǉɫȴȝ ˁǦࡱ

ࡦ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) =
(
�θ⃗ (⃗ˀǦ)− ˁǦ

߿( ȋƟŒɻʉࢍ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࡦ ˁǦ ∈ ,߾−} {߾ Œȣƌ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) = ȋȣ

(
+߾ Ɵˇɠ(−ˁǦ�θ⃗ (⃗ˀǦ))

)
ȋȴǊǩɻʉǩƁࢍ

ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ

ࠄ



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �ǩȣƟŒɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → R ʿǩʉǞ �θ⃗ (⃗ˀ)
/27
= ⟨θ⃗,⃗ˀ⟩ = θ⃗(߾) · ⃗ˀ(߾) + . . .+ θ⃗(Ɗ) · ⃗ˀ(Ɗ)ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ RƊ ʉǞƟࢍ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ
ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

+ ß(θ⃗)

ʿǞƟɫƟ ℓ ǩɻ ɻȴȝƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ Ǟȴʿ ǇŒɫ �θ⃗ (⃗ˀǦ) ǩɻ Ǉɫȴȝ ˁǦࡱ

ࡦ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) =
(
�θ⃗ (⃗ˀǦ)− ˁǦ

߿( ȋƟŒɻʉࢍ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࡦ ˁǦ ∈ ,߾−} {߾ Œȣƌ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) = ȋȣ

(
+߾ Ɵˇɠ(−ˁǦ�θ⃗ (⃗ˀǦ))

)
ȋȴǊǩɻʉǩƁࢍ

ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ

ࠄ



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �ǩȣƟŒɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → R ʿǩʉǞ �θ⃗ (⃗ˀ)
/27
= ⟨θ⃗,⃗ˀ⟩ = θ⃗(߾) · ⃗ˀ(߾) + . . .+ θ⃗(Ɗ) · ⃗ˀ(Ɗ)ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ RƊ ʉǞƟࢍ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ
ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

+ ß(θ⃗)

ʿǞƟɫƟ ℓ ǩɻ ɻȴȝƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ Ǟȴʿ ǇŒɫ �θ⃗ (⃗ˀǦ) ǩɻ Ǉɫȴȝ ˁǦࡱ

ࡦ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) =
(
�θ⃗ (⃗ˀǦ)− ˁǦ

߿( ȋƟŒɻʉࢍ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࡦ ˁǦ ∈ ,߾−} {߾ Œȣƌ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) = ȋȣ

(
+߾ Ɵˇɠ(−ˁǦ�θ⃗ (⃗ˀǦ))

)
ȋȴǊǩɻʉǩƁࢍ

ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ

ࠄ

Painm-inputdata



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �ǩȣƟŒɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → R ʿǩʉǞ �θ⃗ (⃗ˀ)
/27
= ⟨θ⃗,⃗ˀ⟩ = θ⃗(߾) · ⃗ˀ(߾) + . . .+ θ⃗(Ɗ) · ⃗ˀ(Ɗ)ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ RƊ ʉǞƟࢍ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ
ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

+ ß(θ⃗)

ʿǞƟɫƟ ℓ ǩɻ ɻȴȝƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ Ǟȴʿ ǇŒɫ �θ⃗ (⃗ˀǦ) ǩɻ Ǉɫȴȝ ˁǦࡱ

ࡦ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) =
(
�θ⃗ (⃗ˀǦ)− ˁǦ

߿( ȋƟŒɻʉࢍ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࡦ ˁǦ ∈ ,߾−} {߾ Œȣƌ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) = ȋȣ

(
+߾ Ɵˇɠ(−ˁǦ�θ⃗ (⃗ˀǦ))

)
ȋȴǊǩɻʉǩƁࢍ

ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࠄ

- - -
- -



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �ǩȣƟŒɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → R ʿǩʉǞ �θ⃗ (⃗ˀ)
/27
= ⟨θ⃗,⃗ˀ⟩ = θ⃗(߾) · ⃗ˀ(߾) + . . .+ θ⃗(Ɗ) · ⃗ˀ(Ɗ)ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ RƊ ʉǞƟࢍ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ
ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) + ß(θ⃗)

ʿǞƟɫƟ ℓ ǩɻ ɻȴȝƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ Ǟȴʿ ǇŒɫ �θ⃗ (⃗ˀǦ) ǩɻ Ǉɫȴȝ ˁǦࡱ

ࡦ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) =
(
�θ⃗ (⃗ˀǦ)− ˁǦ

߿( ȋƟŒɻʉࢍ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࡦ ˁǦ ∈ ,߾−} {߾ Œȣƌ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) = ȋȣ

(
+߾ Ɵˇɠ(−ˁǦ�θ⃗ (⃗ˀǦ))

)
ȋȴǊǩɻʉǩƁࢍ

ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࠄ

a



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߾ �ǩȣƟŒɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → R ʿǩʉǞ �θ⃗ (⃗ˀ)
/27
= ⟨θ⃗,⃗ˀ⟩ = θ⃗(߾) · ⃗ˀ(߾) + . . .+ θ⃗(Ɗ) · ⃗ˀ(Ɗ)ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ RƊ ʉǞƟࢍ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ʉɫŒǩȣǩȣǊࢍ ɠȴǩȣʉɻࢎ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ
ʉǞƟࢍ ɫȴʿɻ ȴǇ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࢎ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗
ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) + λ∥θ⃗∥߿߿

ʿǞƟɫƟ ℓ ǩɻ ɻȴȝƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ Ǟȴʿ ǇŒɫ �θ⃗ (⃗ˀǦ) ǩɻ Ǉɫȴȝ ˁǦࡱ

ࡦ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) =
(
�θ⃗ (⃗ˀǦ)− ˁǦ

߿( ȋƟŒɻʉࢍ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࡦ ˁǦ ∈ ,߾−} {߾ Œȣƌ ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ) = ȋȣ

(
+߾ Ɵˇɠ(−ˁǦ�θ⃗ (⃗ˀǦ))

)
ȋȴǊǩɻʉǩƁࢍ

ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢎ
ࠄ

[



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߿ £ƟʞɫŒȋ £Ɵʉʿȴɫȅɻ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → Rࡱ

�θ⃗ (⃗ˀ) = ⟨⃗y Ȱʗʂ,σ(ī߿σ(ī⃗߾ˀ))⟩ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ R(# ƝƊǈƝɵ) ʉǞƟࢍ ʿƟǩǊǞʉɻ ȴȣ ƟʻƟɫˈ ƟƌǊƟࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ
ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

ࠅ

I &



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߿ £ƟʞɫŒȋ £Ɵʉʿȴɫȅɻ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → Rࡱ

�θ⃗ (⃗ˀ) = ⟨⃗y Ȱʗʂ,σ(ī߿σ(ī⃗߾ˀ))⟩ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ R(# ƝƊǈƝɵ) ʉǞƟࢍ ʿƟǩǊǞʉɻ ȴȣ ƟʻƟɫˈ ƟƌǊƟࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ
ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

ࠅ



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߿ £ƟʞɫŒȋ £Ɵʉʿȴɫȅɻ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → Rࡱ �θ⃗ (⃗ˀ) = ⟨⃗y Ȱʗʂ,σ(ī߿σ(ī⃗߾ˀ))⟩ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ R(# ƝƊǈƝɵ) ʉǞƟࢍ ʿƟǩǊǞʉɻ ȴȣ ƟʻƟɫˈ ƟƌǊƟࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ
ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

ࠅ

00¥



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

DˇŒȝɠȋƟ ࡩ߿ £ƟʞɫŒȋ £Ɵʉʿȴɫȅɻ

�ȴƌƟȋࡩ �θ⃗ : RƊ → Rࡱ �θ⃗ (⃗ˀ) = ⟨⃗y Ȱʗʂ,σ(ī߿σ(ī⃗߾ˀ))⟩ࡱ

ßŒɫŒȝƟʉƟɫ ĨƟƁʉȴɫࡩ θ⃗ ∈ R(# ƝƊǈƝɵ) ʉǞƟࢍ ʿƟǩǊǞʉɻ ȴȣ ƟʻƟɫˈ ƟƌǊƟࢎ

´ɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ßɫȴŷȋƟȝࡩ cǩʻƟȣ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ Œȣƌ ȋŒŷƟȋɻ
ˁ߾, . . . , ˁȠ ∈ Rࡪ ˨ȣƌ θ⃗∗ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

ࠅ



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

ࡦ ðʞɠƟɫʻǩɻƟƌ ȝƟŒȣɻ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ Ǉȴɫ ʉǞƟ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࡦ ðȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ˨ȣŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝ ǞŒɻ ȝŒȣˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȣŒȝƟɻࡩ
ȋǩȅƟȋǩǞȴȴƌ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ƟȝɠǩɫǩƁŒȋ ɫǩɻȅ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ
ʉɫŒǩȣǩȣǊ ȋȴɻɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ +ȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩɻ Œȋɻȴ ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ǩȣ ʞȣɻʞɠƟɫʻǩɻƟƌ
ȋƟŒɫȣǩȣǊࡱ

ࡪ�+ßࢍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ƟʉƁࢎࡱ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ʉɫǩƟɻ ʉȴ ƟˇɠȋŒǩȣ ʿǞˈ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ) ȴȣ
ʉǞƟ ʂɥŒǦȠǦȠǈ ɛȰǦȠʂɵ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ȴȣ ǇʞʉʞɫƟ ʂƝɵʂ ɛȰǦȠʂɵࡱ xࡱƟࡪࡱ
ȝŒȅƟɻ ʞɻ ǞŒʻƟ Ǌȴȴƌ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ ȴȣ ǇʞʉʞɫƟ ǩȣɠʞʉɻࡱ

ࠆ



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

ࡦ ðʞɠƟɫʻǩɻƟƌ ȝƟŒȣɻ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ Ǉȴɫ ʉǞƟ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࡦ ðȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ˨ȣŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝ ǞŒɻ ȝŒȣˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȣŒȝƟɻࡩ
ȋǩȅƟȋǩǞȴȴƌ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ƟȝɠǩɫǩƁŒȋ ɫǩɻȅ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ
ʉɫŒǩȣǩȣǊ ȋȴɻɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ +ȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩɻ Œȋɻȴ ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ǩȣ ʞȣɻʞɠƟɫʻǩɻƟƌ
ȋƟŒɫȣǩȣǊࡱ

ࡪ�+ßࢍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ƟʉƁࢎࡱ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ʉɫǩƟɻ ʉȴ ƟˇɠȋŒǩȣ ʿǞˈ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ) ȴȣ
ʉǞƟ ʂɥŒǦȠǦȠǈ ɛȰǦȠʂɵ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ȴȣ ǇʞʉʞɫƟ ʂƝɵʂ ɛȰǦȠʂɵࡱ xࡱƟࡪࡱ
ȝŒȅƟɻ ʞɻ ǞŒʻƟ Ǌȴȴƌ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ ȴȣ ǇʞʉʞɫƟ ǩȣɠʞʉɻࡱ

ࠆ

-



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

ࡦ ðʞɠƟɫʻǩɻƟƌ ȝƟŒȣɻ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ Ǉȴɫ ʉǞƟ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࡦ ðȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ˨ȣŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝ ǞŒɻ ȝŒȣˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȣŒȝƟɻࡩ
ȋǩȅƟȋǩǞȴȴƌ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ƟȝɠǩɫǩƁŒȋ ɫǩɻȅ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ
ʉɫŒǩȣǩȣǊ ȋȴɻɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ +ȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩɻ Œȋɻȴ ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ǩȣ ʞȣɻʞɠƟɫʻǩɻƟƌ
ȋƟŒɫȣǩȣǊࡱ

ࡪ�+ßࢍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ƟʉƁࢎࡱ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ʉɫǩƟɻ ʉȴ ƟˇɠȋŒǩȣ ʿǞˈ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ) ȴȣ
ʉǞƟ ʂɥŒǦȠǦȠǈ ɛȰǦȠʂɵ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ȴȣ ǇʞʉʞɫƟ ʂƝɵʂ ɛȰǦȠʂɵࡱ xࡱƟࡪࡱ
ȝŒȅƟɻ ʞɻ ǞŒʻƟ Ǌȴȴƌ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ ȴȣ ǇʞʉʞɫƟ ǩȣɠʞʉɻࡱ

ࠆ



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

ࡦ ðʞɠƟɫʻǩɻƟƌ ȝƟŒȣɻ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ Ǉȴɫ ʉǞƟ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࡦ ðȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ˨ȣŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝ ǞŒɻ ȝŒȣˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȣŒȝƟɻࡩ
ȋǩȅƟȋǩǞȴȴƌ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ƟȝɠǩɫǩƁŒȋ ɫǩɻȅ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ
ʉɫŒǩȣǩȣǊ ȋȴɻɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ +ȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩɻ Œȋɻȴ ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ǩȣ ʞȣɻʞɠƟɫʻǩɻƟƌ
ȋƟŒɫȣǩȣǊࡱ ࡪ�+ßࢍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ƟʉƁࢎࡱ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ʉɫǩƟɻ ʉȴ ƟˇɠȋŒǩȣ ʿǞˈ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ) ȴȣ
ʉǞƟ ʂɥŒǦȠǦȠǈ ɛȰǦȠʂɵ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ȴȣ ǇʞʉʞɫƟ ʂƝɵʂ ɛȰǦȠʂɵࡱ xࡱƟࡪࡱ
ȝŒȅƟɻ ʞɻ ǞŒʻƟ Ǌȴȴƌ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ ȴȣ ǇʞʉʞɫƟ ǩȣɠʞʉɻࡱ

ࠆ

[



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ΓΉ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

ࡦ ðʞɠƟɫʻǩɻƟƌ ȝƟŒȣɻ ʿƟ ǞŒʻƟ ȋŒŷƟȋɻ ˁ߾, . . . , ˁȠ Ǉȴɫ ʉǞƟ ʉɫŒǩȣǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻࡱ

ࡦ ðȴȋʻǩȣǊ ʉǞƟ ˨ȣŒȋ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝ ǞŒɻ ȝŒȣˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȣŒȝƟɻࡩ
ȋǩȅƟȋǩǞȴȴƌ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ƟȝɠǩɫǩƁŒȋ ɫǩɻȅ ȝǩȣǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ
ʉɫŒǩȣǩȣǊ ȋȴɻɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ +ȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩɻ Œȋɻȴ ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ǩȣ ʞȣɻʞɠƟɫʻǩɻƟƌ
ȋƟŒɫȣǩȣǊࡱ ࡪ�+ßࢍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ƟʉƁࢎࡱ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ʉɫǩƟɻ ʉȴ ƟˇɠȋŒǩȣ ʿǞˈ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȋȴɻɻ �(θ⃗, Ĳ) ȴȣ
ʉǞƟ ʂɥŒǦȠǦȠǈ ɛȰǦȠʂɵ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ȋȴɻɻ ȴȣ ǇʞʉʞɫƟ ʂƝɵʂ ɛȰǦȠʂɵࡱ xࡱƟࡪࡱ
ȝŒȅƟɻ ʞɻ ǞŒʻƟ Ǌȴȴƌ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ ȴȣ ǇʞʉʞɫƟ ǩȣɠʞʉɻࡱ

ࠆ

↳



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

+ǞȴǩƁƟ ȴǇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ǅ(θ⃗) ʿǩȋȋ ƌƟɠƟȣƌ ȴȣ
ȝŒȣˈ ʉǞǩȣǊɻࡩ

ࡦ üǞƟ Ǉȴɫȝ ȴǇ ǅ ǩȣࢍ ࡪ�� ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ ʉǞƟ ȝȴƌƟȋ ॹ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ �ȣˈ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ ȴȣ θ⃗ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ∥θ⃗∥ < ƀࡱࢎ

ࡦ ´ʉǞƟɫ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡪ ɻʞƁǞ Œɻ ȝƟȝȴɫˈ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

īǞŒʉ ŒɫƟ ɻȴȝƟ ɠȴɠʞȋŒɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡲ

߽߾

-



ΧϑϫͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

+ǞȴǩƁƟ ȴǇ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ Ǉȴɫ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ǅ(θ⃗) ʿǩȋȋ ƌƟɠƟȣƌ ȴȣ
ȝŒȣˈ ʉǞǩȣǊɻࡩ

ࡦ üǞƟ Ǉȴɫȝ ȴǇ ǅ ǩȣࢍ ࡪ�� ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ ʉǞƟ ȝȴƌƟȋ ॹ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ �ȣˈ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ ȴȣ θ⃗ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ∥θ⃗∥ < ƀࡱࢎ

ࡦ ´ʉǞƟɫ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡪ ɻʞƁǞ Œɻ ȝƟȝȴɫˈ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࡱ

�(θ⃗, Ĳ) =
Ƞ∑

Ǧ=߾
ℓ(�θ⃗ (⃗ˀǦ), ˁǦ)

īǞŒʉ ŒɫƟ ɻȴȝƟ ɠȴɠʞȋŒɫ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡲ

߽߾

gradient Pers. I Neitmslifition,doin Adagrod- ellipsoid.

povernettod.



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

üǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Œȣƌࢍ ɻȴȝƟ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ʻŒɫǩŒȣʉɻࢎ

ࡦ �ȣ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻǩȝɠȋƟ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡪ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠȋǩƟƌ
ʉȴ Œȋȝȴɻʉ Œȣˈ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿƟ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊࡱ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ȣȴʉ ʉǞƟ ࢪŷƟɻʉࢩ ƁǞȴǩƁƟ Ǉȴɫ Œȣˈ ǊǩʻƟȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ŷʞʉ ǩʉ ǩɻ ʉǞƟ
ŒɠɠɫȴŒƁǞ ȴǇ ƁǞȴǩƁƟ ǩȣ �� ɻǩȣƁƟ ǩʉ ǩɻ ɻǩȝɠȋƟࡪ ǊƟȣƟɫŒȋࡪ Œȣƌ ȴǇʉƟȣ
ʿȴɫȅɻ ʻƟɫˈ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ʉɫǩƟɻ ʉȴ ȝȴʻƟ ʉȴʿŒɫƌɻ ʉǞƟ ȋȴʿƟɻʉ ȣƟŒɫŷˈ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ʉǞƟ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʉǞŒʉ ǩɻ ƁŒȣ  ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡱ

߾߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

üǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Œȣƌࢍ ɻȴȝƟ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ʻŒɫǩŒȣʉɻࢎ

ࡦ �ȣ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻǩȝɠȋƟ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡪ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠȋǩƟƌ
ʉȴ Œȋȝȴɻʉ Œȣˈ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿƟ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊࡱ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ȣȴʉ ʉǞƟ ࢪŷƟɻʉࢩ ƁǞȴǩƁƟ Ǉȴɫ Œȣˈ ǊǩʻƟȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ŷʞʉ ǩʉ ǩɻ ʉǞƟ
ŒɠɠɫȴŒƁǞ ȴǇ ƁǞȴǩƁƟ ǩȣ �� ɻǩȣƁƟ ǩʉ ǩɻ ɻǩȝɠȋƟࡪ ǊƟȣƟɫŒȋࡪ Œȣƌ ȴǇʉƟȣ
ʿȴɫȅɻ ʻƟɫˈ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ʉɫǩƟɻ ʉȴ ȝȴʻƟ ʉȴʿŒɫƌɻ ʉǞƟ ȋȴʿƟɻʉ ȣƟŒɫŷˈ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ʉǞƟ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʉǞŒʉ ǩɻ ƁŒȣ  ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡱ

߾߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

üǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Œȣƌࢍ ɻȴȝƟ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ʻŒɫǩŒȣʉɻࢎ

ࡦ �ȣ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻǩȝɠȋƟ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡪ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠȋǩƟƌ
ʉȴ Œȋȝȴɻʉ Œȣˈ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿƟ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊࡱ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ȣȴʉ ʉǞƟ ࢪŷƟɻʉࢩ ƁǞȴǩƁƟ Ǉȴɫ Œȣˈ ǊǩʻƟȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ŷʞʉ ǩʉ ǩɻ ʉǞƟ
ŒɠɠɫȴŒƁǞ ȴǇ ƁǞȴǩƁƟ ǩȣ �� ɻǩȣƁƟ ǩʉ ǩɻ ɻǩȝɠȋƟࡪ ǊƟȣƟɫŒȋࡪ Œȣƌ ȴǇʉƟȣ
ʿȴɫȅɻ ʻƟɫˈ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ʉɫǩƟɻ ʉȴ ȝȴʻƟ ʉȴʿŒɫƌɻ ʉǞƟ ȋȴʿƟɻʉ ȣƟŒɫŷˈ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ʉǞƟ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʉǞŒʉ ǩɻ ƁŒȣ  ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡱ

߾߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

üǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Œȣƌࢍ ɻȴȝƟ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ʻŒɫǩŒȣʉɻࢎ

ࡦ �ȣ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻǩȝɠȋƟ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡪ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠȋǩƟƌ
ʉȴ Œȋȝȴɻʉ Œȣˈ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿƟ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊࡱ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ȣȴʉ ʉǞƟ ࢪŷƟɻʉࢩ ƁǞȴǩƁƟ Ǉȴɫ Œȣˈ ǊǩʻƟȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ŷʞʉ ǩʉ ǩɻ ʉǞƟ
ŒɠɠɫȴŒƁǞ ȴǇ ƁǞȴǩƁƟ ǩȣ �� ɻǩȣƁƟ ǩʉ ǩɻ ɻǩȝɠȋƟࡪ ǊƟȣƟɫŒȋࡪ Œȣƌ ȴǇʉƟȣ
ʿȴɫȅɻ ʻƟɫˈ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ʉɫǩƟɻ ʉȴ ȝȴʻƟ ʉȴʿŒɫƌɻ ʉǞƟ ȋȴʿƟɻʉ ȣƟŒɫŷˈ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ʉǞƟ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʉǞŒʉ ǩɻ ƁŒȣ  ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡱ

߾߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ

üǞǩɻ ƁȋŒɻɻࡩ cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ Œȣƌࢍ ɻȴȝƟ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ʻŒɫǩŒȣʉɻࢎ

ࡦ �ȣ ƟˇʉɫƟȝƟȋˈ ɻǩȝɠȋƟ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌࡪ ʉǞŒʉ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠȋǩƟƌ
ʉȴ Œȋȝȴɻʉ Œȣˈ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿƟ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ȴɠʉǩȝǩ˔ǩȣǊࡱ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ȣȴʉ ʉǞƟ ࢪŷƟɻʉࢩ ƁǞȴǩƁƟ Ǉȴɫ Œȣˈ ǊǩʻƟȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡪ ŷʞʉ ǩʉ ǩɻ ʉǞƟ
ŒɠɠɫȴŒƁǞ ȴǇ ƁǞȴǩƁƟ ǩȣ �� ɻǩȣƁƟ ǩʉ ǩɻ ɻǩȝɠȋƟࡪ ǊƟȣƟɫŒȋࡪ Œȣƌ ȴǇʉƟȣ
ʿȴɫȅɻ ʻƟɫˈ ʿƟȋȋࡱ

ࡦ �ʉ ƟŒƁǞ ɻʉƟɠࡪ ʉɫǩƟɻ ʉȴ ȝȴʻƟ ʉȴʿŒɫƌɻ ʉǞƟ ȋȴʿƟɻʉ ȣƟŒɫŷˈ ɠȴǩȣʉ ǩȣ ʉǞƟ
ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʉǞŒʉ ǩɻ ƁŒȣ  ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡱ

߾߾

Q "opposite

1 "
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ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ Ɲ⃗Ǧ ∈ RƊ ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǦʂǛ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ŷŒɻǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ
Ɲ⃗Ǧ = [߽, ߽, ,߾ ߽, ߽, . . . , ߽]︸ ︷︷ ︸

߾ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ

ࡱ

ßŒɫʉǩŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

∂ǅ
∂θ⃗(Ǧ)

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ · Ɲ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

3⃗ɹ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

߿߾



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ Ɲ⃗Ǧ ∈ RƊ ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǦʂǛ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ŷŒɻǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ
Ɲ⃗Ǧ = [߽, ߽, ,߾ ߽, ߽, . . . , ߽]︸ ︷︷ ︸

߾ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ

ࡱ

ßŒɫʉǩŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

∂ǅ
∂θ⃗(Ǧ)

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ · Ɲ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

3⃗ɹ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

߿߾



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ Ɲ⃗Ǧ ∈ RƊ ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ǦʂǛ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ŷŒɻǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ
Ɲ⃗Ǧ = [߽, ߽, ,߾ ߽, ߽, . . . , ߽]︸ ︷︷ ︸

߾ Œʉ ɠȴɻǩʉǩȴȣ Ǧ

ࡱ

ßŒɫʉǩŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

∂ǅ
∂θ⃗(Ǧ)

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ · Ɲ⃗Ǧ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟࡩ

3⃗ɹ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

߿߾

[
•



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠀ߾

§



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠀ߾



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ(⃗Ɲ߾ · ⃗ɹ(߾) + Ɲ⃗߿ · ⃗ɹ(߿) + . . .+ Ɲ⃗Ɗ · ⃗ɹ(Ɗ))− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠀ߾

#



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ(⃗Ɲ߾ · ⃗ɹ(߾) + Ɲ⃗߿ · ⃗ɹ(߿) + . . .+ Ɲ⃗Ɗ · ⃗ɹ(Ɗ))− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠀ߾



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ(⃗Ɲ߾ · ⃗ɹ(߾) + Ɲ⃗߿ · ⃗ɹ(߿) + . . .+ Ɲ⃗Ɗ · ⃗ɹ(Ɗ))− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠀ߾



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ(⃗Ɲ߾ · ⃗ɹ(߾) + Ɲ⃗߿ · ⃗ɹ(߿) + . . .+ Ɲ⃗Ɗ · ⃗ɹ(Ɗ))− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠀ߾

÷



ΓϺΉϫͮЖ˺Ϙͮ˺ϫ̺ ̤˺Ή̤ϺΉϺϡ Ϙ̺Ж̺ͮЙ

cɫŒƌǩƟȣʉࡩ �ʞɻʉ Œ ࢪȋǩɻʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩŒȋ ƌƟɫǩʻŒʉǩʻƟɻࡱ

∇⃗ǅ(θ⃗) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ǅ
∂θ⃗(߾)
∂ǅ

∂θ⃗(߿)
ࡱࡱࡱ
∂ǅ

∂θ⃗(Ɗ)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

5ǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋ 5ƟɫǩʻŒʉǩʻƟ ǩȣ üƟɫȝɻ ȴǇ ʉǞƟ cɫŒƌǩƟȣʉࡩ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ(⃗Ɲ߾ · ⃗ɹ(߾) + Ɲ⃗߿ · ⃗ɹ(߿) + . . .+ Ɲ⃗Ɗ · ⃗ɹ(Ɗ))− ǅ(θ⃗)
ϵ

≈ ⃗ɹ(߾) · ∂ǅ
∂θ⃗(߾)

+ ⃗ɹ(߿) · ∂ǅ
∂θ⃗(߿)

+ . . .+ ⃗ɹ(Ɗ) · ∂ǅ
∂θ⃗(Ɗ)

= ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗)⟩.

ࠀ߾
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͘ϺΗ̤ϫͮΧΗ ˺̤̤̺ϡϡ

´ǇʉƟȣ ʉǞƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʿƟ ŒɫƟ ʉɫˈǩȣǊ ʉȴ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ƁȴȝɠȋƟˇ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ Œ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅࡱࢎ īƟ ʿǩȋȋ ŒɻɻʞȝƟ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴࡩ

`ʞȣƁʉǩȴȣ DʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡩ +Œȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ǅ(θ⃗) Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗ࡱ

cɫŒƌǩƟȣʉ DʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡩ +Œȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ∇⃗ǅ(θ⃗) Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗ࡱ

xȣ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡩ

ࡦ `ʞȣƁʉǩȴȣ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ Œ ǇȴɫʿŒɫƌ ɠŒɻɻ ɠɫȴɠȴǊŒʉƟࢍ Œȣ
ǩȣɠʞʉ ʉǞɫȴʞǊǞ ʉǞƟ ȣƟʉʿȴɫȅࡱࢎ

ࡦ cɫŒƌǩƟȣʉ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ Œ ŷŒƁȅʿŒɫƌ ɠŒɻɻ ƁȴȝɠʞʉƟࢍ ʉǞƟ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ʻǩŒ ƁǞŒǩȣ ɫʞȋƟࡪ ʞɻǩȣǊ ŷŒƁȅɠɫȴɠŒǊŒʉǩȴȣࡱࢎ

ࠁ߾



͘ϺΗ̤ϫͮΧΗ ˺̤̤̺ϡϡ

´ǇʉƟȣ ʉǞƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ʿƟ ŒɫƟ ʉɫˈǩȣǊ ʉȴ ȴɠʉǩȝǩ˔Ɵ ŒɫƟ ʻƟɫˈ ƁȴȝɠȋƟˇ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ Œ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅࡱࢎ īƟ ʿǩȋȋ ŒɻɻʞȝƟ ŒƁƁƟɻɻ ʉȴࡩ

`ʞȣƁʉǩȴȣ DʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡩ +Œȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ǅ(θ⃗) Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗ࡱ

cɫŒƌǩƟȣʉ DʻŒȋʞŒʉǩȴȣࡩ +Œȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ∇⃗ǅ(θ⃗) Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗ࡱ

xȣ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡩ

ࡦ `ʞȣƁʉǩȴȣ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ Œ ǇȴɫʿŒɫƌ ɠŒɻɻ ɠɫȴɠȴǊŒʉƟࢍ Œȣ
ǩȣɠʞʉ ʉǞɫȴʞǊǞ ʉǞƟ ȣƟʉʿȴɫȅࡱࢎ

ࡦ cɫŒƌǩƟȣʉ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ Œ ŷŒƁȅʿŒɫƌ ɠŒɻɻ ƁȴȝɠʞʉƟࢍ ʉǞƟ
ǊɫŒƌǩƟȣʉ ʻǩŒ ƁǞŒǩȣ ɫʞȋƟࡪ ʞɻǩȣǊ ŷŒƁȅɠɫȴɠŒǊŒʉǩȴȣࡱࢎ

ࠁ߾

E



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̺Р˺ΓϑΉ̺
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ϵ

= ȋǩȝ
ϵ→߽

ϵ⃗ƝóǺ ⃗ˀǦ
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗(߽)ࡪ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ
ࢎɻȝŒȋȋࢍ ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ
ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗(Ǧ))− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

ࠅ߾

Oi-' →gi

-



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗(߽)ࡪ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ
ࢎɻȝŒȋȋࢍ ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ
ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗ + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗)
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗(Ǧ))− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

ࠅ߾

-

-

-
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͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗(߽)ࡪ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ
ࢎɻȝŒȋȋࢍ ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ
ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗(Ǧ))− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

ࠅ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗(߽)ࡪ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ
ࢎɻȝŒȋȋࢍ ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ
ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗(Ǧ))− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

ࠅ߾

- - - -



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗(߽)ࡪ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ
ࢎɻȝŒȋȋࢍ ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ
ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗(Ǧ))− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) ≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

ࠅ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗(߽)ࡪ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ
ࢎɻȝŒȋȋࢍ ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ
ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗(Ǧ))− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) ≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

ࠅ߾

①



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ͞Ϙ̺̺̭С ˺ϑϑϘΧ˺̤ͩ

cɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ǩɻ Œ ǊɫƟƟƌˈ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝࡩ
ðʉŒɫʉǩȣǊ Œʉ θ⃗(߽)ࡪ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣ ȋƟʉ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹࡪ ʿǞƟɫƟ η ǩɻ Œ
ࢎɻȝŒȋȋࢍ ɻʉƟɠࢩ ɻǩ˔Ɵࢪ Œȣƌ ⃗ɹ ǩɻ Œ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ
ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)ࡱ

3⃗ʴ ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ȋǩȝ
ϵ→߽

ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + ϵ⃗ʴ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
ϵ

.

ðȴ Ǉȴɫ ɻȝŒȋȋ ηࡩ

ǅ(θ⃗(Ǧ))− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) = ǅ(θ⃗(Ǧ−߾) + η⃗ɹ)− ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) ≈ η · 3⃗ʴǅ(θ⃗(Ǧ−߾))
= η · ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩.

īƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ƁǞȴȴɻƟ ⃗ɹ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⟨⃗ʴ, ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))⟩  ǩࡱƟࡪࡱ ɠȴǩȣʉǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ
ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ∇⃗ǅ(θ⃗(Ǧ−߾)) ŷʞʉ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴɠɠȴɻǩʉƟ ɻǩǊȣࡱ

ࠅ߾

-



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ϑϡϺ̺̭Χ̤Χ̭̺

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗(߽)ࡱ
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η∇ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ⃗(ʂ)ࡪ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ ȴǇ ǅ(θ⃗)ࡱ

ðʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ŒǞƟŒƌ ȴǇ ʉǩȝƟ ȴɫ ŒƌŒɠʉƟƌ ƌʞɫǩȣǊ ʉǞƟ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟʉŒǩȋɻࢍ ʉȴ ƁȴȝƟࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ ȣȴʿ ŒɻɻʞȝƟ η ɻʉŒˈɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡱ

īǞƟȣ ʿǩȋȋ ʉǞǩɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿȴɫȅ ʿƟȋȋࡲ

ࠆ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ϑϡϺ̺̭Χ̤Χ̭̺

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗(߽)ࡱ
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η∇ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ⃗(ʂ)ࡪ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ ȴǇ ǅ(θ⃗)ࡱ

ðʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ŒǞƟŒƌ ȴǇ ʉǩȝƟ ȴɫ ŒƌŒɠʉƟƌ ƌʞɫǩȣǊ ʉǞƟ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟʉŒǩȋɻࢍ ʉȴ ƁȴȝƟࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ ȣȴʿ ŒɻɻʞȝƟ η ɻʉŒˈɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡱ

īǞƟȣ ʿǩȋȋ ʉǞǩɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿȴɫȅ ʿƟȋȋࡲ

ࠆ߾



͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ϑϡϺ̺̭Χ̤Χ̭̺

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ⃗(߽)ࡱ
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η∇ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ⃗(ʂ)ࡪ Œɻ Œȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ ȴǇ ǅ(θ⃗)ࡱ

ðʉƟɠ ɻǩ˔Ɵ η ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ŒǞƟŒƌ ȴǇ ʉǩȝƟ ȴɫ ŒƌŒɠʉƟƌ ƌʞɫǩȣǊ ʉǞƟ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟʉŒǩȋɻࢍ ʉȴ ƁȴȝƟࢎࡱ

ࡦ `ȴɫ ȣȴʿ ŒɻɻʞȝƟ η ɻʉŒˈɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ǩȣ ƟŒƁǞ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣࡱ

īǞƟȣ ʿǩȋȋ ʉǞǩɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ʿȴɫȅ ʿƟȋȋࡲ

ࠆ߾



cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η∇ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

߽߿

•

non-convex
-convex

•/ FBI. B • ,
a t
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→
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̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗϡ ͘ΧϘ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʿǩȋȋ
ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ

= ȝǩȣ
θ
ǅ(θ) + ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ɻɠŒɫɻƟ
ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࡪࢎȋŒɻɻȴࢍ ɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Ɵƌ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ðĨ�ðࡱࡱࡱࡪ

£ȴȣ࢙+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ
ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

∥∇ǅ(θ̂)∥߿ ≤ ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡪ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȝǩˇʉʞɫƟ ȝȴƌƟȋɻࡱ

߾߿

- a



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗϡ ͘ΧϘ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʿǩȋȋ
ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ = ȝǩȣ
θ
ǅ(θ) + ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ɻɠŒɫɻƟ
ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࡪࢎȋŒɻɻȴࢍ ɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Ɵƌ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ðĨ�ðࡱࡱࡱࡪ

£ȴȣ࢙+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ
ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

∥∇ǅ(θ̂)∥߿ ≤ ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡪ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȝǩˇʉʞɫƟ ȝȴƌƟȋɻࡱ

߾߿



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗϡ ͘ΧϘ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʿǩȋȋ
ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ = ȝǩȣ
θ
ǅ(θ) + ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ɻɠŒɫɻƟ
ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࡪࢎȋŒɻɻȴࢍ ɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Ɵƌ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ðĨ�ðࡱࡱࡱࡪ

£ȴȣ࢙+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ
ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

∥∇ǅ(θ̂)∥߿ ≤ ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡪ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȝǩˇʉʞɫƟ ȝȴƌƟȋɻࡱ

߾߿



̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗϡ ͘ΧϘ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʿǩȋȋ
ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ = ȝǩȣ
θ
ǅ(θ) + ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ɻɠŒɫɻƟ
ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࡪࢎȋŒɻɻȴࢍ ɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Ɵƌ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ðĨ�ðࡱࡱࡱࡪ

£ȴȣ࢙+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ
ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

∥∇ǅ(θ̂)∥߿ ≤ ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡪ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȝǩˇʉʞɫƟ ȝȴƌƟȋɻࡱ

߾߿
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̤ΧΗ̭ͮϫͮΧΗϡ ͘ΧϘ ͞Ϙ˺̭̺ͮΗϫ ̭̺ϡ̤̺Ηϫ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʿǩȋȋ
ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɫ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ = ȝǩȣ
θ
ǅ(θ) + ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȋƟŒɻʉ ɻɧʞŒɫƟɻ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ɻɠŒɫɻƟ
ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ࡪࢎȋŒɻɻȴࢍ ɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Ɵƌ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ ðĨ�ðࡱࡱࡱࡪ

£ȴȣ࢙+ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ �ǇʉƟɫ ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ
ʿǩȋȋ ƁȴȣʻƟɫǊƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ θ̂ ʿǩʉǞࡩ

∥∇ǅ(θ̂)∥߿ ≤ ϵ.

DˇŒȝɠȋƟɻࡩ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡪ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ȝǩˇʉʞɫƟ ȝȴƌƟȋɻࡱ

߾߿



ϡϫ˺ϫͮΧΗ˺ϘС ϑΧͮΗϫ Жϡࡱ ΉΧ̤˺Ή ΓͮΗͮΓϺΓ

īǞˈ Ǉȴɫ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ƌȴ ʿƟ ȴȣȋˈ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ
ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ Œȣ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȋȴƁŒȋ ȝǩȣǩȝʞȝࡲ

߿߿



ϡϫ˺ϫͮΧΗ˺ϘС ϑΧͮΗϫ Жϡࡱ ΉΧ̤˺Ή ΓͮΗͮΓϺΓ

īǞˈ Ǉȴɫ ȣȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ ƌȴ ʿƟ ȴȣȋˈ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ
ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ʉȴ Œ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻʉŒʉǩȴȣŒɫˈ ɠȴǩȣʉ ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ Œȣ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ȋȴƁŒȋ ȝǩȣǩȝʞȝࡲ

߿߿
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Й̺ΉΉ̺̜࢙ͩ˺Ж̺̭ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η∇ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

ࠀ߿
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Й̺ΉΉ̺̜࢙ͩ˺Ж̺̭ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ċɠƌŒʉƟࡩ θ⃗(Ǧ) = θ⃗(Ǧ−߾) − η∇ǅ(θ⃗(Ǧ−߾))

ࠁ߿



Й̺ΉΉ̺̜࢙ͩ˺Ж̺̭ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

#ȴʉǞ +ȴȣʻƟˇ Œȣƌ £ȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇࡩ £ƟƟƌ ʉȴ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ
ʿƟȋȋ ŷƟǞŒʻƟƌ ǩȣ ɻȴȝƟ ʿŒ ̍ࡱ

ࡦ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ɻǩ˔Ɵࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ŷȴʞȣƌƟƌࡩࢎ `ȴɫ Œȋȋ θ⃗ Œȣƌ ɻȴȝƟ aࡪ

∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ a.

ࡦ ðȝȴȴʉǞ ɻǩ˔ƟࡷƌǩɫƟƁʉǩȴȣࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ ƁǞŒȣǊǩȣǊ ʉȴȴ
ɧʞǩƁȅȋˈࡩࢎ `ȴɫ Œȋȋ θ⃗߾, θ⃗߿ Œȣƌ ɻȴȝƟ βࡪ

∥∇⃗ǅ(θ⃗߾)− ∇⃗ǅ(θ⃗߿)∥߿ ≤ β · ∥θ⃗߾ − θ⃗߿∥߿.

ࠂ߿



Й̺ΉΉ̺̜࢙ͩ˺Ж̺̭ ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

#ȴʉǞ +ȴȣʻƟˇ Œȣƌ £ȴȣ࢙ƁȴȣʻƟˇࡩ £ƟƟƌ ʉȴ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǩɻ
ʿƟȋȋ ŷƟǞŒʻƟƌ ǩȣ ɻȴȝƟ ʿŒ ̍ࡱ

ࡦ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ɻǩ˔Ɵࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ŷȴʞȣƌƟƌࡩࢎ `ȴɫ Œȋȋ θ⃗ Œȣƌ ɻȴȝƟ aࡪ

∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ a.

ࡦ ðȝȴȴʉǞ ɻǩ˔ƟࡷƌǩɫƟƁʉǩȴȣࢍ ȴǇ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ǩɻ ȣȴʉ ƁǞŒȣǊǩȣǊ ʉȴȴ
ɧʞǩƁȅȋˈࡩࢎ `ȴɫ Œȋȋ θ⃗߾, θ⃗߿ Œȣƌ ɻȴȝƟ βࡪ

∥∇⃗ǅ(θ⃗߾)− ∇⃗ǅ(θ⃗߿)∥߿ ≤ β · ∥θ⃗߾ − θ⃗߿∥߿.

ࠂ߿



cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫ ƁȴȣʻƟˇ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻࡱ

ࠃ߿



̤ΧΗЖ̺РͮϫС

5Ɵ˨ȣǩʉǩȴȣ  +ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ � ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ
ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ RƊ Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

−߾) λ) · ǅ(θ⃗߾) + λ · ǅ(θ⃗߿) ≥ ǅ
(
−߾) λ) · θ⃗߾ + λ · θ⃗߿

)

ࠄ߿



̤ΧΗЖ̺РͮϫС

+ȴɫȴȋȋŒɫˈ  +ȴȣʻƟˇ `ʞȣƁʉǩȴȣࡩ � ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅ : RƊ → R ǩɻ ƁȴȣʻƟˇ ǩǇ
Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇࡪ Ǉȴɫ Œȣˈ θ⃗߾, θ⃗߿ ∈ RƊ Œȣƌ λ ∈ [߽, ࡩ[߾

ǅ(θ⃗߿)− ǅ(θ⃗߾) ≥ ∇⃗ǅ(θ⃗߾)ó
(
θ⃗߿ − θ⃗߾

)

ࠅ߿



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ  ̤ΧΗЖ̺Р ͘ϺΗ̤ϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉࡩ

ࡦ ǅ ǩɻ ƁȴȣʻƟˇࡱ
ࡦ ǅ ǩɻ a �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ∥∇⃗ǅ(θ⃗)∥߿ ≤ a Ǉȴɫ Œȋȋ θ⃗ࡱ
ࡦ ∥θ߽⃗ − θ⃗∗∥߿ ≤ ß ʿǞƟɫƟ θ߽ ǩɻ ʉǞƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ɠȴǩȣʉࡱ

cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉ

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ɻȴȝƟ ǩȣǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ θ߽⃗ Œȣƌ ɻƟʉ η = ß
a
√
ʂ ࡱ

ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ θ⃗Ǧ = θ⃗Ǧ−߾ − η∇ǅ(θ⃗Ǧ−߾)

ࡦ æƟʉʞɫȣ θ̂ = ŒɫǊȝǩȣθ߽⃗,...θ⃗ʂ ǅ(θ⃗Ǧ)ࡱ

ࠆ߿



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ ĨǩɻʞŒȋȋˈࡩ

߽ࠀ



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ ĨǩɻʞŒȋȋˈࡩ

߽ࠀ



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ `ȴɫȝŒȋȋˈࡩ

߾ࠀ



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ ∇ǅ(θǦ)(θǦ − θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿

=⇒ ðʉƟɠ ࡱ߾

߿ࠀ



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ ࡱ

ðʉƟɠ ࡩ߾ࡱ߾ ∇ǅ(θǦ)(θǦ − θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ =⇒ ðʉƟɠ ࡱ߾

߿ࠀ



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿

=⇒

ðʉƟɠ ࡩ߿ ߾
ó
∑ó

Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ó߿ +

ηa߿
߿ ࡱ

ࠀࠀ



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߾ `ȴɫ Œȋȋ Ǧࡪ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ∥θǦ−θ∗∥߿߿−∥θǦ+߾−θ∗∥߿߿
η߿ + ηa߿

߿ =⇒

ðʉƟɠ ࡩ߿ ߾
ó
∑ó

Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ó߿ +

ηa߿
߿ ࡱ

ࠀࠀ



̭͞ ˺Η˺ΉСϡͮϡ ϑϘΧΧ͘

üǞƟȴɫƟȝ  c5 ȴȣ +ȴȣʻƟˇ �ǩɠɻƁǞǩʉ˔ `ʞȣƁʉǩȴȣɻࡩ `ȴɫ ƁȴȣʻƟˇ a
�ǩɠɻƁǞǩʉ˔ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ǅࡪ c5 ɫʞȣ ʿǩʉǞ ʂ ≥ ß߿a߿

ϵ߿ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ η = ß
a
√
ʂ ࡪ

Œȣƌ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ɠȴǩȣʉ ʿǩʉǞǩȣ ɫŒƌǩʞɻ ß ȴǇ θ∗ࡪ ȴʞʉɠʞʉɻ θ̂ ɻŒʉǩɻǇˈǩȣǊࡩ

ǅ(θ̂) ≤ ǅ(θ∗) + ϵ.

ðʉƟɠ ࡩ߿ ߾
ó
∑ó

Ǧ=߾ ǅ(θǦ)− ǅ(θ∗) ≤ ß߿
η·ó߿ +

ηa߿
߿ ࡱ

ࠁࠀ



äʞƟɻʉǩȴȣɻ ȴȣ cɫŒƌǩƟȣʉ 5ƟɻƁƟȣʉࡲ

ࠂࠀ


