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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠃ߾

߽



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ Œȣƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ
ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋࡱ
ࡦ DǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ ðĨ5ࡷƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡱ
ࡦ xʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ Œȣƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ
ࡦ ðʉŒɫʉƟƌ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋࡱ
ࡦ DǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻ Ǉȴɫ ðĨ5ࡷƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡱ
ࡦ xʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ ɠȴʿƟɫ ȝƟʉǞȴƌࡪ �ɫˈȋȴʻ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ

߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

cȴŒȋࡩ �ɫǊʞƟ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟȣƟɻɻ ȴǇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ǩȣ Œ ȣŒʉʞɫŒȋࡪ ǩǇ
ȴʻƟɫɻǩȝɠȋǩ˨Ɵƌࡪ ǊƟȣƟɫŒʉǩʻƟ ȝȴƌƟȋࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ #ȋȴƁȅ �ȴƌƟȋ ßȋŒȣʉƟƌࢍ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ �ȴƌƟȋࡩࢎ �Ɵʉ aȠ(ɛ,ɡ) ŷƟ Œ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ǊɫŒɠǞɻ ȴȣ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ɻɠȋǩʉ ƟɧʞŒȋȋˈ ǩȣʉȴ ʉʿȴ Ǌɫȴʞɠɻ #
Œȣƌ ࡪ* ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ
ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ɻƟȋǇ࢙ȋȴȴɠɻࡱࢎ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷࡱ ɡ < ɛࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

߿



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

cȴŒȋࡩ �ɫǊʞƟ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟȣƟɻɻ ȴǇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ǩȣ Œ ȣŒʉʞɫŒȋࡪ ǩǇ
ȴʻƟɫɻǩȝɠȋǩ˨Ɵƌࡪ ǊƟȣƟɫŒʉǩʻƟ ȝȴƌƟȋࡱ

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ #ȋȴƁȅ �ȴƌƟȋ ßȋŒȣʉƟƌࢍ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ �ȴƌƟȋࡩࢎ �Ɵʉ aȠ(ɛ,ɡ) ŷƟ Œ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ǊɫŒɠǞɻ ȴȣ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ɻɠȋǩʉ ƟɧʞŒȋȋˈ ǩȣʉȴ ʉʿȴ Ǌɫȴʞɠɻ #
Œȣƌ ࡪ* ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ
ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ɻƟȋǇ࢙ȋȴȴɠɻࡱࢎ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷࡱ ɡ < ɛࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

߿



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɛ Ǉȴɫ
Ǧ, Ǻ ǩȣ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɡ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ȴǇ E[�]
Œȣƌ Ǟȴʿ ƁŒȣ ˈȴʞ ɻƟƟ
ʉǞǩɻ ɧʞǩƁȅȋˈࡲ
oȴʿ ȝŒȣˈ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ƌȴƟɻ E[�]
ǞŒʻƟࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ ࠀ



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɛ Ǉȴɫ
Ǧ, Ǻ ǩȣ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɡ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ȴǇ E[�]
Œȣƌ Ǟȴʿ ƁŒȣ ˈȴʞ ɻƟƟ
ʉǞǩɻ ɧʞǩƁȅȋˈࡲ

oȴʿ ȝŒȣˈ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ƌȴƟɻ E[�]
ǞŒʻƟࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ ࠀ



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɛ Ǉȴɫ
Ǧ, Ǻ ǩȣ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɡ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫŒȣȅ ȴǇ E[�]
Œȣƌ Ǟȴʿ ƁŒȣ ˈȴʞ ɻƟƟ
ʉǞǩɻ ɧʞǩƁȅȋˈࡲ
oȴʿ ȝŒȣˈ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ƌȴƟɻ E[�]
ǞŒʻƟࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ ࠀ



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

ࡦ ⃗ɹ߾ = ߾⃗ ʿǩʉǞ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ λ߾ =
(ɛ+ɡ)Ƞ

߿ ࡱ
ࡦ ⃗ɹ߿ = χ#,* ʿǩʉǞ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ λ߿ =

(ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ࡱ

ࡦ χ#,*(Ǧ) = ߾ ǩǇ Ǧ ∈ # Œȣƌ χ#,*(Ǧ) = ߾− Ǉȴɫ Ǧ ∈ ࡱ*

xǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ⃗ɹ߿ ʉǞƟȣ ʿƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ *

ࠁ



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

ࡦ ⃗ɹ߾ = ߾⃗ ʿǩʉǞ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ λ߾ =
(ɛ+ɡ)Ƞ

߿ ࡱ
ࡦ ⃗ɹ߿ = χ#,* ʿǩʉǞ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ λ߿ =

(ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ࡱ

ࡦ χ#,*(Ǧ) = ߾ ǩǇ Ǧ ∈ # Œȣƌ χ#,*(Ǧ) = ߾− Ǉȴɫ Ǧ ∈ ࡱ*

xǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ⃗ɹ߿ ʉǞƟȣ ʿƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ *

ࠁ

0



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

ࡦ ⃗ɹ߾ = ߾⃗ ʿǩʉǞ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ λ߾ =
(ɛ+ɡ)Ƞ

߿ ࡱ
ࡦ ⃗ɹ߿ = χ#,* ʿǩʉǞ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ λ߿ =

(ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ࡱ

ࡦ χ#,*(Ǧ) = ߾ ǩǇ Ǧ ∈ # Œȣƌ χ#,*(Ǧ) = ߾− Ǉȴɫ Ǧ ∈ ࡱ*

xǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ⃗ɹ߿ ʉǞƟȣ ʿƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ *
ࠁ



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ)ࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ Œȣƌ � ŷƟ ǩʉɻ
�ŒɠȋŒƁǩŒȣࡪ ʿǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

ࠂ

I E ( L ) : F t(D-A] = EID-TIA
:[¥....¥.Eat:]

E l l i sdotard.I-I'µI]}"
-#(f :µ ¥I-Ella])v MJ;i s eigenvectoro f $43

s totalv-LELAT v ⇒ ¥13v ; = lP¥Dnv;- X iV i
-



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ)ࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ Œȣƌ � ŷƟ ǩʉɻ
�ŒɠȋŒƁǩŒȣࡪ ʿǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

ࠃ

Fellini : l¥nvi-Xi ri:(ftp.xifv;
D ,s(pt¥ a s P¥n i g g y. : O

NED:O in.,¢L):qnxn.it#).(pzt-q7n
rankle)>n - I
rankCECAD:L XB,c:(111 -I- I- I



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ E[�] ǩɻ χ#,*  ʉǞƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓʞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ǊɫŒɠǞ a ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ � Œȣƌ ࢎ� ʿƟɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ ʞɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ʿȴʞȋƌ ƟˇŒƁʉȋˈ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ʉʿȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ ࡱ*

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Œ ȝŒʉɫǩˇ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࢎ� ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ǩʉɻ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡲ �Œʉɫǩˇ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ �ȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ ɻƁŒȋŒɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ ȋǩȅƟ �Œɫȅȴʻɻࡪ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻɻࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ Œ ʻƟɫˈ ɫƟƁƟȣʉ Œȣƌ ƁʞʉʉǩȣǊ ƟƌǊƟ
ɻʞŷ˨Ɵȋƌ ȴǇ ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁɻ ʉǞŒʉ ǩɻ ŷƟǩȣǊ ŒƁʉǩʻƟȋˈ ŒɠɠȋǩƟƌ ǩȣ
ƁȴȝɠʞʉƟɫ ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ Œȣƌ ࡱ��

ࠄ



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ E[�] ǩɻ χ#,*  ʉǞƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓʞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ǊɫŒɠǞ a ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ � Œȣƌ ࢎ� ʿƟɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ ʞɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ʿȴʞȋƌ ƟˇŒƁʉȋˈ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ʉʿȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ ࡱ*

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Œ ȝŒʉɫǩˇ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࢎ� ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ǩʉɻ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡲ �Œʉɫǩˇ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ �ȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ ɻƁŒȋŒɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ ȋǩȅƟ �Œɫȅȴʻɻࡪ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻɻࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ Œ ʻƟɫˈ ɫƟƁƟȣʉ Œȣƌ ƁʞʉʉǩȣǊ ƟƌǊƟ
ɻʞŷ˨Ɵȋƌ ȴǇ ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁɻ ʉǞŒʉ ǩɻ ŷƟǩȣǊ ŒƁʉǩʻƟȋˈ ŒɠɠȋǩƟƌ ǩȣ
ƁȴȝɠʞʉƟɫ ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ Œȣƌ ࡱ��

ࠄ



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ E[�] ǩɻ χ#,*  ʉǞƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓʞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ǊɫŒɠǞ a ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ � Œȣƌ ࢎ� ʿƟɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ ʞɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ʿȴʞȋƌ ƟˇŒƁʉȋˈ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ʉʿȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ ࡱ*

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Œ ȝŒʉɫǩˇ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࢎ� ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ǩʉɻ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡲ �Œʉɫǩˇ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ �ȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ ɻƁŒȋŒɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ ȋǩȅƟ �Œɫȅȴʻɻࡪ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻɻࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ Œ ʻƟɫˈ ɫƟƁƟȣʉ Œȣƌ ƁʞʉʉǩȣǊ ƟƌǊƟ
ɻʞŷ˨Ɵȋƌ ȴǇ ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁɻ ʉǞŒʉ ǩɻ ŷƟǩȣǊ ŒƁʉǩʻƟȋˈ ŒɠɠȋǩƟƌ ǩȣ
ƁȴȝɠʞʉƟɫ ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ Œȣƌ ࡱ��

ࠄ



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ E[�] ǩɻ χ#,*  ʉǞƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓʞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ǊɫŒɠǞ a ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ � Œȣƌ ࢎ� ʿƟɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ ʞɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ʿȴʞȋƌ ƟˇŒƁʉȋˈ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ʉʿȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ ࡱ*

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Œ ȝŒʉɫǩˇ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࢎ� ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ǩʉɻ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡲ �Œʉɫǩˇ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ �ȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ ɻƁŒȋŒɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ ȋǩȅƟ �Œɫȅȴʻɻࡪ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻɻࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ Œ ʻƟɫˈ ɫƟƁƟȣʉ Œȣƌ ƁʞʉʉǩȣǊ ƟƌǊƟ
ɻʞŷ˨Ɵȋƌ ȴǇ ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁɻ ʉǞŒʉ ǩɻ ŷƟǩȣǊ ŒƁʉǩʻƟȋˈ ŒɠɠȋǩƟƌ ǩȣ
ƁȴȝɠʞʉƟɫ ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ Œȣƌ ࡱ��

ࠄ

isn't



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

ċɠɻǞȴʉࡩ üǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ E[�] ǩɻ χ#,*  ʉǞƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ Ǉȴɫ ʉǞƟ Ɓʞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ǊɫŒɠǞ a ˈƟɧʞǩʻǩȋŒȣʉȋࢍ � Œȣƌ ࢎ� ʿƟɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ
ƟɧʞŒȋ ʉȴ ǩʉɻ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡪ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ ʞɻǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ʿȴʞȋƌ ƟˇŒƁʉȋˈ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ʉʿȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ ࡱ*

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Œ ȝŒʉɫǩˇ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࢎ� ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ǩʉɻ
ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡲ �Œʉɫǩˇ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡱ

ࡦ �ȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ ɻƁŒȋŒɫ ƁȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻ ȋǩȅƟ �Œɫȅȴʻɻࡪ
+ǞƟŷˈɻǞƟʻɻࡪ #ƟɫȣɻʉƟǩȣɻࡱ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ȝŒʉɫǩˇ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ Œ ʻƟɫˈ ɫƟƁƟȣʉ Œȣƌ ƁʞʉʉǩȣǊ ƟƌǊƟ
ɻʞŷ˨Ɵȋƌ ȴǇ ȝŒʉǞƟȝŒʉǩƁɻ ʉǞŒʉ ǩɻ ŷƟǩȣǊ ŒƁʉǩʻƟȋˈ ŒɠɠȋǩƟƌ ǩȣ
ƁȴȝɠʞʉƟɫ ɻƁǩƟȣƁƟࡪ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ Œȣƌ ࡱ��

ࠄ



Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ

�Œʉɫǩˇ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ xǇ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ

ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

ʿǞƟɫƟ ∥ · ߿∥ ǩɻ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝ ȴɠƟɫŒʉȴɫࢍ ȣȴɫȝࡱࢎ

`ȴɫ Œȣˈ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࡪ ∥Ĳ∥߿ = ȝŒˇˍ∈RƊ:∥ˍ∥߾=߿ ∥Ĳˍ∥ࡱ߿

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ∥Ĳ∥߿ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ȴǇ Ĳࡱ
`ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ Ĳ ȋǩȅƟࢍ �− E[�]ࢎ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ
ȴǇ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

`ȴɫ ʉǞƟ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡪ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ŒɫƟ ƁȋȴɻƟࡱ oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ɫƟȋŒʉƟ ʉȴ
ʉǞƟǩɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝࡲ

ࠅ
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Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ

�Œʉɫǩˇ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ xǇ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ

ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

ʿǞƟɫƟ ∥ · ߿∥ ǩɻ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝ ȴɠƟɫŒʉȴɫࢍ ȣȴɫȝࡱࢎ

`ȴɫ Œȣˈ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࡪ ∥Ĳ∥߿ = ȝŒˇˍ∈RƊ:∥ˍ∥߾=߿ ∥Ĳˍ∥ࡱ߿

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ∥Ĳ∥߿ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ȴǇ Ĳࡱ
`ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ Ĳ ȋǩȅƟࢍ �− E[�]ࢎ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ
ȴǇ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

`ȴɫ ʉǞƟ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡪ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ŒɫƟ ƁȋȴɻƟࡱ oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ɫƟȋŒʉƟ ʉȴ
ʉǞƟǩɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝࡲ

ࠅ
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Γ˺ϫϘͮР ̤ΧΗ̤̺ΗϫϘ˺ϫͮΧΗ

�Œʉɫǩˇ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣ xȣƟɧʞŒȋǩʉˈࡩ xǇ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ ʉǞƟȣ ʿǩʉǞ

ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

ʿǞƟɫƟ ∥ · ߿∥ ǩɻ ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝ ȴɠƟɫŒʉȴɫࢍ ȣȴɫȝࡱࢎ

`ȴɫ Œȣˈ Ĳ ∈ RȠ×Ɗࡪ ∥Ĳ∥߿ = ȝŒˇˍ∈RƊ:∥ˍ∥߾=߿ ∥Ĳˍ∥ࡱ߿

DˇƟɫƁǩɻƟࡩ ðǞȴʿ ʉǞŒʉ ∥Ĳ∥߿ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟ ȴǇ Ĳࡱ
`ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ Ĳ ȋǩȅƟࢍ �− E[�]ࢎ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ
ȴǇ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ ȝŒǊȣǩʉʞƌƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

`ȴɫ ʉǞƟ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡪ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ŒɫƟ ƁȋȴɻƟࡱ oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ɫƟȋŒʉƟ ʉȴ
ʉǞƟǩɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ȣȴɫȝࡲ

ࠅ

-

' XB i c



̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ ϑ̺ϘϫϺϘ̜˺ϫͮΧΗ

5Œʻǩɻ࢙�ŒǞŒȣ DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ßƟɫʉʞɫŷŒʉǩȴȣ üǞƟȴɫƟȝࡩ ðʞɠ࢙
ɠȴɻƟ �,� ∈ RƊ×Ɗ ŒɫƟ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ʿǩʉǞ ∥� − ߿∥� ≤ ϵ

Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ʴ߾, ʴ߿, . . . , ʴƊ Œȣƌ ¯ɹ߾, ¯ɹ߿, . . . , ¯ɹƊࡱ �ƟʉʉǩȣǊ
θ(ʴǦ, ¯ɹǦ) ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ŒȣǊȋƟ ŷƟʉʿƟƟȣ ʴǦ Œȣƌ ¯ɹǦࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧࡩ

ɻǩȣ[θ(ʴǦ, ¯ɹǦ)] ≤
ϵ

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|

ʿǞƟɫƟ λ߾, . . . ,λƊ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ࡱ�

üǞƟ Ɵɫɫȴɫɻ ǊƟʉ ȋŒɫǊƟ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ʿǩʉǞ ɻǩȝǩȋŒɫ
ȝŒǊȣǩʉʞƌƟɻࡱ

ࠆ

I

- & 1 , I t c



̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ ϑ̺ϘϫϺϘ̜˺ϫͮΧΗ

߽߾
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˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

+ȋŒǩȝ ߾ ˇ�Œʉɫǩࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࡩࢎ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

+ȋŒǩȝ ߿ ࡩࢎ�ŒǞŒȣ࢙5Œʻǩɻࢍ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤
®(√ɛȠ)

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|

≤ ®(√ɛȠ)
(ɛ− ɡ)Ƞ/߿ = ®

( √ɛ
(ɛ− ɡ)

√
Ƞ

)

æƟƁŒȋȋࡩ E[�]ࡪ ǞŒɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾ = (ɛ+ɡ)Ƞ
߿ ࡪ λ߿ = (ɛ−ɡ)Ƞ

߿ ࡪ λǦ = ߽ Ǉȴɫ
Ǧ ≥ ࡱࠀ

ȝǩȣ
Ǻ̸=Ǧ

|λǦ − λǺ| = ȝǩȣ
(
ɡȠ, (ɛ− ɡ)Ƞ

߿

)
.

üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ (ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ǊŒɠɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

߾߾



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

+ȋŒǩȝ ߾ ˇ�Œʉɫǩࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࡩࢎ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

+ȋŒǩȝ ߿ ࡩࢎ�ŒǞŒȣ࢙5Œʻǩɻࢍ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤
®(√ɛȠ)

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|

≤ ®(√ɛȠ)
(ɛ− ɡ)Ƞ/߿ = ®

( √ɛ
(ɛ− ɡ)

√
Ƞ

)

æƟƁŒȋȋࡩ E[�]ࡪ ǞŒɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾ = (ɛ+ɡ)Ƞ
߿ ࡪ λ߿ = (ɛ−ɡ)Ƞ

߿ ࡪ λǦ = ߽ Ǉȴɫ
Ǧ ≥ ࡱࠀ

ȝǩȣ
Ǻ̸=Ǧ

|λǦ − λǺ| = ȝǩȣ
(
ɡȠ, (ɛ− ɡ)Ƞ

߿

)
.

üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ (ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ǊŒɠɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

߾߾



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

+ȋŒǩȝ ߾ ˇ�Œʉɫǩࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࡩࢎ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

+ȋŒǩȝ ߿ ࡩࢎ�ŒǞŒȣ࢙5Œʻǩɻࢍ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤
®(√ɛȠ)

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|

≤ ®(√ɛȠ)
(ɛ− ɡ)Ƞ/߿ = ®

( √ɛ
(ɛ− ɡ)

√
Ƞ

)

æƟƁŒȋȋࡩ E[�]ࡪ ǞŒɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾ = (ɛ+ɡ)Ƞ
߿ ࡪ λ߿ = (ɛ−ɡ)Ƞ

߿ ࡪ λǦ = ߽ Ǉȴɫ
Ǧ ≥ ࡱࠀ

ȝǩȣ
Ǻ ̸=Ǧ

|λǦ − λǺ| = ȝǩȣ
(
ɡȠ, (ɛ− ɡ)Ƞ

߿

)
.

üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ (ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ǊŒɠɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

߾߾
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˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

+ȋŒǩȝ ߾ ˇ�Œʉɫǩࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࡩࢎ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

+ȋŒǩȝ ߿ ࡩࢎ�ŒǞŒȣ࢙5Œʻǩɻࢍ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤
®(√ɛȠ)

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|

≤ ®(√ɛȠ)
(ɛ− ɡ)Ƞ/߿ = ®

( √ɛ
(ɛ− ɡ)

√
Ƞ

)

æƟƁŒȋȋࡩ E[�]ࡪ ǞŒɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾ = (ɛ+ɡ)Ƞ
߿ ࡪ λ߿ = (ɛ−ɡ)Ƞ

߿ ࡪ λǦ = ߽ Ǉȴɫ
Ǧ ≥ ࡱࠀ

ȝǩȣ
Ǻ ̸=Ǧ

|λǦ − λǺ| = ȝǩȣ
(
ɡȠ, (ɛ− ɡ)Ƞ

߿

)
.

üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ (ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ǊŒɠɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

߾߾
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˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

+ȋŒǩȝ ߾ ˇ�Œʉɫǩࢍ +ȴȣƁƟȣʉɫŒʉǩȴȣࡩࢎ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

∥�− E[�]∥߿ ≤ ®(√ɛȠ).

+ȋŒǩȝ ߿ ࡩࢎ�ŒǞŒȣ࢙5Œʻǩɻࢍ `ȴɫ ɛ ≥ ®
(
ȋȴǊࠁ Ƞ
Ƞ

)
ࡪ

ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤
®(√ɛȠ)

ȝǩȣǺ ̸=Ǧ |λǦ − λǺ|
≤ ®(√ɛȠ)

(ɛ− ɡ)Ƞ/߿ = ®
( √ɛ
(ɛ− ɡ)

√
Ƞ

)

æƟƁŒȋȋࡩ E[�]ࡪ ǞŒɻ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ λ߾ = (ɛ+ɡ)Ƞ
߿ ࡪ λ߿ = (ɛ−ɡ)Ƞ

߿ ࡪ λǦ = ߽ Ǉȴɫ
Ǧ ≥ ࡱࠀ

ȝǩȣ
Ǻ ̸=Ǧ

|λǦ − λǺ| = ȝǩȣ
(
ɡȠ, (ɛ− ɡ)Ƞ

߿

)
.

üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ (ɛ−ɡ)Ƞ
߿ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ǊŒɠɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ

߾߾
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˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðȴ `Œɫࡩ ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤ ®
( √ɛ

(ɛ−ɡ)
√
Ƞ

)
ࡱ

īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊǩʻƟ ʞɻࡲ

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿ ≤ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿Ƞ

)
ࡱࢎƟˇƟɫƁǩɻƟࢍ

ࡦ ¯ɹ߿ ǩɻ √߾
Ƞχ#,*ࡩ ʉǞƟ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ Ǧ ʿǞƟɫƟ ʴ߿(Ǧ)ࡪ ¯ɹ߿(Ǧ) ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟɻ ≥ ߾
Ƞ ʉȴ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿.

ࡦ ðȴ ʉǞƟˈ ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ǩȣ Œʉ ȝȴɻʉ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿

)
ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ ߿߾



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðȴ `Œɫࡩ ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤ ®
( √ɛ

(ɛ−ɡ)
√
Ƞ

)
ࡱ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊǩʻƟ ʞɻࡲ

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿ ≤ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿Ƞ

)
ࡱࢎƟˇƟɫƁǩɻƟࢍ

ࡦ ¯ɹ߿ ǩɻ √߾
Ƞχ#,*ࡩ ʉǞƟ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ Ǧ ʿǞƟɫƟ ʴ߿(Ǧ)ࡪ ¯ɹ߿(Ǧ) ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟɻ ≥ ߾
Ƞ ʉȴ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿.

ࡦ ðȴ ʉǞƟˈ ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ǩȣ Œʉ ȝȴɻʉ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿

)
ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ ߿߾

-



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðȴ `Œɫࡩ ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤ ®
( √ɛ

(ɛ−ɡ)
√
Ƞ

)
ࡱ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊǩʻƟ ʞɻࡲ

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿ ≤ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿Ƞ

)
ࡱࢎƟˇƟɫƁǩɻƟࢍ

ࡦ ¯ɹ߿ ǩɻ √߾
Ƞχ#,*ࡩ ʉǞƟ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ Ǧ ʿǞƟɫƟ ʴ߿(Ǧ)ࡪ ¯ɹ߿(Ǧ) ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟɻ ≥ ߾
Ƞ ʉȴ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿.

ࡦ ðȴ ʉǞƟˈ ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ǩȣ Œʉ ȝȴɻʉ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿

)
ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ ߿߾

[11-I-§



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðȴ `Œɫࡩ ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤ ®
( √ɛ

(ɛ−ɡ)
√
Ƞ

)
ࡱ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊǩʻƟ ʞɻࡲ

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿ ≤ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿Ƞ

)
ࡱࢎƟˇƟɫƁǩɻƟࢍ

ࡦ ¯ɹ߿ ǩɻ √߾
Ƞχ#,*ࡩ ʉǞƟ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ Ǧ ʿǞƟɫƟ ʴ߿(Ǧ)ࡪ ¯ɹ߿(Ǧ) ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟɻ ≥ ߾
Ƞ ʉȴ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿.

ࡦ ðȴ ʉǞƟˈ ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ǩȣ Œʉ ȝȴɻʉ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿

)
ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ ߿߾

W i ) v ia)
b 1%2

s o

ypn
secondpied

.
o fA

- -



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðȴ `Œɫࡩ ɻǩȣ θ(ʴ߿, ¯ɹ߿) ≤ ®
( √ɛ

(ɛ−ɡ)
√
Ƞ

)
ࡱ īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊǩʻƟ ʞɻࡲ

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿ ≤ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿Ƞ

)
ࡱࢎƟˇƟɫƁǩɻƟࢍ

ࡦ ¯ɹ߿ ǩɻ √߾
Ƞχ#,*ࡩ ʉǞƟ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ Ǧ ʿǞƟɫƟ ʴ߿(Ǧ)ࡪ ¯ɹ߿(Ǧ) ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟɻ ≥ ߾
Ƞ ʉȴ ∥ʴ߿ − ¯ɹ߿߿∥߿.

ࡦ ðȴ ʉǞƟˈ ƌǩǇǇƟɫ ǩȣ ɻǩǊȣ ǩȣ Œʉ ȝȴɻʉ ®
(

ɛ
(ɛ−ɡ)߿

)
ɠȴɻǩʉǩȴȣɻࡱ

� ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞࡱ ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʿǩʉǞǩȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ ɡ < ɛࡩ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻࡱ Ƞࡩ
ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡱ ʴ߿, ¯ɹࡩ߿ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � Œȣƌ E[�] ɫƟɻɠƟƁʉǩʻƟȋ ̍ࡱ ߿߾

-

HvivitisepFyn Hpo¥%I
M£115,#positions # D mkinesis)

h

-



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ċɠɻǞȴʉࡩ xǇ a ǩɻ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ
ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ǩǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ǩʉɻ ɻƟƁȴȣƌ ȋŒɫǊƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ʴ߿ Œȣƌ
ŒɻɻǩǊȣ ȣȴƌƟɻ ʉȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩǊȣ ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ʉǞǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ ʿƟ ʿǩȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ ®

(
ɛ

(ɛ−ɡ)߿
)
ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ īǞˈ ƌȴƟɻ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣƁɫƟŒɻƟ Œɻ ɡ ǊƟʉɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ɛࡲ
ࡦ DʻƟȣ ʿǞƟȣ ɛ− ɡ = /߾)®

√
Ƞ)ࡪ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ Œȣ ®(Ƞ) ǇɫŒƁʉǩȴȣ

ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ̍ࡱ DࡱǊࡪࡱ ŒɻɻǩǊȣ %ࠆࠆ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ̍ࡱ

ࠀ߾

<

-



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ċɠɻǞȴʉࡩ xǇ a ǩɻ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ
ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ǩǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ǩʉɻ ɻƟƁȴȣƌ ȋŒɫǊƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ʴ߿ Œȣƌ
ŒɻɻǩǊȣ ȣȴƌƟɻ ʉȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩǊȣ ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ʉǞǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ ʿƟ ʿǩȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ ®

(
ɛ

(ɛ−ɡ)߿
)
ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ īǞˈ ƌȴƟɻ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣƁɫƟŒɻƟ Œɻ ɡ ǊƟʉɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ɛࡲ

ࡦ DʻƟȣ ʿǞƟȣ ɛ− ɡ = /߾)®
√
Ƞ)ࡪ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ Œȣ ®(Ƞ) ǇɫŒƁʉǩȴȣ

ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ̍ࡱ DࡱǊࡪࡱ ŒɻɻǩǊȣ %ࠆࠆ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ̍ࡱ

ࠀ߾

0%0 -



˺ϑϑΉ̤ͮ˺ϫͮΧΗ ϫΧ ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ċɠɻǞȴʉࡩ xǇ a ǩɻ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ
ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ǩǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ǩʉɻ ɻƟƁȴȣƌ ȋŒɫǊƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ʴ߿ Œȣƌ
ŒɻɻǩǊȣ ȣȴƌƟɻ ʉȴ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ɻǩǊȣ ɠŒʉʉƟɫȣ ȴǇ
ʉǞǩɻ ʻƟƁʉȴɫࡪ ʿƟ ʿǩȋȋ ƁȴɫɫƟƁʉȋˈ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ ®

(
ɛ

(ɛ−ɡ)߿
)
ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ īǞˈ ƌȴƟɻ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣƁɫƟŒɻƟ Œɻ ɡ ǊƟʉɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ ɛࡲ
ࡦ DʻƟȣ ʿǞƟȣ ɛ− ɡ = /߾)®

√
Ƞ)ࡪ ŒɻɻǩǊȣ Œȋȋ ŷʞʉ Œȣ ®(Ƞ) ǇɫŒƁʉǩȴȣ

ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ̍ࡱ DࡱǊࡪࡱ ŒɻɻǩǊȣ %ࠆࠆ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ƁȴɫɫƟƁʉȋ ̍ࡱ
ࠀ߾

As#per] (Ppp,%] Generativemodels

ps.bpq.sn 048,1504)

B
-

cp.qysofp.rs)



äʞƟɻʉǩȴȣɻ ȴȣ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊࡲ

ࠁ߾



̺̤̺ͮͮ͘͘Ηϫ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ ˺Η̭ ϡЖ̭

īƟ ǞŒʻƟ ʉŒȋȅƟƌ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ Œȣƌ ðĨ5 Œɻ
ʿŒˈɻ ʉȴ ƁȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒࡪ ʉȴ ƟȝŷƟƌ ƟȣʉǩʉǩƟɻ ȋǩȅƟ ʿȴɫƌɻ Œȣƌ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ʉȴ ƁȴȝɠɫƟɻɻࡷƁȋʞɻʉƟɫ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒࡱ

oȴʿ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ŒɫƟ ʉǞƟɻƟ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡲ +Œȣ ʉǞƟˈ ŷƟ ɫʞȣ ȴȣ
ȝŒɻɻǩʻƟ ƌŒʉŒɻƟʉɻࡲ

ࠂ߾



̤ΧΓϑϺϫͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡЖ̭

üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ðĨ5 ȴǇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ � = ċΣĨóࡪ ˨ɫɻʉ ƁȴȝɠʞʉƟ Ĩࡱ üǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉƟ ċΣ = �Ĩࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ �ó�  ®(ȠƊ߿) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ `ǩȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ �ó� = ĨΛĨó  ®(Ɗࠀ) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ � = �Ĩࡱ ðƟʉ σǦ = ∥�Ǧ∥߿ Œȣƌ ċǦ = �Ǧ/∥�Ǧ∥ࡱ߿  ®(ȠƊ߿)
ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊ߿ + Ɗࠀ)

= ®(ȠƊ߿) ŒɻɻʞȝƟࢍ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ Ƞ ≥ Ɗࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ǞŒʻƟ Ƞ = ߽߾ ȝǩȋȋǩȴȣ ǩȝŒǊƟɻ ʿǩʉǞ ×߽߽߿ ×߽߽߿ ࠀ = ,߽߿߾ ߽߽߽
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻ ƟŒƁǞࡪ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ ×ࠂ.߾ ࠄ߾߽߾ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ üǞƟ ʿȴɫȋƌɻ ǇŒɻʉƟɻʉ ɻʞɠƟɫ ƁȴȝɠʞʉƟɫɻ ƁȴȝɠʞʉƟ Œʉ ≈ ߽߽߾ ɠƟʉŒ`�´ßð
ऑ ࠄ߾߽߾ `�´ßð ȴŒʉǩȣǊ˩ࢍ ɠȴǩȣʉ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ɠƟɫ ɻƟƁȴȣƌࡱࢎ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ Œȣ ƟŒɻˈ ʉŒɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟȝ  ŷʞʉ ȣȴ ȴȣƟ ƟȋɻƟࡱ

ࠃ߾

orthomany
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-
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̤ΧΓϑϺϫͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡЖ̭

üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ðĨ5 ȴǇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ � = ċΣĨóࡪ ˨ɫɻʉ ƁȴȝɠʞʉƟ Ĩࡱ üǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉƟ ċΣ = �Ĩࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ �ó�  ®(ȠƊ߿) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

ࡦ `ǩȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ �ó� = ĨΛĨó  ®(Ɗࠀ) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ � = �Ĩࡱ ðƟʉ σǦ = ∥�Ǧ∥߿ Œȣƌ ċǦ = �Ǧ/∥�Ǧ∥ࡱ߿  ®(ȠƊ߿)
ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊ߿ + Ɗࠀ)

= ®(ȠƊ߿) ŒɻɻʞȝƟࢍ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ Ƞ ≥ Ɗࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ǞŒʻƟ Ƞ = ߽߾ ȝǩȋȋǩȴȣ ǩȝŒǊƟɻ ʿǩʉǞ ×߽߽߿ ×߽߽߿ ࠀ = ,߽߿߾ ߽߽߽
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻ ƟŒƁǞࡪ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ ×ࠂ.߾ ࠄ߾߽߾ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ üǞƟ ʿȴɫȋƌɻ ǇŒɻʉƟɻʉ ɻʞɠƟɫ ƁȴȝɠʞʉƟɫɻ ƁȴȝɠʞʉƟ Œʉ ≈ ߽߽߾ ɠƟʉŒ`�´ßð
ऑ ࠄ߾߽߾ `�´ßð ȴŒʉǩȣǊ˩ࢍ ɠȴǩȣʉ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ɠƟɫ ɻƟƁȴȣƌࡱࢎ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ Œȣ ƟŒɻˈ ʉŒɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟȝ  ŷʞʉ ȣȴ ȴȣƟ ƟȋɻƟࡱ

ࠃ߾
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̤ΧΓϑϺϫͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡЖ̭

üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ðĨ5 ȴǇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ � = ċΣĨóࡪ ˨ɫɻʉ ƁȴȝɠʞʉƟ Ĩࡱ üǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉƟ ċΣ = �Ĩࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ �ó�  ®(ȠƊ߿) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ `ǩȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ �ó� = ĨΛĨó  ®(Ɗࠀ) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ � = �Ĩࡱ ðƟʉ σǦ = ∥�Ǧ∥߿ Œȣƌ ċǦ = �Ǧ/∥�Ǧ∥ࡱ߿  ®(ȠƊ߿)
ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊ߿ + Ɗࠀ)

= ®(ȠƊ߿) ŒɻɻʞȝƟࢍ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ Ƞ ≥ Ɗࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ǞŒʻƟ Ƞ = ߽߾ ȝǩȋȋǩȴȣ ǩȝŒǊƟɻ ʿǩʉǞ ×߽߽߿ ×߽߽߿ ࠀ = ,߽߿߾ ߽߽߽
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻ ƟŒƁǞࡪ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ ×ࠂ.߾ ࠄ߾߽߾ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ üǞƟ ʿȴɫȋƌɻ ǇŒɻʉƟɻʉ ɻʞɠƟɫ ƁȴȝɠʞʉƟɫɻ ƁȴȝɠʞʉƟ Œʉ ≈ ߽߽߾ ɠƟʉŒ`�´ßð
ऑ ࠄ߾߽߾ `�´ßð ȴŒʉǩȣǊ˩ࢍ ɠȴǩȣʉ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ɠƟɫ ɻƟƁȴȣƌࡱࢎ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ Œȣ ƟŒɻˈ ʉŒɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟȝ  ŷʞʉ ȣȴ ȴȣƟ ƟȋɻƟࡱ

ࠃ߾



̤ΧΓϑϺϫͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡЖ̭

üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ðĨ5 ȴǇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ � = ċΣĨóࡪ ˨ɫɻʉ ƁȴȝɠʞʉƟ Ĩࡱ üǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉƟ ċΣ = �Ĩࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ �ó�  ®(ȠƊ߿) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ `ǩȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ �ó� = ĨΛĨó  ®(Ɗࠀ) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ � = �Ĩࡱ ðƟʉ σǦ = ∥�Ǧ∥߿ Œȣƌ ċǦ = �Ǧ/∥�Ǧ∥ࡱ߿  ®(ȠƊ߿)
ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊ߿ + Ɗࠀ)

= ®(ȠƊ߿) ŒɻɻʞȝƟࢍ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ Ƞ ≥ Ɗࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ǞŒʻƟ Ƞ = ߽߾ ȝǩȋȋǩȴȣ ǩȝŒǊƟɻ ʿǩʉǞ ×߽߽߿ ×߽߽߿ ࠀ = ,߽߿߾ ߽߽߽
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻ ƟŒƁǞࡪ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ ×ࠂ.߾ ࠄ߾߽߾ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ üǞƟ ʿȴɫȋƌɻ ǇŒɻʉƟɻʉ ɻʞɠƟɫ ƁȴȝɠʞʉƟɫɻ ƁȴȝɠʞʉƟ Œʉ ≈ ߽߽߾ ɠƟʉŒ`�´ßð
ऑ ࠄ߾߽߾ `�´ßð ȴŒʉǩȣǊ˩ࢍ ɠȴǩȣʉ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ɠƟɫ ɻƟƁȴȣƌࡱࢎ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ Œȣ ƟŒɻˈ ʉŒɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟȝ  ŷʞʉ ȣȴ ȴȣƟ ƟȋɻƟࡱ

ࠃ߾
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̤ΧΓϑϺϫͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡЖ̭

üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ðĨ5 ȴǇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ � = ċΣĨóࡪ ˨ɫɻʉ ƁȴȝɠʞʉƟ Ĩࡱ üǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉƟ ċΣ = �Ĩࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ �ó�  ®(ȠƊ߿) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ `ǩȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ �ó� = ĨΛĨó  ®(Ɗࠀ) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ � = �Ĩࡱ ðƟʉ σǦ = ∥�Ǧ∥߿ Œȣƌ ċǦ = �Ǧ/∥�Ǧ∥ࡱ߿  ®(ȠƊ߿)
ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊ߿ + Ɗࠀ)

= ®(ȠƊ߿) ŒɻɻʞȝƟࢍ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ Ƞ ≥ Ɗࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ǞŒʻƟ Ƞ = ߽߾ ȝǩȋȋǩȴȣ ǩȝŒǊƟɻ ʿǩʉǞ ×߽߽߿ ×߽߽߿ ࠀ = ,߽߿߾ ߽߽߽
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻ ƟŒƁǞࡪ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ ×ࠂ.߾ ࠄ߾߽߾ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ üǞƟ ʿȴɫȋƌɻ ǇŒɻʉƟɻʉ ɻʞɠƟɫ ƁȴȝɠʞʉƟɫɻ ƁȴȝɠʞʉƟ Œʉ ≈ ߽߽߾ ɠƟʉŒ`�´ßð
ऑ ࠄ߾߽߾ `�´ßð ȴŒʉǩȣǊ˩ࢍ ɠȴǩȣʉ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ɠƟɫ ɻƟƁȴȣƌࡱࢎ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ Œȣ ƟŒɻˈ ʉŒɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟȝ  ŷʞʉ ȣȴ ȴȣƟ ƟȋɻƟࡱ

ࠃ߾
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̤ΧΓϑϺϫͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡЖ̭

üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ðĨ5 ȴǇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ � = ċΣĨóࡪ ˨ɫɻʉ ƁȴȝɠʞʉƟ Ĩࡱ üǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉƟ ċΣ = �Ĩࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ �ó�  ®(ȠƊ߿) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ `ǩȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ �ó� = ĨΛĨó  ®(Ɗࠀ) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ � = �Ĩࡱ ðƟʉ σǦ = ∥�Ǧ∥߿ Œȣƌ ċǦ = �Ǧ/∥�Ǧ∥ࡱ߿  ®(ȠƊ߿)
ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊ߿ + Ɗࠀ) = ®(ȠƊ߿) ŒɻɻʞȝƟࢍ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ Ƞ ≥ Ɗࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ǞŒʻƟ Ƞ = ߽߾ ȝǩȋȋǩȴȣ ǩȝŒǊƟɻ ʿǩʉǞ ×߽߽߿ ×߽߽߿ ࠀ = ,߽߿߾ ߽߽߽
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻ ƟŒƁǞࡪ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ ×ࠂ.߾ ࠄ߾߽߾ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ üǞƟ ʿȴɫȋƌɻ ǇŒɻʉƟɻʉ ɻʞɠƟɫ ƁȴȝɠʞʉƟɫɻ ƁȴȝɠʞʉƟ Œʉ ≈ ߽߽߾ ɠƟʉŒ`�´ßð
ऑ ࠄ߾߽߾ `�´ßð ȴŒʉǩȣǊ˩ࢍ ɠȴǩȣʉ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ɠƟɫ ɻƟƁȴȣƌࡱࢎ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ Œȣ ƟŒɻˈ ʉŒɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟȝ  ŷʞʉ ȣȴ ȴȣƟ ƟȋɻƟࡱ

ࠃ߾
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̤ΧΓϑϺϫͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡЖ̭

üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ðĨ5 ȴǇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ � = ċΣĨóࡪ ˨ɫɻʉ ƁȴȝɠʞʉƟ Ĩࡱ üǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉƟ ċΣ = �Ĩࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ �ó�  ®(ȠƊ߿) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ `ǩȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ �ó� = ĨΛĨó  ®(Ɗࠀ) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ � = �Ĩࡱ ðƟʉ σǦ = ∥�Ǧ∥߿ Œȣƌ ċǦ = �Ǧ/∥�Ǧ∥ࡱ߿  ®(ȠƊ߿)
ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊ߿ + Ɗࠀ) = ®(ȠƊ߿) ŒɻɻʞȝƟࢍ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ Ƞ ≥ Ɗࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ǞŒʻƟ Ƞ = ߽߾ ȝǩȋȋǩȴȣ ǩȝŒǊƟɻ ʿǩʉǞ ×߽߽߿ ×߽߽߿ ࠀ = ,߽߿߾ ߽߽߽
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻ ƟŒƁǞࡪ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ ×ࠂ.߾ ࠄ߾߽߾ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ üǞƟ ʿȴɫȋƌɻ ǇŒɻʉƟɻʉ ɻʞɠƟɫ ƁȴȝɠʞʉƟɫɻ ƁȴȝɠʞʉƟ Œʉ ≈ ߽߽߾ ɠƟʉŒ`�´ßð
ऑ ࠄ߾߽߾ `�´ßð ȴŒʉǩȣǊ˩ࢍ ɠȴǩȣʉ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ɠƟɫ ɻƟƁȴȣƌࡱࢎ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ Œȣ ƟŒɻˈ ʉŒɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟȝ  ŷʞʉ ȣȴ ȴȣƟ ƟȋɻƟࡱ

ࠃ߾

-



̤ΧΓϑϺϫͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡЖ̭

üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ðĨ5 ȴǇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ � = ċΣĨóࡪ ˨ɫɻʉ ƁȴȝɠʞʉƟ Ĩࡱ üǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉƟ ċΣ = �Ĩࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ �ó�  ®(ȠƊ߿) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ `ǩȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ �ó� = ĨΛĨó  ®(Ɗࠀ) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ � = �Ĩࡱ ðƟʉ σǦ = ∥�Ǧ∥߿ Œȣƌ ċǦ = �Ǧ/∥�Ǧ∥ࡱ߿  ®(ȠƊ߿)
ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊ߿ + Ɗࠀ) = ®(ȠƊ߿) ŒɻɻʞȝƟࢍ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ Ƞ ≥ Ɗࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ǞŒʻƟ Ƞ = ߽߾ ȝǩȋȋǩȴȣ ǩȝŒǊƟɻ ʿǩʉǞ ×߽߽߿ ×߽߽߿ ࠀ = ,߽߿߾ ߽߽߽
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻ ƟŒƁǞࡪ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ ×ࠂ.߾ ࠄ߾߽߾ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ üǞƟ ʿȴɫȋƌɻ ǇŒɻʉƟɻʉ ɻʞɠƟɫ ƁȴȝɠʞʉƟɫɻ ƁȴȝɠʞʉƟ Œʉ ≈ ߽߽߾ ɠƟʉŒ`�´ßð
ऑ ࠄ߾߽߾ `�´ßð ȴŒʉǩȣǊ˩ࢍ ɠȴǩȣʉ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ɠƟɫ ɻƟƁȴȣƌࡱࢎ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ Œȣ ƟŒɻˈ ʉŒɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟȝ  ŷʞʉ ȣȴ ȴȣƟ ƟȋɻƟࡱ

ࠃ߾
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̤ΧΓϑϺϫͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡЖ̭

üȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ðĨ5 ȴǇ � ∈ RȠ×Ɗࡪ � = ċΣĨóࡪ ˨ɫɻʉ ƁȴȝɠʞʉƟ Ĩࡱ üǞƟȣ
ƁȴȝɠʞʉƟ ċΣ = �Ĩࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ �ó�  ®(ȠƊ߿) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ `ǩȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ �ó� = ĨΛĨó  ®(Ɗࠀ) ɫʞȣʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ � = �Ĩࡱ ðƟʉ σǦ = ∥�Ǧ∥߿ Œȣƌ ċǦ = �Ǧ/∥�Ǧ∥ࡱ߿  ®(ȠƊ߿)
ɫʞȣʉǩȝƟࡱ

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊ߿ + Ɗࠀ) = ®(ȠƊ߿) ŒɻɻʞȝƟࢍ ʿࡱȋࡱȴࡱǊࡱ Ƞ ≥ Ɗࢎ

ࡦ xǇ ʿƟ ǞŒʻƟ Ƞ = ߽߾ ȝǩȋȋǩȴȣ ǩȝŒǊƟɻ ʿǩʉǞ ×߽߽߿ ×߽߽߿ ࠀ = ,߽߿߾ ߽߽߽
ɠǩˇƟȋ ʻŒȋʞƟɻ ƟŒƁǞࡪ ɫʞȣʉǩȝƟ ǩɻ ×ࠂ.߾ ࠄ߾߽߾ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ üǞƟ ʿȴɫȋƌɻ ǇŒɻʉƟɻʉ ɻʞɠƟɫ ƁȴȝɠʞʉƟɫɻ ƁȴȝɠʞʉƟ Œʉ ≈ ߽߽߾ ɠƟʉŒ`�´ßð
ऑ ࠄ߾߽߾ `�´ßð ȴŒʉǩȣǊ˩ࢍ ɠȴǩȣʉ ȴɠƟɫŒʉǩȴȣɻ ɠƟɫ ɻƟƁȴȣƌࡱࢎ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ Œȣ ƟŒɻˈ ʉŒɻȅ Ǉȴɫ ʉǞƟȝ  ŷʞʉ ȣȴ ȴȣƟ ƟȋɻƟࡱ

ࠃ߾



͘˺ϡϫ̺Ϙ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

üȴ ɻɠƟƟƌ ʞɠ ðĨ5 ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ ʉŒȅƟ ŒƌʻŒȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴɫࢍ
ŷȴʉʉȴȝࢎ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ Ǉȴɫ Ȃ≪ Ɗࡱ

ࡦ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ Œȣƌ ʉǞƟȣ ƁȴȝɠʞʉƟ
ċȂΣȂ = �ĨȂࡱ

ࡦ ċɻƟ Œȣ ǦʂƝɥŒʂǦʴƝ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂǦȰȠ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ĨȂࡱ

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ®(ȠƊȂ) ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ®(ȠƊ߿)ࡱ

īȴȣࢪʉ ƁȴʻƟɫࡩ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞƁǞ ǇŒɻʉƟɫ
ǩȣ ɻȴȝƟ ƁŒɻƟɻࡱ

ࠄ߾



͘˺ϡϫ̺Ϙ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

üȴ ɻɠƟƟƌ ʞɠ ðĨ5 ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ ʉŒȅƟ ŒƌʻŒȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴɫࢍ
ŷȴʉʉȴȝࢎ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ Ǉȴɫ Ȃ≪ Ɗࡱ

ࡦ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ Œȣƌ ʉǞƟȣ ƁȴȝɠʞʉƟ
ċȂΣȂ = �ĨȂࡱ

ࡦ ċɻƟ Œȣ ǦʂƝɥŒʂǦʴƝ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂǦȰȠ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ĨȂࡱ

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ®(ȠƊȂ) ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ®(ȠƊ߿)ࡱ

īȴȣࢪʉ ƁȴʻƟɫࡩ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞƁǞ ǇŒɻʉƟɫ
ǩȣ ɻȴȝƟ ƁŒɻƟɻࡱ

ࠄ߾

-

~ n x k nxd
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͘˺ϡϫ̺Ϙ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

üȴ ɻɠƟƟƌ ʞɠ ðĨ5 ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ ʉŒȅƟ ŒƌʻŒȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴɫࢍ
ŷȴʉʉȴȝࢎ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ Ǉȴɫ Ȃ≪ Ɗࡱ

ࡦ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ Œȣƌ ʉǞƟȣ ƁȴȝɠʞʉƟ
ċȂΣȂ = �ĨȂࡱ

ࡦ ċɻƟ Œȣ ǦʂƝɥŒʂǦʴƝ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂǦȰȠ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ĨȂࡱ

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ®(ȠƊȂ) ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ®(ȠƊ߿)ࡱ

īȴȣࢪʉ ƁȴʻƟɫࡩ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞƁǞ ǇŒɻʉƟɫ
ǩȣ ɻȴȝƟ ƁŒɻƟɻࡱ

ࠄ߾



͘˺ϡϫ̺Ϙ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

üȴ ɻɠƟƟƌ ʞɠ ðĨ5 ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ ʉŒȅƟ ŒƌʻŒȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴɫࢍ
ŷȴʉʉȴȝࢎ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ Ǉȴɫ Ȃ≪ Ɗࡱ

ࡦ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ Œȣƌ ʉǞƟȣ ƁȴȝɠʞʉƟ
ċȂΣȂ = �ĨȂࡱ

ࡦ ċɻƟ Œȣ ǦʂƝɥŒʂǦʴƝ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂǦȰȠ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ĨȂࡱ

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ®(ȠƊȂ) ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ®(ȠƊ߿)ࡱ

īȴȣࢪʉ ƁȴʻƟɫࡩ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞƁǞ ǇŒɻʉƟɫ
ǩȣ ɻȴȝƟ ƁŒɻƟɻࡱ

ࠄ߾

- -



͘˺ϡϫ̺Ϙ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ

üȴ ɻɠƟƟƌ ʞɠ ðĨ5 ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ʿƟ ʿǩȋȋ ʉŒȅƟ ŒƌʻŒȣʉŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ
ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ʉȴɠ ȴɫࢍ
ŷȴʉʉȴȝࢎ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ Ǉȴɫ Ȃ≪ Ɗࡱ

ࡦ ðʞǇ˨ƁƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ Œȣƌ ʉǞƟȣ ƁȴȝɠʞʉƟ
ċȂΣȂ = �ĨȂࡱ

ࡦ ċɻƟ Œȣ ǦʂƝɥŒʂǦʴƝ ŒȈǈȰɥǦʂǛȚ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ŒɛɛɥȰˀǦȚŒʂǦȰȠ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻ ĨȂࡱ

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ®(ȠƊȂ) ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ®(ȠƊ߿)ࡱ

īȴȣࢪʉ ƁȴʻƟɫࡩ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ʿǞǩƁǞ ƁŒȣ ŷƟ ȝʞƁǞ ǇŒɻʉƟɫ
ǩȣ ɻȴȝƟ ƁŒɻƟɻࡱ

ࠄ߾



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Жϡࡱ ̭ͮϘ̺̤ϫ

xȣ ȣʞȝƟɫǩƁŒȋ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒࡪ ʉʿȴ ȝŒǩȣ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ

5ǩɫƟƁʉ �ƟʉǞȴƌɻࡩ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȋǩȝǩȣŒʉǩȴȣࡪ äæ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ +ǞȴȋƟɻȅˈ
ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ 5ǩɫƟƁʉȋˈ ȝŒȣǩɠʞȋŒʉƟ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ� üˈɠǩƁŒȋȋˈ ɫʞȣ
ǩȣ ®(Ƞࠀ) ʉǩȝƟ Ǉȴɫ Œȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ðɠŒɫɻƟ ࢎxʉƟɫŒʉǩʻƟࢍ �ƟʉǞȴƌɻࡩ +ȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ cŒʞɻɻ࢙ðƟǩƌƟȋࡪ �ɫˈȋȴʻ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ �ŒȣƁ˔ȴɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ŒƁƁƟɻɻ � ʻǩŒ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ
ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ ,߿ˇ�,߾ˇ� . . . ,�ˇʂ.

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ # ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ× ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉǩȝƟ =

®(ȣȣ˔(�) · ʂ) = ®(ȠƊʂ) ʿǞƟɫƟ ȣȣ˔(�) ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ࡱ�

ࡦ £ȴʉ ǽʞɻʉ Ǉȴɫ ɻɠŒɫɻƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࠅ߾

and2) a n3)



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Жϡࡱ ̭ͮϘ̺̤ϫ

xȣ ȣʞȝƟɫǩƁŒȋ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒࡪ ʉʿȴ ȝŒǩȣ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ

5ǩɫƟƁʉ �ƟʉǞȴƌɻࡩ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȋǩȝǩȣŒʉǩȴȣࡪ äæ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ +ǞȴȋƟɻȅˈ
ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ 5ǩɫƟƁʉȋˈ ȝŒȣǩɠʞȋŒʉƟ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ� üˈɠǩƁŒȋȋˈ ɫʞȣ
ǩȣ ®(Ƞࠀ) ʉǩȝƟ Ǉȴɫ Œȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ðɠŒɫɻƟ ࢎxʉƟɫŒʉǩʻƟࢍ �ƟʉǞȴƌɻࡩ +ȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ cŒʞɻɻ࢙ðƟǩƌƟȋࡪ �ɫˈȋȴʻ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ �ŒȣƁ˔ȴɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ŒƁƁƟɻɻ � ʻǩŒ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ
ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ ,߿ˇ�,߾ˇ� . . . ,�ˇʂ.

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ # ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ× ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉǩȝƟ =

®(ȣȣ˔(�) · ʂ) = ®(ȠƊʂ) ʿǞƟɫƟ ȣȣ˔(�) ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ࡱ�

ࡦ £ȴʉ ǽʞɻʉ Ǉȴɫ ɻɠŒɫɻƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࠅ߾

powermethod



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Жϡࡱ ̭ͮϘ̺̤ϫ

xȣ ȣʞȝƟɫǩƁŒȋ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒࡪ ʉʿȴ ȝŒǩȣ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ

5ǩɫƟƁʉ �ƟʉǞȴƌɻࡩ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȋǩȝǩȣŒʉǩȴȣࡪ äæ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ +ǞȴȋƟɻȅˈ
ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ 5ǩɫƟƁʉȋˈ ȝŒȣǩɠʞȋŒʉƟ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ� üˈɠǩƁŒȋȋˈ ɫʞȣ
ǩȣ ®(Ƞࠀ) ʉǩȝƟ Ǉȴɫ Œȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ðɠŒɫɻƟ ࢎxʉƟɫŒʉǩʻƟࢍ �ƟʉǞȴƌɻࡩ +ȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ cŒʞɻɻ࢙ðƟǩƌƟȋࡪ �ɫˈȋȴʻ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ �ŒȣƁ˔ȴɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ŒƁƁƟɻɻ � ʻǩŒ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ
ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ ,߿ˇ�,߾ˇ� . . . ,�ˇʂ.

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ # ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ× ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉǩȝƟ =

®(ȣȣ˔(�) · ʂ) = ®(ȠƊʂ) ʿǞƟɫƟ ȣȣ˔(�) ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ࡱ�

ࡦ £ȴʉ ǽʞɻʉ Ǉȴɫ ɻɠŒɫɻƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ

ࠅ߾

a s

- -



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Жϡࡱ ̭ͮϘ̺̤ϫ

xȣ ȣʞȝƟɫǩƁŒȋ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒࡪ ʉʿȴ ȝŒǩȣ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ

5ǩɫƟƁʉ �ƟʉǞȴƌɻࡩ cŒʞɻɻǩŒȣ ƟȋǩȝǩȣŒʉǩȴȣࡪ äæ ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ +ǞȴȋƟɻȅˈ
ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ 5ǩɫƟƁʉȋˈ ȝŒȣǩɠʞȋŒʉƟ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ǩȣɠʞʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡱ� üˈɠǩƁŒȋȋˈ ɫʞȣ
ǩȣ ®(Ƞࠀ) ʉǩȝƟ Ǉȴɫ Œȣ Ƞ× Ƞ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ðɠŒɫɻƟ ࢎxʉƟɫŒʉǩʻƟࢍ �ƟʉǞȴƌɻࡩ +ȴȣǽʞǊŒʉƟ ǊɫŒƌǩƟȣʉࡪ cŒʞɻɻ࢙ðƟǩƌƟȋࡪ �ɫˈȋȴʻ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ �ŒȣƁ˔ȴɻࡪ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉࡱ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋȋˈ ȴȣȋˈ ŒƁƁƟɻɻ � ʻǩŒ Œ ɻƟɧʞƟȣƁƟ ȴǇ ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ
ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻࡱ ,߿ˇ�,߾ˇ� . . . ,�ˇʂ.

ࡦ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ # ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻ ʂ× ȝŒʉɫǩˇ ʻƟƁʉȴɫ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉǩȝƟ =

®(ȣȣ˔(�) · ʂ) = ®(ȠƊʂ) ʿǞƟɫƟ ȣȣ˔(�) ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ
ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ࡱ�

ࡦ £ȴʉ ǽʞɻʉ Ǉȴɫ ɻɠŒɫɻƟ ȝŒʉɫǩƁƟɻ
ࠅ߾



ϡϑ˺Ϙϡ̺ Жϡࡱ ̭ͮϘ̺̤ϫ

�ŒʉȋŒŷࡩ

ãú� Œȣƌ �°¨ ʻɻࡱ ãú�ã Œȣƌ �°¨ã

ðƁǩßˈ ࡩࢎßˈʉǞȴȣࢍ

ã�°ÜāϙÂ°É�Â¨ϙãú� ʻɻࡱ ã�°ÜāϙãÜ�ßã�ϙÂ°É�Â¨ϙãú�ã

ࠆ߾

O O

direct sitentie
(slow) (fast)



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌࡩ üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ðĨ5ࡱ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ Ȃ = ߾ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ � ∈ RȠ×Ɗࡪ ʿǩʉǞ ðĨ5 � = ċΣĨࡪ ˨ȣƌ ̱⃗ ≈ ⃗ɹࡱ߾

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ̱⃗(߽) ɫŒȣƌȴȝȋ ̍ࡱ DࡱǊࡱ ̱⃗(߽)(Ǧ) ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ̱⃗(Ǧ) = �ó · (�⃗ˍ(Ǧ−߾))

æʞȣʉǩȝƟࡩ ߿ · ȠƊ

ࡦ ȠǦ = ∥⃗ˍ(Ǧ)∥߿

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

ࡦ ̱⃗(Ǧ) = ̱⃗(Ǧ)/ȠǦ

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

æƟʉʞɫȣ ̱⃗ʂ

üȴʉŒȋ æʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊʂ)

߽߿



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌࡩ üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ðĨ5ࡱ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ Ȃ = ߾ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ � ∈ RȠ×Ɗࡪ ʿǩʉǞ ðĨ5 � = ċΣĨࡪ ˨ȣƌ ̱⃗ ≈ ⃗ɹࡱ߾

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ̱⃗(߽) ɫŒȣƌȴȝȋ ̍ࡱ DࡱǊࡱ ̱⃗(߽)(Ǧ) ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ̱⃗(Ǧ) = �ó · (�⃗ˍ(Ǧ−߾))

æʞȣʉǩȝƟࡩ ߿ · ȠƊ

ࡦ ȠǦ = ∥⃗ˍ(Ǧ)∥߿

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

ࡦ ̱⃗(Ǧ) = ̱⃗(Ǧ)/ȠǦ

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

æƟʉʞɫȣ ̱⃗ʂ

üȴʉŒȋ æʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊʂ)

߽߿



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌࡩ üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ðĨ5ࡱ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ Ȃ = ߾ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ � ∈ RȠ×Ɗࡪ ʿǩʉǞ ðĨ5 � = ċΣĨࡪ ˨ȣƌ ̱⃗ ≈ ⃗ɹࡱ߾

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ̱⃗(߽) ɫŒȣƌȴȝȋ ̍ࡱ DࡱǊࡱ ̱⃗(߽)(Ǧ) ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ̱⃗(Ǧ) = �ó · (�⃗ˍ(Ǧ−߾))

æʞȣʉǩȝƟࡩ ߿ · ȠƊ

ࡦ ȠǦ = ∥⃗ˍ(Ǧ)∥߿

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

ࡦ ̱⃗(Ǧ) = ̱⃗(Ǧ)/ȠǦ

æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ

æƟʉʞɫȣ ̱⃗ʂ

üȴʉŒȋ æʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊʂ)

߽߿



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭

ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌࡩ üǞƟ ȝȴɻʉ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ ȝƟʉǞȴƌ Ǉȴɫ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ðĨ5ࡱ �ɠɠȋǩƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ Ȃ = ߾ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

cȴŒȋࡩ cǩʻƟȣ � ∈ RȠ×Ɗࡪ ʿǩʉǞ ðĨ5 � = ċΣĨࡪ ˨ȣƌ ̱⃗ ≈ ⃗ɹࡱ߾

ࡦ +ǞȴȴɻƟ ̱⃗(߽) ɫŒȣƌȴȝȋ ̍ࡱ DࡱǊࡱ ̱⃗(߽)(Ǧ) ∼ N (߽, ࡱ(߾
ࡦ `ȴɫ Ǧ = ,߾ . . . , ʂ
ࡦ ̱⃗(Ǧ) = �ó · (�⃗ˍ(Ǧ−߾)) æʞȣʉǩȝƟࡩ ߿ · ȠƊ
ࡦ ȠǦ = ∥⃗ˍ(Ǧ)∥߿ æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ
ࡦ ̱⃗(Ǧ) = ̱⃗(Ǧ)/ȠǦ æʞȣʉǩȝƟࡩ Ɗ
æƟʉʞɫȣ ̱⃗ʂ

üȴʉŒȋ æʞȣʉǩȝƟࡩ ®(ȠƊʂ)

߽߿



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īɫǩʉƟ ̱⃗(߽) ǩȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ŷŒɻǩɻࡩ

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ʴ߾ + ƀ⃗⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ

ċɠƌŒʉƟ ɻʉƟɠࡩ ̱⃗(Ǧ) = �ó · (�⃗ˍ(Ǧ−߾)) = ĨΣ߿Ĩó⃗ˍ(Ǧ−߾) ʉǞƟȣࢍ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵࢎ

+ȋŒǩȝࡩ

(߾)̱⃗ =
߾
Ƞ߾

[
ƀ߾ · σ⃗߾߿ɹ߾ + Ɓ߿ · σ⃗߿߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ · σ߿Ɗ⃗ɹƊ

]

߾߿



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īɫǩʉƟ ̱⃗(߽) ǩȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ŷŒɻǩɻࡩ

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ʴ߾ + ƀ⃗⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ

ċɠƌŒʉƟ ɻʉƟɠࡩ ̱⃗(Ǧ) = �ó · (�⃗ˍ(Ǧ−߾)) = ĨΣ߿Ĩó⃗ˍ(Ǧ−߾) ʉǞƟȣࢍ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵࢎ

+ȋŒǩȝࡩ

(߾)̱⃗ =
߾
Ƞ߾

[
ƀ߾ · σ⃗߾߿ɹ߾ + Ɓ߿ · σ⃗߿߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ · σ߿Ɗ⃗ɹƊ

]

߾߿



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

īɫǩʉƟ ̱⃗(߽) ǩȣ ʉǞƟ ɫǩǊǞʉ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻƟƁʉȴɫ ŷŒɻǩɻࡩ

̱⃗(߽) = ƀ⃗߾ʴ߾ + ƀ⃗⃗߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ⃗ɹƊ

ċɠƌŒʉƟ ɻʉƟɠࡩ ̱⃗(Ǧ) = �ó · (�⃗ˍ(Ǧ−߾)) = ĨΣ߿Ĩó⃗ˍ(Ǧ−߾) ʉǞƟȣࢍ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵࢎ

+ȋŒǩȝࡩ

(߾)̱⃗ =
߾
Ƞ߾

[
ƀ߾ · σ⃗߾߿ɹ߾ + Ɓ߿ · σ⃗߿߿ɹ߿ + . . .+ ƀƊ · σ߿Ɗ⃗ɹƊ

]

߾߿



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ͮΗϫϺͮϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ

̱⃗(ʂ) =
߾

∏ʂ
Ǧ=߾ ȠǦ

[
ƀ߾ · σ߿ʂ߾ ⃗ɹ߾ + Ɓ߿ · σ߿ʂ߿ ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀƊ · σ߿ʂƊ ⃗ɹƊ

]

�ǇʉƟɫ ʂ ǩʉƟɫŒʉǩȴȣɻࡪ ˈȴʞ ǞŒʻƟ ࢪɠȴʿƟɫƟƌࢩ ʞɠ ʉǞƟ ɻǩȣǊʞȋŒɫ ʻŒȋʞƟɻࡪ
ȝŒȅǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʴ߾ ȝʞƁǞ ȋŒɫǊƟɫࡪ
ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǞƟ ȴʉǞƟɫ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱ

߿߿



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

üǞƟȴɫƟȝ ŒɻǩƁ#ࢍ ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌ +ȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟࢎ

�Ɲʂ γ = σ߾−σ߿
σ߾

ŶƝ ɛŒɥŒȚƝʂƝɥ ƀŒɛʂʗɥǦȠǈ ʂǛƝ ࢦǈŒɛࢥ ŶƝʂʸƝƝȠ ʂǛƝ
˧ɥɵʂ ŒȠƊ ɵƝƀȰȠƊ ȈŒɥǈƝɵʂ ɵǦȠǈʗȈŒɥ ʴŒȈʗƝɵࡰ uǅ ØȰʸƝɥ �ƝʂǛȰƊ Ǧɵ
ǦȠǦʂǦŒȈǦˍƝƊ ʸǦʂǛ Œ ɥŒȠƊȰȚ aŒʗɵɵǦŒȠ ʴƝƀʂȰɥ ʂǛƝȠࡪ ʸǦʂǛ ǛǦǈǛ
ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂ ˁࡪ ŒǅʂƝɥ ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ

γ

)
ɵʂƝɛɵࡩ

∥⃗ʴ߾ − ̱⃗(ʂ)∥߿ ≤ ϵ.

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®
(
ȣȣ˔(�) · ȋȴǊ Ɗ/ϵγ ·

)
= ®

(
ȠƊ · ȋȴǊ Ɗ/ϵγ ·

)
ࡱ

£Ɵˇʉ üǩȝƟࡩ īǩȋȋ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ʉǞǩɻ ȝƟʉǞȴƌ ǇȴɫȝŒȋȋ ̍ࡱ

ࠀ߿



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

üǞƟȴɫƟȝ ŒɻǩƁ#ࢍ ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌ +ȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟࢎ

�Ɲʂ γ = σ߾−σ߿
σ߾

ŶƝ ɛŒɥŒȚƝʂƝɥ ƀŒɛʂʗɥǦȠǈ ʂǛƝ ࢦǈŒɛࢥ ŶƝʂʸƝƝȠ ʂǛƝ
˧ɥɵʂ ŒȠƊ ɵƝƀȰȠƊ ȈŒɥǈƝɵʂ ɵǦȠǈʗȈŒɥ ʴŒȈʗƝɵࡰ uǅ ØȰʸƝɥ �ƝʂǛȰƊ Ǧɵ
ǦȠǦʂǦŒȈǦˍƝƊ ʸǦʂǛ Œ ɥŒȠƊȰȚ aŒʗɵɵǦŒȠ ʴƝƀʂȰɥ ʂǛƝȠࡪ ʸǦʂǛ ǛǦǈǛ
ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂ ˁࡪ ŒǅʂƝɥ ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ

γ

)
ɵʂƝɛɵࡩ

∥⃗ʴ߾ − ̱⃗(ʂ)∥߿ ≤ ϵ.

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®
(
ȣȣ˔(�) · ȋȴǊ Ɗ/ϵγ ·

)
= ®

(
ȠƊ · ȋȴǊ Ɗ/ϵγ ·

)
ࡱ

£Ɵˇʉ üǩȝƟࡩ īǩȋȋ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ʉǞǩɻ ȝƟʉǞȴƌ ǇȴɫȝŒȋȋ ̍ࡱ

ࠀ߿



ϑΧЙ̺Ϙ Γ̺ϫͩΧ̭ ̤ΧΗЖ̺Ϙ̺͞Η̤̺

üǞƟȴɫƟȝ ŒɻǩƁ#ࢍ ßȴʿƟɫ �ƟʉǞȴƌ +ȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟࢎ

�Ɲʂ γ = σ߾−σ߿
σ߾

ŶƝ ɛŒɥŒȚƝʂƝɥ ƀŒɛʂʗɥǦȠǈ ʂǛƝ ࢦǈŒɛࢥ ŶƝʂʸƝƝȠ ʂǛƝ
˧ɥɵʂ ŒȠƊ ɵƝƀȰȠƊ ȈŒɥǈƝɵʂ ɵǦȠǈʗȈŒɥ ʴŒȈʗƝɵࡰ uǅ ØȰʸƝɥ �ƝʂǛȰƊ Ǧɵ
ǦȠǦʂǦŒȈǦˍƝƊ ʸǦʂǛ Œ ɥŒȠƊȰȚ aŒʗɵɵǦŒȠ ʴƝƀʂȰɥ ʂǛƝȠࡪ ʸǦʂǛ ǛǦǈǛ
ɛɥȰŶŒŶǦȈǦʂ ˁࡪ ŒǅʂƝɥ ʂ = ®

(
ȋȴǊ Ɗ/ϵ

γ

)
ɵʂƝɛɵࡩ

∥⃗ʴ߾ − ̱⃗(ʂ)∥߿ ≤ ϵ.

üȴʉŒȋ ɫʞȣʉǩȝƟࡩ ®
(
ȣȣ˔(�) · ȋȴǊ Ɗ/ϵγ ·

)
= ®

(
ȠƊ · ȋȴǊ Ɗ/ϵγ ·

)
ࡱ

£Ɵˇʉ üǩȝƟࡩ īǩȋȋ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ ʉǞǩɻ ȝƟʉǞȴƌ ǇȴɫȝŒȋȋ ̍ࡱ

ࠀ߿


