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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠂ߾

߽



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ Dȣʉǩʉˈ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻࡱࢎ
ࡦ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ȣȴʉ ȋˈǩȣǊ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȋǩȣƟŒɫ࢙ȣȴȣࢍ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ
ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ �ɠɠɫȴŒƁǞ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Œ ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ
ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ˈŒƌǽŒƁƟȣƁࢍ ȝŒʉɫǩˇࡱࢎ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ǊɫŒɠǞ �ŒɠȋŒƁǩŒȣࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ

ࡦ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒ ʻǩŒ ǊɫŒɠǞ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ɵʂȰƀǛŒɵʂǦƀ ŶȈȰƀȂ ȚȰƊƝȈ Œȣƌ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ
ƌƟʉƟƁʉǩȴȣࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ Dȣʉǩʉˈ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻࡱࢎ
ࡦ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ȣȴʉ ȋˈǩȣǊ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȋǩȣƟŒɫ࢙ȣȴȣࢍ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ
ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ �ɠɠɫȴŒƁǞ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Œ ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ
ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ˈŒƌǽŒƁƟȣƁࢍ ȝŒʉɫǩˇࡱࢎ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ǊɫŒɠǞ �ŒɠȋŒƁǩŒȣࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ

ࡦ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒ ʻǩŒ ǊɫŒɠǞ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ɵʂȰƀǛŒɵʂǦƀ ŶȈȰƀȂ ȚȰƊƝȈ Œȣƌ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ
ƌƟʉƟƁʉǩȴȣࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ

ࡦ Dȣʉǩʉˈ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻࡱࢎ
ࡦ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ȣȴʉ ȋˈǩȣǊ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȋǩȣƟŒɫ࢙ȣȴȣࢍ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ
ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱࢎ

ࡦ �ɠɠɫȴŒƁǞ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Œ ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ
ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ˈŒƌǽŒƁƟȣƁࢍ ȝŒʉɫǩˇࡱࢎ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ǊɫŒɠǞ �ŒɠȋŒƁǩŒȣࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ `ǩȣǩɻǞ ʞɠ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ

ࡦ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒ ʻǩŒ ǊɫŒɠǞ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʉȴ ʉǞƟ ɵʂȰƀǛŒɵʂǦƀ ŶȈȰƀȂ ȚȰƊƝȈ Œȣƌ Ɓȴȝȝʞȣǩʉˈ
ƌƟʉƟƁʉǩȴȣࡱ

߾



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴɫ ƁȋʞɻʉƟɫ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ ȴȣ
ࡱࢪˈɻǩȝǩȋŒɫǩʉࢩ

�ǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒࡱ

߿



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴɫ ƁȋʞɻʉƟɫ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ ȴȣ
ࡱࢪˈɻǩȝǩȋŒɫǩʉࢩ

�ǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒࡱ

߿



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴɫ ƁȋʞɻʉƟɫ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ ȴȣ
ࡱࢪˈɻǩȝǩȋŒɫǩʉࢩ

�ǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒࡱ

߿



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴɫ ƁȋʞɻʉƟɫ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ ȴȣ
ࡱࢪˈɻǩȝǩȋŒɫǩʉࢩ

£ȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒ Ȃ࢙ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ǊɫŒɠǞࡱ

߿



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴɫ ƁȋʞɻʉƟɫ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ ȴȣ
ࡱࢪˈɻǩȝǩȋŒɫǩʉࢩ

£ȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒ Ȃ࢙ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ǊɫŒɠǞࡱ

߿

O O



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴɫ ƁȋʞɻʉƟɫ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ ȴȣ
ࡱࢪˈɻǩȝǩȋŒɫǩʉࢩ

£ȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒ Ȃ࢙ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ǊɫŒɠǞࡱ

߿

=



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

cȴŒȋࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴɫ ƁȋʞɻʉƟɫ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ǩȣ Œ ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ ȴȣ
ࡱࢪˈɻǩȝǩȋŒɫǩʉࢩ

+ȴȝȝʞȣǩʉˈ ƌƟʉƟƁʉǩȴȣ ǩȣ ȣŒʉʞɫŒȋȋˈ ȴƁƁʞɫɫǩȣǊ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡱ

߿



̤Ϻϫ ΓͮΗͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

�Œǩȣ xƌƟŒࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ŒȋȴȣǊ Œ Ɓʞʉ ʉǞŒʉࡩ

ࡱ߾ oŒɻ ǇƟʿ ƟƌǊƟɻ ƁɫȴɻɻǩȣǊ ǩʉࡩ |{(ʗ, ʴ) ∈ B : ʗ ∈ è, ʴ ∈ ó}| ǩɻ ɻȝŒȋȋࡱ
ࡱ߿ ðƟɠŒɫŒʉƟɻ ȋŒɫǊƟ ɻƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡩ |è|, |ó| ŒɫƟ ȣȴʉ ʉȴȴ ɻȝŒȋȋࡱ

ࠀ
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ϫ̺ͩ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η Ж̺ͮЙ

`ȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ � Œȣƌ ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ5 � = 5− � ǩɻ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ �ŒɠȋŒƁǩŒȣࡱ

`ȴɫ Œ Ɓʞʉ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹ ∈ ,߾−} Ƞ{߾ ʿǩʉǞ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾− Ǉȴɫ Ǧ ∈ è Œȣƌ
⃗ɹ(Ǧ) = ߾ Ǉȴɫ Ǧ ∈ óࡩ

ࡱ߾ ⃗ɹó�⃗ʴ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B(⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ))߿ = ࠁ · ƀʗʂ(è, ó)ࡱ

ࡱ߿ ⃗ɹ ó⃗߾ = |ğ|− |è|ࡱ

īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ŷȴʉǞ ⃗ɹó�⃗ʴ Ɓʞʉࢍ ɻǩ˔Ɵࢎ Œȣƌ ⃗ɹ ó⃗߾ ࡱࢎǩȝŷŒȋŒȣƁƟࢍ

ࠁ
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ϫ̺ͩ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η Ж̺ͮЙ

`ȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ � Œȣƌ ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ5 � = 5− � ǩɻ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ �ŒɠȋŒƁǩŒȣࡱ

`ȴɫ Œ Ɓʞʉ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹ ∈ ,߾−} Ƞ{߾ ʿǩʉǞ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾− Ǉȴɫ Ǧ ∈ è Œȣƌ
⃗ɹ(Ǧ) = ߾ Ǉȴɫ Ǧ ∈ óࡩ

ࡱ߾ ⃗ɹó�⃗ʴ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B(⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ))߿ = ࠁ · ƀʗʂ(è, ó)ࡱ

ࡱ߿ ⃗ɹ ó⃗߾ = |ğ|− |è|ࡱ

īŒȣʉ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ŷȴʉǞ ⃗ɹó�⃗ʴ Ɓʞʉࢍ ɻǩ˔Ɵࢎ Œȣƌ ⃗ɹ ó⃗߾ ࡱࢎǩȝŷŒȋŒȣƁƟࢍ
ࠁ
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ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

üǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ǩɻࡩ

⃗ɹȠ =
√߾
Ƞ
· ߾⃗ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RȠ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾
⃗ɹó�ğ⃗

ʿǩʉǞ ⃗ɹóȠ�⃗ʴȠ = ࡱ߽

īǞˈࡲ ċɻƟ ʉǞŒʉ � = 3− ࡱ�

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = �− ࡱ5

ࠂ
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ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

üǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ǩɻࡩ

⃗ɹȠ =
√߾
Ƞ
· ߾⃗ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RȠ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾
⃗ɹó�ğ⃗

ʿǩʉǞ ⃗ɹóȠ�⃗ʴȠ = ࡱ߽ īǞˈࡲ ċɻƟ ʉǞŒʉ � = 3− ࡱ�

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = �− ࡱ5

ࠂ
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ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

üǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ǩɻࡩ

⃗ɹȠ =
√߾
Ƞ
· ߾⃗ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RȠ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾
⃗ɹó�ğ⃗

ʿǩʉǞ ⃗ɹóȠ�⃗ʴȠ = ࡱ߽ īǞˈࡲ ċɻƟ ʉǞŒʉ � = 3− ࡱ�

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = �− ࡱ5

ࠂ

=



ϡ̺̤ΧΗ̭ ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

#ˈ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫࡪ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

⃗ɹȠ−߾ = ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RȠ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹóȠ⃗ɹ=߽

⃗ɹó�ğ⃗

xǇ ⃗ɹȠ−߾ ʿƟɫƟ ǩȣ ,߾−} Ƞ{߾ ǩʉ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟࡩ

ࡦ ⃗ɹóȠ−⃗�߾ʴȠ−߾ = ƀʗʂ(è, ó) Œɻ ɻȝŒȋȋ Œɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ǊǩʻƟȣ ʉǞŒʉ
⃗ɹóȠ−⃗߾߾ = |ó|− |è| = ࡱ߽

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⃗ɹȠ−߾ ʿȴʞȋƌ ǩȣƌǩƁŒʉƟ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ɠƟɫǇƟƁʉȋˈ ŷŒȋŒȣƁƟƌ Ɓʞʉࡱ
ࡦ üǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹȠ−߾ ∈ RȠ ǩɻ ȣȴʉ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ŷǩȣŒɫ ࡪ̍ ŷʞʉ ɻʉǩȋȋ
ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ Œ ࢪɫƟȋŒˇƟƌࢩ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ɠɫȴɠƟɫʉ ̍ࡱ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = � − ࡱ5 è, óࡩ ʻƟɫʉƟˇ ɻƟʉɻ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩƌƟɻ ȴǇ Ɓʞʉࡱ

ࠃ
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ϡ̺̤ΧΗ̭ ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

#ˈ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫࡪ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

⃗ɹȠ−߾ = ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RȠ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹóȠ⃗ɹ=߽

⃗ɹó�ğ⃗

xǇ ⃗ɹȠ−߾ ʿƟɫƟ ǩȣ ,߾−} Ƞ{߾ ǩʉ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟࡩ

ࡦ ⃗ɹóȠ−⃗�߾ʴȠ−߾ = ƀʗʂ(è, ó) Œɻ ɻȝŒȋȋ Œɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ǊǩʻƟȣ ʉǞŒʉ
⃗ɹóȠ−⃗߾߾ = |ó|− |è| = ࡱ߽

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⃗ɹȠ−߾ ʿȴʞȋƌ ǩȣƌǩƁŒʉƟ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ɠƟɫǇƟƁʉȋˈ ŷŒȋŒȣƁƟƌ Ɓʞʉࡱ
ࡦ üǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹȠ−߾ ∈ RȠ ǩɻ ȣȴʉ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ŷǩȣŒɫ ࡪ̍ ŷʞʉ ɻʉǩȋȋ
ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ Œ ࢪɫƟȋŒˇƟƌࢩ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ɠɫȴɠƟɫʉ ̍ࡱ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = � − ࡱ5 è, óࡩ ʻƟɫʉƟˇ ɻƟʉɻ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩƌƟɻ ȴǇ Ɓʞʉࡱ
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ϡ̺̤ΧΗ̭ ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

#ˈ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫࡪ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

⃗ɹȠ−߾ = ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RȠ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹóȠ⃗ɹ=߽

⃗ɹó�ğ⃗

xǇ ⃗ɹȠ−߾ ʿƟɫƟ ǩȣ ,߾−} Ƞ{߾ ǩʉ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟࡩ

ࡦ ⃗ɹóȠ−⃗�߾ʴȠ−߾ = ƀʗʂ(è, ó) Œɻ ɻȝŒȋȋ Œɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ǊǩʻƟȣ ʉǞŒʉ
⃗ɹóȠ−⃗߾߾ = |ó|− |è| = ࡱ߽

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⃗ɹȠ−߾ ʿȴʞȋƌ ǩȣƌǩƁŒʉƟ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ɠƟɫǇƟƁʉȋˈ ŷŒȋŒȣƁƟƌ Ɓʞʉࡱ

ࡦ üǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹȠ−߾ ∈ RȠ ǩɻ ȣȴʉ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ŷǩȣŒɫ ࡪ̍ ŷʞʉ ɻʉǩȋȋ
ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ Œ ࢪɫƟȋŒˇƟƌࢩ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ɠɫȴɠƟɫʉ ̍ࡱ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = � − ࡱ5 è, óࡩ ʻƟɫʉƟˇ ɻƟʉɻ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩƌƟɻ ȴǇ Ɓʞʉࡱ

ࠃ



ϡ̺̤ΧΗ̭ ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

#ˈ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫࡪ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

⃗ɹȠ−߾ = ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RȠ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹóȠ⃗ɹ=߽

⃗ɹó�ğ⃗

xǇ ⃗ɹȠ−߾ ʿƟɫƟ ǩȣ ,߾−} Ƞ{߾ ǩʉ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟࡩ

ࡦ ⃗ɹóȠ−⃗�߾ʴȠ−߾ = ƀʗʂ(è, ó) Œɻ ɻȝŒȋȋ Œɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ǊǩʻƟȣ ʉǞŒʉ
⃗ɹóȠ−⃗߾߾ = |ó|− |è| = ࡱ߽

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⃗ɹȠ−߾ ʿȴʞȋƌ ǩȣƌǩƁŒʉƟ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ɠƟɫǇƟƁʉȋˈ ŷŒȋŒȣƁƟƌ Ɓʞʉࡱ
ࡦ üǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹȠ−߾ ∈ RȠ ǩɻ ȣȴʉ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ŷǩȣŒɫ ࡪ̍ ŷʞʉ ɻʉǩȋȋ
ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ Œ ࢪɫƟȋŒˇƟƌࢩ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ɠɫȴɠƟɫʉ ̍ࡱ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = � − ࡱ5 è, óࡩ ʻƟɫʉƟˇ ɻƟʉɻ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩƌƟɻ ȴǇ Ɓʞʉࡱ

ࠃ
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̤ϺϫϫͮΗ͞ Йͮϫͩ ϫ̺ͩ ϡ̺̤ΧΗ̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

`ǩȣƌ Œ Ǌȴȴƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŷˈ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
⃗ɹȠ−߾ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RȠ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹó⃗߾=߽
⃗ɹó�ğ⃗

ðƟʉ è ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ȣȴƌƟɻ ʿǩʉǞ ⃗ɹȠ−߾(Ǧ) < ࡪ߽ ó ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ʿǩʉǞ
⃗ɹȠ−߾(Ǧ) ≥ ࡱ߽

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = � − ࡱ5 è, óࡩ ʻƟɫʉƟˇ ɻƟʉɻ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩƌƟɻ ȴǇ Ɓʞʉࡱ ࠄ
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̤ϺϫϫͮΗ͞ Йͮϫͩ ϫ̺ͩ ϡ̺̤ΧΗ̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

`ǩȣƌ Œ Ǌȴȴƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŷˈ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
⃗ɹȠ−߾ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RȠ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹó⃗߾=߽
⃗ɹó�ğ⃗

ðƟʉ è ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ȣȴƌƟɻ ʿǩʉǞ ⃗ɹȠ−߾(Ǧ) < ࡪ߽ ó ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ʿǩʉǞ
⃗ɹȠ−߾(Ǧ) ≥ ࡱ߽

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = � − ࡱ5 è, óࡩ ʻƟɫʉƟˇ ɻƟʉɻ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩƌƟɻ ȴǇ Ɓʞʉࡱ ࠄ

-



̤ϺϫϫͮΗ͞ Йͮϫͩ ϫ̺ͩ ϡ̺̤ΧΗ̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

`ǩȣƌ Œ Ǌȴȴƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŷˈ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
⃗ɹȠ−߾ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RȠ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹó⃗߾=߽
⃗ɹó�ğ⃗

ðƟʉ è ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ȣȴƌƟɻ ʿǩʉǞ ⃗ɹȠ−߾(Ǧ) < ࡪ߽ ó ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ʿǩʉǞ
⃗ɹȠ−߾(Ǧ) ≥ ࡱ߽

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = � − ࡱ5 è, óࡩ ʻƟɫʉƟˇ ɻƟʉɻ ȴȣ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻǩƌƟɻ ȴǇ Ɓʞʉࡱ ࠄ

Rn - F i film
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ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ϑ˺ϘϫͮϫͮΧΗͮΗ͞ ͮΗ ϑϘ˺̤ϫ̤̺ͮ

üǞƟ ðǞǩ࢙�Œȋǩȅ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Ɓʞʉɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ
Ɓȴȝȝȴȣȋˈ ʞɻƟƌ ʻŒɫǩŒȣʉɻ ȴǇ ʉǞǩɻ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡪ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ � = ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5

xȝɠȴɫʉŒȣʉ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣࡩ īǞŒʉ ʉȴ ƌȴ ʿǞƟȣ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻɠȋǩʉ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉʿȴ ɠŒɫʉɻࡲ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = �− ࡱ5 ࠅ



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ϑ˺ϘϫͮϫͮΧΗͮΗ͞ ͮΗ ϑϘ˺̤ϫ̤̺ͮ

üǞƟ ðǞǩ࢙�Œȋǩȅ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Ɓʞʉɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ
Ɓȴȝȝȴȣȋˈ ʞɻƟƌ ʻŒɫǩŒȣʉɻ ȴǇ ʉǞǩɻ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡪ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ � = ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5

xȝɠȴɫʉŒȣʉ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣࡩ īǞŒʉ ʉȴ ƌȴ ʿǞƟȣ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻɠȋǩʉ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉʿȴ ɠŒɫʉɻࡲ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = �− ࡱ5 ࠅ



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ϑ˺ϘϫͮϫͮΧΗͮΗ͞ ͮΗ ϑϘ˺̤ϫ̤̺ͮ

üǞƟ ðǞǩ࢙�Œȋǩȅ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Ɓʞʉɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ
Ɓȴȝȝȴȣȋˈ ʞɻƟƌ ʻŒɫǩŒȣʉɻ ȴǇ ʉǞǩɻ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡪ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ � = ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5

xȝɠȴɫʉŒȣʉ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣࡩ īǞŒʉ ʉȴ ƌȴ ʿǞƟȣ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻɠȋǩʉ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉʿȴ ɠŒɫʉɻࡲ

ðɠƟƁʉɫŒȋ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡩ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ Ȃ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹȠ−߾, . . . , ⃗ɹȠ−Ȃ ȴǇ ࡱ�
ࡦ æƟɠɫƟɻƟȣʉ ƟŒƁǞ ȣȴƌƟ ŷˈ ǩʉɻ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɫȴʿ ǩȣ Ĩ ∈ RȠ×Ȃ

ʿǞȴɻƟ ɫȴʿɻ ŒɫƟ ⃗ɹȠ−߾, . . .⃗ɹȠ−Ȃࡱ
ࡦ +ȋʞɻʉƟɫ ʉǞƟɻƟ ɫȴʿɻ ʞɻǩȣǊ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȴɫࢍ ɫƟŒȋȋˈ Œȣˈ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌࡱࢎ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = �− ࡱ5 ࠅ



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ϑ˺ϘϫͮϫͮΧΗͮΗ͞ ͮΗ ϑϘ˺̤ϫ̤̺ͮ

üǞƟ ðǞǩ࢙�Œȋǩȅ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Ɓʞʉɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ
Ɓȴȝȝȴȣȋˈ ʞɻƟƌ ʻŒɫǩŒȣʉɻ ȴǇ ʉǞǩɻ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡪ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ � = ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5

xȝɠȴɫʉŒȣʉ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣࡩ īǞŒʉ ʉȴ ƌȴ ʿǞƟȣ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻɠȋǩʉ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉʿȴ ɠŒɫʉɻࡲ

ðɠƟƁʉɫŒȋ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡩ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ Ȃ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹȠ−߾, . . . , ⃗ɹȠ−Ȃ ȴǇ ࡱ�

ࡦ æƟɠɫƟɻƟȣʉ ƟŒƁǞ ȣȴƌƟ ŷˈ ǩʉɻ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɫȴʿ ǩȣ Ĩ ∈ RȠ×Ȃ

ʿǞȴɻƟ ɫȴʿɻ ŒɫƟ ⃗ɹȠ−߾, . . .⃗ɹȠ−Ȃࡱ
ࡦ +ȋʞɻʉƟɫ ʉǞƟɻƟ ɫȴʿɻ ʞɻǩȣǊ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȴɫࢍ ɫƟŒȋȋˈ Œȣˈ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌࡱࢎ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = �− ࡱ5 ࠅ

- -



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ϑ˺ϘϫͮϫͮΧΗͮΗ͞ ͮΗ ϑϘ˺̤ϫ̤̺ͮ

üǞƟ ðǞǩ࢙�Œȋǩȅ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Ɓʞʉɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ
Ɓȴȝȝȴȣȋˈ ʞɻƟƌ ʻŒɫǩŒȣʉɻ ȴǇ ʉǞǩɻ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡪ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ � = ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5

xȝɠȴɫʉŒȣʉ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣࡩ īǞŒʉ ʉȴ ƌȴ ʿǞƟȣ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻɠȋǩʉ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉʿȴ ɠŒɫʉɻࡲ

ðɠƟƁʉɫŒȋ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡩ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ Ȃ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹȠ−߾, . . . , ⃗ɹȠ−Ȃ ȴǇ ࡱ�
ࡦ æƟɠɫƟɻƟȣʉ ƟŒƁǞ ȣȴƌƟ ŷˈ ǩʉɻ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɫȴʿ ǩȣ Ĩ ∈ RȠ×Ȃ

ʿǞȴɻƟ ɫȴʿɻ ŒɫƟ ⃗ɹȠ−߾, . . .⃗ɹȠ−Ȃࡱ

ࡦ +ȋʞɻʉƟɫ ʉǞƟɻƟ ɫȴʿɻ ʞɻǩȣǊ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȴɫࢍ ɫƟŒȋȋˈ Œȣˈ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌࡱࢎ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = �− ࡱ5 ࠅ

"spectral embedding"

•
¥ . Gif.



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ϑ˺ϘϫͮϫͮΧΗͮΗ͞ ͮΗ ϑϘ˺̤ϫ̤̺ͮ

üǞƟ ðǞǩ࢙�Œȋǩȅ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Ɓʞʉɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝȴɻʉ
Ɓȴȝȝȴȣȋˈ ʞɻƟƌ ʻŒɫǩŒȣʉɻ ȴǇ ʉǞǩɻ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡪ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ
ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ � = ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5

xȝɠȴɫʉŒȣʉ +ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣࡩ īǞŒʉ ʉȴ ƌȴ ʿǞƟȣ ʿƟ ʿŒȣʉ ʉȴ ɻɠȋǩʉ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉʿȴ ɠŒɫʉɻࡲ

ðɠƟƁʉɫŒȋ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡩ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ Ȃ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹȠ−߾, . . . , ⃗ɹȠ−Ȃ ȴǇ ࡱ�
ࡦ æƟɠɫƟɻƟȣʉ ƟŒƁǞ ȣȴƌƟ ŷˈ ǩʉɻ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɫȴʿ ǩȣ Ĩ ∈ RȠ×Ȃ

ʿǞȴɻƟ ɫȴʿɻ ŒɫƟ ⃗ɹȠ−߾, . . .⃗ɹȠ−Ȃࡱ
ࡦ +ȋʞɻʉƟɫ ʉǞƟɻƟ ɫȴʿɻ ʞɻǩȣǊ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȴɫࢍ ɫƟŒȋȋˈ Œȣˈ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌࡱࢎ

Ƞࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ 5 ∈ RȠ×Ƞ ࡩ ƌǩŒǊȴȣŒȋ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ࡩ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ ȝŒʉɫǩˇ � = �− ࡱ5 ࠅ
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Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

üǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � = 5− � ǊǩʻƟ ʉǞƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ
ࢪǇʞȣƁʉǩȴȣɻࢩ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ɻȝȴȴʉǞƟɻʉ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡱ xࡱƟࡪࡱ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ

⃗ɹó�⃗ʴ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B
[⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ)]߿.

DȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ
[⃗ʴȠ−߾(Ǻ),⃗ɹȠ−߿(Ǻ), . . . , ⃗ɹȠ−Ȃ(Ǻ)] ƟȣɻʞɫƟɻ ʉǞŒʉ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟɻ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ŷˈ
ƟƌǊƟɻ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ʉȴʉŒȋ ɻɧʞŒɫƟƌ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡱ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ

ࡦ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ DǩǊƟȣȝŒɠɻ

ࡦ �ȴƁŒȋȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ

ࡦ xɻȴȝŒɠ

ࡦ DʉƁࡱࡱࡱ

ࠆ

-



Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

üǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � = 5− � ǊǩʻƟ ʉǞƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ
ࢪǇʞȣƁʉǩȴȣɻࢩ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ɻȝȴȴʉǞƟɻʉ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡱ xࡱƟࡪࡱ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ

⃗ɹó�⃗ʴ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B
[⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ)]߿.

DȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ
[⃗ʴȠ−߾(Ǻ),⃗ɹȠ−߿(Ǻ), . . . , ⃗ɹȠ−Ȃ(Ǻ)] ƟȣɻʞɫƟɻ ʉǞŒʉ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟɻ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ŷˈ
ƟƌǊƟɻ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ʉȴʉŒȋ ɻɧʞŒɫƟƌ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡱ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ

ࡦ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ DǩǊƟȣȝŒɠɻ

ࡦ �ȴƁŒȋȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ

ࡦ xɻȴȝŒɠ

ࡦ DʉƁࡱࡱࡱ

ࠆ

-

[ -



Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

üǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � = 5− � ǊǩʻƟ ʉǞƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ
ࢪǇʞȣƁʉǩȴȣɻࢩ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ɻȝȴȴʉǞƟɻʉ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡱ xࡱƟࡪࡱ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ

⃗ɹó�⃗ʴ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B
[⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ)]߿.

DȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ
[⃗ʴȠ−߾(Ǻ),⃗ɹȠ−߿(Ǻ), . . . , ⃗ɹȠ−Ȃ(Ǻ)] ƟȣɻʞɫƟɻ ʉǞŒʉ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟɻ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ŷˈ
ƟƌǊƟɻ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ʉȴʉŒȋ ɻɧʞŒɫƟƌ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡱ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ

ࡦ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ DǩǊƟȣȝŒɠɻ

ࡦ �ȴƁŒȋȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ

ࡦ xɻȴȝŒɠ

ࡦ DʉƁࡱࡱࡱ

ࠆ

O
O O
O O

a
Un-rf O
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Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

üǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � = 5− � ǊǩʻƟ ʉǞƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ
ࢪǇʞȣƁʉǩȴȣɻࢩ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ɻȝȴȴʉǞƟɻʉ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡱ xࡱƟࡪࡱ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ

⃗ɹó�⃗ʴ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B
[⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ)]߿.

DȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ
[⃗ʴȠ−߾(Ǻ),⃗ɹȠ−߿(Ǻ), . . . , ⃗ɹȠ−Ȃ(Ǻ)] ƟȣɻʞɫƟɻ ʉǞŒʉ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟɻ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ŷˈ
ƟƌǊƟɻ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ʉȴʉŒȋ ɻɧʞŒɫƟƌ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡱ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ +ȋʞɻʉƟɫǩȣǊ

ࡦ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ DǩǊƟȣȝŒɠɻ

ࡦ �ȴƁŒȋȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ

ࡦ xɻȴȝŒɠ

ࡦ DʉƁࡱࡱࡱ

ࠆ

Va ,U n i t y. >Lunz!..
• - iff,%"Ni)-Nidhi

N i l s , -



Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

´ɫǩǊǩȣŒȋ 5ŒʉŒࡩ ȣȴʉࢍ ȋǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟࢎ

߽߾



Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

Ȃ࢙£ƟŒɫƟɻʉ £ƟǩǊǞŷȴɫɻ cɫŒɠǞࡩ

߽߾
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Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

DȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿǩʉǞ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹȠ−߾,⃗ɹȠ−ࡩ߿ ˈȋǩȣƟŒɫȋࢍ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟࢎ

߽߾
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̺͞Η̺Ϙ˺ϫͮЖ̺ ΓΧ̭̺Ήϡ

ðȴ `Œɫࡩ oŒʻƟ ŒɫǊʞƟƌ ʉǞŒʉ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ Œ ǊɫŒɠǞ
ƟǇǇƟƁʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ŒȋȴȣǊ Œ ɻȝŒȋȋ Ɓʞʉ ʉǞŒʉ ɻƟɠŒɫŒʉƟɻ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ
ȋŒɫǊƟ ɠǩƟƁƟɻࡱ

ࡦ oŒʻƟȣࢪʉ ǊǩʻƟȣ Œȣˈ ǇȴɫȝŒȋ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ȴȣ ʉǞƟ ࢪˈɧʞŒȋǩʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ
ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊࡱ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ƌȴ Ǉȴɫ ǊƟȣƟɫŒȋ ǩȣɠʞʉ ǊɫŒɠǞɻࡱ

+ȴȝȝȴȣ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ cǩʻƟ Œ ȣŒʉʞɫŒȋ ǊƟȣƟɫŒʉǩʻƟ ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ
ɫŒȣƌȴȝ ǩȣɠʞʉɻ Œȣƌ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ Ǟȴʿ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɠƟɫǇȴɫȝɻ ȴȣ
ǩȣɠʞʉɻ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ ĨƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ǩȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟɻǩǊȣ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡷȝŒƁǞǩȣƟ
ȋƟŒɫȣǩȣǊ ƁŒȣࢍ ŷƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ǽʞɻʉǩǇˈ ℓ߿ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ß+ࡪ� ƟʉƁࢎࡱ

߾߾



̺͞Η̺Ϙ˺ϫͮЖ̺ ΓΧ̭̺Ήϡ

ðȴ `Œɫࡩ oŒʻƟ ŒɫǊʞƟƌ ʉǞŒʉ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ Œ ǊɫŒɠǞ
ƟǇǇƟƁʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ŒȋȴȣǊ Œ ɻȝŒȋȋ Ɓʞʉ ʉǞŒʉ ɻƟɠŒɫŒʉƟɻ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ
ȋŒɫǊƟ ɠǩƟƁƟɻࡱ

ࡦ oŒʻƟȣࢪʉ ǊǩʻƟȣ Œȣˈ ǇȴɫȝŒȋ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ȴȣ ʉǞƟ ࢪˈɧʞŒȋǩʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ
ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊࡱ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ƌȴ Ǉȴɫ ǊƟȣƟɫŒȋ ǩȣɠʞʉ ǊɫŒɠǞɻࡱ

+ȴȝȝȴȣ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ cǩʻƟ Œ ȣŒʉʞɫŒȋ ǊƟȣƟɫŒʉǩʻƟ ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ
ɫŒȣƌȴȝ ǩȣɠʞʉɻ Œȣƌ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ Ǟȴʿ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɠƟɫǇȴɫȝɻ ȴȣ
ǩȣɠʞʉɻ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ ĨƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ǩȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟɻǩǊȣ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡷȝŒƁǞǩȣƟ
ȋƟŒɫȣǩȣǊ ƁŒȣࢍ ŷƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ǽʞɻʉǩǇˈ ℓ߿ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ß+ࡪ� ƟʉƁࢎࡱ

߾߾



̺͞Η̺Ϙ˺ϫͮЖ̺ ΓΧ̭̺Ήϡ

ðȴ `Œɫࡩ oŒʻƟ ŒɫǊʞƟƌ ʉǞŒʉ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ Œ ǊɫŒɠǞ
ƟǇǇƟƁʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ŒȋȴȣǊ Œ ɻȝŒȋȋ Ɓʞʉ ʉǞŒʉ ɻƟɠŒɫŒʉƟɻ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ
ȋŒɫǊƟ ɠǩƟƁƟɻࡱ

ࡦ oŒʻƟȣࢪʉ ǊǩʻƟȣ Œȣˈ ǇȴɫȝŒȋ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ȴȣ ʉǞƟ ࢪˈɧʞŒȋǩʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ
ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊࡱ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ƌȴ Ǉȴɫ ǊƟȣƟɫŒȋ ǩȣɠʞʉ ǊɫŒɠǞɻࡱ

+ȴȝȝȴȣ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ cǩʻƟ Œ ȣŒʉʞɫŒȋ ǊƟȣƟɫŒʉǩʻƟ ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ
ɫŒȣƌȴȝ ǩȣɠʞʉɻ Œȣƌ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ Ǟȴʿ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɠƟɫǇȴɫȝɻ ȴȣ
ǩȣɠʞʉɻ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ ĨƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ǩȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟɻǩǊȣ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡷȝŒƁǞǩȣƟ
ȋƟŒɫȣǩȣǊ ƁŒȣࢍ ŷƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ǽʞɻʉǩǇˈ ℓ߿ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ß+ࡪ� ƟʉƁࢎࡱ

߾߾



̺͞Η̺Ϙ˺ϫͮЖ̺ ΓΧ̭̺Ήϡ

ðȴ `Œɫࡩ oŒʻƟ ŒɫǊʞƟƌ ʉǞŒʉ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ Œ ǊɫŒɠǞ
ƟǇǇƟƁʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ŒȋȴȣǊ Œ ɻȝŒȋȋ Ɓʞʉ ʉǞŒʉ ɻƟɠŒɫŒʉƟɻ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ
ȋŒɫǊƟ ɠǩƟƁƟɻࡱ

ࡦ oŒʻƟȣࢪʉ ǊǩʻƟȣ Œȣˈ ǇȴɫȝŒȋ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ȴȣ ʉǞƟ ࢪˈɧʞŒȋǩʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ
ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊࡱ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ƌȴ Ǉȴɫ ǊƟȣƟɫŒȋ ǩȣɠʞʉ ǊɫŒɠǞɻࡱ

+ȴȝȝȴȣ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ cǩʻƟ Œ ȣŒʉʞɫŒȋ ǊƟȣƟɫŒʉǩʻƟ ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ
ɫŒȣƌȴȝ ǩȣɠʞʉɻ Œȣƌ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ Ǟȴʿ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɠƟɫǇȴɫȝɻ ȴȣ
ǩȣɠʞʉɻ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ ĨƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ǩȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟɻǩǊȣ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡷȝŒƁǞǩȣƟ
ȋƟŒɫȣǩȣǊ ƁŒȣࢍ ŷƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ǽʞɻʉǩǇˈ ℓ߿ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ß+ࡪ� ƟʉƁࢎࡱ

߾߾



̺͞Η̺Ϙ˺ϫͮЖ̺ ΓΧ̭̺Ήϡ

ðȴ `Œɫࡩ oŒʻƟ ŒɫǊʞƟƌ ʉǞŒʉ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻ Œ ǊɫŒɠǞ
ƟǇǇƟƁʉǩʻƟȋ ࡪ̍ ŒȋȴȣǊ Œ ɻȝŒȋȋ Ɓʞʉ ʉǞŒʉ ɻƟɠŒɫŒʉƟɻ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ǩȣʉȴ
ȋŒɫǊƟ ɠǩƟƁƟɻࡱ

ࡦ oŒʻƟȣࢪʉ ǊǩʻƟȣ Œȣˈ ǇȴɫȝŒȋ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟ ȴȣ ʉǞƟ ࢪˈɧʞŒȋǩʉࢩ ȴǇ ʉǞƟ
ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊࡱ

ࡦ üǞǩɻ ǩɻ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʉȴ ƌȴ Ǉȴɫ ǊƟȣƟɫŒȋ ǩȣɠʞʉ ǊɫŒɠǞɻࡱ

+ȴȝȝȴȣ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ cǩʻƟ Œ ȣŒʉʞɫŒȋ ǊƟȣƟɫŒʉǩʻƟ ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ
ɫŒȣƌȴȝ ǩȣɠʞʉɻ Œȣƌ ŒȣŒȋˈ˔Ɵ Ǟȴʿ ʉǞƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ɠƟɫǇȴɫȝɻ ȴȣ
ǩȣɠʞʉɻ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋࡱ

ࡦ ĨƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ǩȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ƌƟɻǩǊȣ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡷȝŒƁǞǩȣƟ
ȋƟŒɫȣǩȣǊ ƁŒȣࢍ ŷƟ ʞɻƟƌ ʉȴ ǽʞɻʉǩǇˈ ℓ߿ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡪ Ȃ࢙ȝƟŒȣɻ
ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡪ ß+ࡪ� ƟʉƁࢎࡱ

߾߾



ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ #ȋȴƁȅ �ȴƌƟȋ ßȋŒȣʉƟƌࢍ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ �ȴƌƟȋࡩࢎ �Ɵʉ aȠ(ɛ,ɡ) ŷƟ Œ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ǊɫŒɠǞɻ ȴȣ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ɻɠȋǩʉ ƟɧʞŒȋȋˈ ǩȣʉȴ ʉʿȴ Ǌɫȴʞɠɻ #
Œȣƌ ࡪ* ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ
ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ɻƟȋǇ࢙ȋȴȴɠɻࡱࢎ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷࡱ ɡ < ɛࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

߿߾
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ #ȋȴƁȅ �ȴƌƟȋ ßȋŒȣʉƟƌࢍ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ �ȴƌƟȋࡩࢎ �Ɵʉ aȠ(ɛ,ɡ) ŷƟ Œ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ǊɫŒɠǞɻ ȴȣ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ɻɠȋǩʉ ƟɧʞŒȋȋˈ ǩȣʉȴ ʉʿȴ Ǌɫȴʞɠɻ #
Œȣƌ ࡪ* ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ
ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ɻƟȋǇ࢙ȋȴȴɠɻࡱࢎ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷࡱ ɡ < ɛࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

߿߾
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ϡϫΧ̤ͩ˺ϡϫ̤ͮ ̜ΉΧ̤΄ ΓΧ̭̺Ή

ðʉȴƁǞŒɻʉǩƁ #ȋȴƁȅ �ȴƌƟȋ ßȋŒȣʉƟƌࢍ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ �ȴƌƟȋࡩࢎ �Ɵʉ aȠ(ɛ,ɡ) ŷƟ Œ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴʻƟɫ ǊɫŒɠǞɻ ȴȣ Ƞ ȣȴƌƟɻࡪ ɻɠȋǩʉ ƟɧʞŒȋȋˈ ǩȣʉȴ ʉʿȴ Ǌɫȴʞɠɻ #
Œȣƌ ࡪ* ƟŒƁǞ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻࡱ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ
ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ɻƟȋǇ࢙ȋȴȴɠɻࡱࢎ

ࡦ �ȣˈ ʉʿȴ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷࡱ ɡ < ɛࡱ
ࡦ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

߿߾
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ΉͮΗ̺˺Ϙ ˺Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ aȠ(ɛ,ɡ)ࡱ

ࡦ �Ɵʉ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ aࡱ īǞŒʉ ǩɻ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ

ࠀ߾



ΉͮΗ̺˺Ϙ ˺Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ aȠ(ɛ,ɡ)ࡱ

ࡦ �Ɵʉ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ aࡱ

īǞŒʉ ǩɻ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ

ࠀ߾



ΉͮΗ̺˺Ϙ ˺Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ aȠ(ɛ,ɡ)ࡱ

ࡦ �Ɵʉ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ aࡱ

īǞŒʉ ǩɻ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ

ࠀ߾

P q qcp



ΉͮΗ̺˺Ϙ ˺Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ Ж̺ͮЙ

�Ɵʉ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ aȠ(ɛ,ɡ)ࡱ

ࡦ �Ɵʉ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ʉǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ aࡱ īǞŒʉ ǩɻ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ

ࠀ߾

i



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ īǞŒʉ ǩɻ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ

ࠁ߾
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̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɛ Ǉȴɫ
Ǧ, Ǻ ǩȣ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɡ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

īǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ ࠂ߾



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɛ Ǉȴɫ
Ǧ, Ǻ ǩȣ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ (E[�])Ǧ,Ǻ = ɡ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

īǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

aȠ(ɛ, ɡ)ࡩ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ #, ࡩ* Ǌɫȴʞɠɻ ʿǩʉǞ Ƞ/߿ ȣȴƌƟɻ
ƟŒƁǞࡱ +ȴȣȣƟƁʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ʿǩʉǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɛ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡪ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ɡ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Ǌɫȴʞɠࡱ ࠂ߾

[



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

ࠃ߾

-
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̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ) Œȣƌ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

ࠄ߾



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

xǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ⃗ɹ߿ ʉǞƟȣ ʿƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ *

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ a ∼ aȠ(ɛ,ɡ)ࡪ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ E[�] ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ üǞʞɻࡪ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
,߾] ,߾ ,߾ . . . [߾−,߾−,߾−, Œȣƌ ǊǩʻƟɻ Œ Ǌȴȴƌ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

ࠅ߾
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̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ ˺̭˺̤̺Η̤С ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

xǇ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ ⃗ɹ߿ ʉǞƟȣ ʿƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ʉǞƟ ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻ # Œȣƌ *

ࡦ +Œȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ a ∼ aȠ(ɛ,ɡ)ࡪ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ E[�] ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉ ̍ࡱ

ࡦ üǞʞɻࡪ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ � ǩɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
,߾] ,߾ ,߾ . . . [߾−,߾−,߾−, Œȣƌ ǊǩʻƟɻ Œ Ǌȴȴƌ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴȝȝʞȣǩʉǩƟɻࡱ

ࠅ߾

-



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ)ࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ Œȣƌ � ŷƟ ǩʉɻ
�ŒɠȋŒƁǩŒȣࡪ ʿǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

ࠆ߾

- -
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-



̺Рϑ̺̤ϫ̺̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ

�ƟʉʉǩȣǊ a ŷƟ Œ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ŷȋȴƁȅ ȝȴƌƟȋ ǊɫŒɠǞ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ
aȠ(ɛ,ɡ)ࡪ � ∈ RȠ×Ƞ ŷƟ ǩʉɻ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ Œȣƌ � ŷƟ ǩʉɻ
�ŒɠȋŒƁǩŒȣࡪ ʿǞŒʉ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ Œȣƌ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ E[�]ࡲ

߽߿



äʞƟɻʉǩȴȣɻࡲ

߾߿


