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+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ࠁ߾

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ǊɫŒƌƟɻ ŒɫƟ ȴȣ �ȴȴƌȋƟࡱ
ࡦ �ʻƟɫŒǊƟ ʿŒɻ ࡪࠄࠃ.߿ࠀ ȝƟƌǩŒȣ ࡪࠀࠀ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ࠅ.ࠃ
ࡦ +ȴȝƟ ʉȴ ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ ǩǇ ˈȴʞ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ ɻƟƟ ˈȴʞɫ
ƟˇŒȝࡷƌǩɻƁʞɻɻ ɻȴȋʞʉǩȴȣɻࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ `Ɵʿ īƟƟȅɻࡩ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Œȣƌ ß+�

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ʉǞŒʉ ȋǩƟɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ ˨ȣƌǩȣǊ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳࡩ Ĳ ≈ ĲĨĨóࡱ

ࡦ ´ɠʉǩȝŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ß+� ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢍ ȴǇ ĲóĲ ȴɫ
ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ðĨ5 ȴǇ Ĳࡱࢎ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ £ȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƁȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ʉǞŒʉ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ȝƟʉǞȴƌɻ ðĨ5ࢍ Œȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ ŒɫƟ ɻʉǩȋȋ ȅƟˈ
ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ ǩȣ ʉǞǩɻ ɻƟʉʉǩȣǊࡱ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ `Ɵʿ īƟƟȅɻࡩ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Œȣƌ ß+�

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ʉǞŒʉ ȋǩƟɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ ˨ȣƌǩȣǊ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳࡩ Ĳ ≈ ĲĨĨóࡱ

ࡦ ´ɠʉǩȝŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ß+� ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢍ ȴǇ ĲóĲ ȴɫ
ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ðĨ5 ȴǇ Ĳࡱࢎ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ £ȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƁȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ʉǞŒʉ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ȝƟʉǞȴƌɻ ðĨ5ࢍ Œȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ ŒɫƟ ɻʉǩȋȋ ȅƟˈ
ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ ǩȣ ʉǞǩɻ ɻƟʉʉǩȣǊࡱ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ

߿

- O



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ `Ɵʿ īƟƟȅɻࡩ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Œȣƌ ß+�

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ʉǞŒʉ ȋǩƟɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ ˨ȣƌǩȣǊ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳࡩ Ĳ ≈ ĲĨĨóࡱ

ࡦ ´ɠʉǩȝŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ß+� ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢍ ȴǇ ĲóĲ ȴɫ
ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ðĨ5 ȴǇ Ĳࡱࢎ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ £ȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƁȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ʉǞŒʉ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ȝƟʉǞȴƌɻ ðĨ5ࢍ Œȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ ŒɫƟ ɻʉǩȋȋ ȅƟˈ
ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ ǩȣ ʉǞǩɻ ɻƟʉʉǩȣǊࡱ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ `Ɵʿ īƟƟȅɻࡩ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Œȣƌ ß+�

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ʉǞŒʉ ȋǩƟɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ ˨ȣƌǩȣǊ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳࡩ Ĳ ≈ ĲĨĨóࡱ

ࡦ ´ɠʉǩȝŒȋ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ß+� ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢍ ȴǇ ĲóĲ ȴɫ
ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ðĨ5 ȴǇ Ĳࡱࢎ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ £ȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƁȴȝɠɫƟɻɻ ƌŒʉŒ ʉǞŒʉ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ȝƟʉǞȴƌɻ ðĨ5ࢍ Œȣƌ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࢎ ŒɫƟ ɻʉǩȋȋ ȅƟˈ
ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ ǩȣ ʉǞǩɻ ɻƟʉʉǩȣǊࡱ

ࡦ ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫ ࡪ̍ ɻɠƟƁʉɫŒȋ ƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࡱ
߿



̺ΗϫͮϫС ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ

Dȣƌ ȴǇ �Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴŷǽƟƁʉɻ ȴʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣʉȴ
DʞƁȋǩƌƟŒȣ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ 5ȴƁʞȝƟȣʉɻ Ǉȴɫࢍ ʉȴɠǩƁ࢙ŷŒɻƟƌ ɻƟŒɫƁǞ Œȣƌ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣࢎ
ࡦ īȴɫƌɻ ʉȴࢍ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ɻˈȣȴȣˈȝɻࡪ ʉɫŒȣɻȋŒʉǩȴȣɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ࡦ £ȴƌƟɻ ǩȣ Œ ɻȴƁǩŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ

ċɻʞŒȋ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ +ȴȣʻƟɫʉ ƟŒƁǞ ǩʉƟȝ ǩȣʉȴ Œ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ǇƟŒʉʞɫƟ ʻƟƁʉȴɫ Œȣƌ ʉǞƟȣ Œɠɠȋˈ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

ࠀ

112'→ Rd' d '- d



̺ΗϫͮϫС ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ

Dȣƌ ȴǇ �Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴŷǽƟƁʉɻ ȴʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣʉȴ
DʞƁȋǩƌƟŒȣ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ 5ȴƁʞȝƟȣʉɻ Ǉȴɫࢍ ʉȴɠǩƁ࢙ŷŒɻƟƌ ɻƟŒɫƁǞ Œȣƌ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣࢎ
ࡦ īȴɫƌɻ ʉȴࢍ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ɻˈȣȴȣˈȝɻࡪ ʉɫŒȣɻȋŒʉǩȴȣɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ࡦ £ȴƌƟɻ ǩȣ Œ ɻȴƁǩŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ

ċɻʞŒȋ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ +ȴȣʻƟɫʉ ƟŒƁǞ ǩʉƟȝ ǩȣʉȴ Œ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ǇƟŒʉʞɫƟ ʻƟƁʉȴɫ Œȣƌ ʉǞƟȣ Œɠɠȋˈ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

ࠀ



̺ΗϫͮϫС ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ϡ

Dȣƌ ȴǇ �Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴŷǽƟƁʉɻ ȴʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣʉȴ
DʞƁȋǩƌƟŒȣ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ 5ȴƁʞȝƟȣʉɻ Ǉȴɫࢍ ʉȴɠǩƁ࢙ŷŒɻƟƌ ɻƟŒɫƁǞ Œȣƌ ƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣࢎ
ࡦ īȴɫƌɻ ʉȴࢍ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ɻˈȣȴȣˈȝɻࡪ ʉɫŒȣɻȋŒʉǩȴȣɻࡪ ƟʉƁࢎࡱ
ࡦ £ȴƌƟɻ ǩȣ Œ ɻȴƁǩŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ

ċɻʞŒȋ �ɠɠɫȴŒƁǞࡩ +ȴȣʻƟɫʉ ƟŒƁǞ ǩʉƟȝ ǩȣʉȴ Œ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ǇƟŒʉʞɫƟ ʻƟƁʉȴɫ Œȣƌ ʉǞƟȣ Œɠɠȋˈ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ

ࠀ



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࠁ

-

→ R a - K



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࠁ



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ∥Ĳ− ĳĿó∥^ ǩɻ ɻȝŒȋȋࡪ ʉǞƟȣ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡪ

ĲǦ,Œ ≈ (ĳĿó)Ǧ,Œ = ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩.

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ߾ ʿǞƟȣ ƊȰƀǦ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ʸȰɥƊŒࡱ

ࡦ xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ࡱ߾

ࠂ



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ∥Ĳ− ĳĿó∥^ ǩɻ ɻȝŒȋȋࡪ ʉǞƟȣ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡪ

ĲǦ,Œ ≈ (ĳĿó)Ǧ,Œ = ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩.

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ߾ ʿǞƟȣ ƊȰƀǦ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ʸȰɥƊŒࡱ

ࡦ xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ࡱ߾
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̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ∥Ĳ− ĳĿó∥^ ǩɻ ɻȝŒȋȋࡪ ʉǞƟȣ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡪ

ĲǦ,Œ ≈ (ĳĿó)Ǧ,Œ = ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩.

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ߾ ʿǞƟȣ ƊȰƀǦ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ʸȰɥƊŒࡱ

ࡦ xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ࡱ߾

ࠂ

•

0



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ xǇ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ∥Ĳ− ĳĿó∥^ ǩɻ ɻȝŒȋȋࡪ ʉǞƟȣ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟࡪ

ĲǦ,Œ ≈ (ĳĿó)Ǧ,Œ = ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩.

ࡦ xࡱƟࡪࡱ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ߾ ʿǞƟȣ ƊȰƀǦ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ʸȰɥƊŒࡱ

ࡦ xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ࡱ߾

ࠂ

~n



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ߾

�ȣȴʉǞƟɫ ĨǩƟʿࡩ DŒƁǞ Ɓȴȋʞȝȣ ȴǇ ĳ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉɻ Œ ࡱࢪʉȴɠǩƁࢩ ⃗ˁ Ǧ(Ǻ) ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ
Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ƊȰƀǦ ŷƟȋȴȣǊɻ ʉȴ ʉȴɠǩƁ Ǻࡱ ̱⃗Œ(Ǻ) ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ʸȰɥƊŒ
ŒɻɻȴƁǩŒʉƟɻ ʿǩʉǞ ʉǞŒʉ ʉȴɠǩƁࡱ

ࠃ

•



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

xǇ ƊȰƀǦ Œȣƌ ƊȰƀǺ ŷȴʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣ ʸȰɥƊŒࡪ ⟨⃗ˁǦ,̱⃗Œ⟩ ≈ ⟨⃗ˁǺ,̱⃗Œ⟩ = ߾

�ȣȴʉǞƟɫ ĨǩƟʿࡩ DŒƁǞ Ɓȴȋʞȝȣ ȴǇ ĳ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉɻ Œ ࡱࢪʉȴɠǩƁࢩ ⃗ˁ Ǧ(Ǻ) ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ
Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ƊȰƀǦ ŷƟȋȴȣǊɻ ʉȴ ʉȴɠǩƁ Ǻࡱ ̱⃗Œ(Ǻ) ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ʸȰɥƊŒ
ŒɻɻȴƁǩŒʉƟɻ ʿǩʉǞ ʉǞŒʉ ʉȴɠǩƁࡱ

ࠃ

x:#t

O



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲĲóࡱ
üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲó ǩɻ ĲĲó = ĨΣ߿Ĩóࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲóࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲĲó − #∥^

ࡦ ĲĲó = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

ࠄ

-
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̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�

ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲĲóࡱ
üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲó ǩɻ ĲĲó = ĨΣ߿Ĩóࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲóࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲĲó − #∥^

ࡦ ĲĲó = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

ࠄ

U k {Kurt



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲĲóࡱ

üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲó ǩɻ ĲĲó = ĨΣ߿Ĩóࡱ
ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲóࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲĲó − #∥^

ࡦ ĲĲó = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

ࠄ

-

O



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲĲóࡱ
üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲó ǩɻ ĲĲó = ĨΣ߿Ĩóࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲóࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲĲó − #∥^

ࡦ ĲĲó = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

ࠄ
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̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲĲóࡱ
üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲó ǩɻ ĲĲó = ĨΣ߿Ĩóࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲóࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲĲó − #∥^

ࡦ ĲĲó = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

ࠄ
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̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ Ή˺ϫ̺Ηϫ ϡ̺Γ˺Ηϫ̤ͮ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ࡦ �ʞɻʉ ȋǩȅƟ ʿǩʉǞ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡪ ̱⃗Œ Œȣƌ ̱⃗Ŷ ʿǩȋȋ ʉƟȣƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ ƌȴʉ
ɠɫȴƌʞƁʉ ǩǇ ʸȰɥƊǦ Œȣƌ ʸȰɥƊǺ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝƟ
ƌȴƁʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ xȣ Œȣ ðĨ5 ƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʿƟ ɻƟʉ Ŀ = ΣȂĨóࡱ�
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲĲóࡱ
üǞƟ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲó ǩɻ ĲĲó = ĨΣ߿Ĩóࡱ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲóࡲ xࡱƟࡱ
ŒɫǊȝǩȣɫŒȣȅ−Ȃ # ∥ĲĲó − #∥^

ࡦ ĲĲó = ĨȂΣ߿
ȂĨóȂ = ĿĿóࡱ

ࠄ

I x w a



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ð� ǊǩʻƟɻ Œ ʿŒˈ ȴǇ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿȴɫƌɻ ǩȣʉȴ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩɻ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲóࡩ ʿǞƟɫƟ (ĲĲó)Œ,Ŷ ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŷȴʉǞ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣࡱ

ࡦ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ĲĲó Œɻ Œ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ǊɫŒȝࢍ ȝŒʉɫǩˇࡪ ȅƟɫȣƟȋ ȝŒʉɫǩˇࢎ
ʿǩʉǞ Ɵȣʉɫˈ (Œ,Ŷ) ŷƟǩȣǊ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶࡱ

ࡦ �Œȣˈ ʿŒˈɻ ʉȴ ȝƟŒɻʞɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟȣʉƟȣƁƟɻ ŷȴʉǞ ȴƁƁʞɫ
ǩȣࡪ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉǩȝƟ ŷȴʉǞ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʿǩȣƌȴʿ ȴǇ ʸ ʿȴɫƌɻࡪ ǩȣ
ɻǩȝǩȋŒɫ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȋŒȣǊʞŒǊƟɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ æƟɠȋŒƁǩȣǊ ĲĲó ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȝƟʉɫǩƁɻ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࢍ
ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌࢎ ȋƟŒƌɻ ʉȴ ɠȴɠʞȋŒɫ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁࡪ cȋȴĨƟࡪ ǇŒɻʉüƟɻʉࡪ ƟʉƁࡱ

ࠅ
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̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ð� ǊǩʻƟɻ Œ ʿŒˈ ȴǇ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿȴɫƌɻ ǩȣʉȴ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩɻ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲóࡩ ʿǞƟɫƟ (ĲĲó)Œ,Ŷ ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŷȴʉǞ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣࡱ

ࡦ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ĲĲó Œɻ Œ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ǊɫŒȝࢍ ȝŒʉɫǩˇࡪ ȅƟɫȣƟȋ ȝŒʉɫǩˇࢎ
ʿǩʉǞ Ɵȣʉɫˈ (Œ,Ŷ) ŷƟǩȣǊ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶࡱ

ࡦ �Œȣˈ ʿŒˈɻ ʉȴ ȝƟŒɻʞɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟȣʉƟȣƁƟɻ ŷȴʉǞ ȴƁƁʞɫ
ǩȣࡪ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉǩȝƟ ŷȴʉǞ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʿǩȣƌȴʿ ȴǇ ʸ ʿȴɫƌɻࡪ ǩȣ
ɻǩȝǩȋŒɫ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȋŒȣǊʞŒǊƟɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ æƟɠȋŒƁǩȣǊ ĲĲó ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȝƟʉɫǩƁɻ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࢍ
ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌࢎ ȋƟŒƌɻ ʉȴ ɠȴɠʞȋŒɫ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁࡪ cȋȴĨƟࡪ ǇŒɻʉüƟɻʉࡪ ƟʉƁࡱ

ࠅ

words → similarity
matrix

0 4 2 approx
(embeddingPods



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ð� ǊǩʻƟɻ Œ ʿŒˈ ȴǇ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿȴɫƌɻ ǩȣʉȴ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩɻ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲóࡩ ʿǞƟɫƟ (ĲĲó)Œ,Ŷ ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŷȴʉǞ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣࡱ

ࡦ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ĲĲó Œɻ Œ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ǊɫŒȝࢍ ȝŒʉɫǩˇࡪ ȅƟɫȣƟȋ ȝŒʉɫǩˇࢎ
ʿǩʉǞ Ɵȣʉɫˈ (Œ,Ŷ) ŷƟǩȣǊ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶࡱ

ࡦ �Œȣˈ ʿŒˈɻ ʉȴ ȝƟŒɻʞɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟȣʉƟȣƁƟɻ ŷȴʉǞ ȴƁƁʞɫ
ǩȣࡪ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉǩȝƟ ŷȴʉǞ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʿǩȣƌȴʿ ȴǇ ʸ ʿȴɫƌɻࡪ ǩȣ
ɻǩȝǩȋŒɫ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȋŒȣǊʞŒǊƟɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ æƟɠȋŒƁǩȣǊ ĲĲó ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȝƟʉɫǩƁɻ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࢍ
ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌࢎ ȋƟŒƌɻ ʉȴ ɠȴɠʞȋŒɫ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁࡪ cȋȴĨƟࡪ ǇŒɻʉüƟɻʉࡪ ƟʉƁࡱ

ࠅ



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

�ð� ǊǩʻƟɻ Œ ʿŒˈ ȴǇ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ʿȴɫƌɻ ǩȣʉȴ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ DȝŷƟƌƌǩȣǊ ǩɻ ʻǩŒ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ĲĲóࡩ ʿǞƟɫƟ (ĲĲó)Œ,Ŷ ǩɻ
ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ʉǞŒʉ ŷȴʉǞ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣࡱ

ࡦ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ĲĲó Œɻ Œ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇ ǊɫŒȝࢍ ȝŒʉɫǩˇࡪ ȅƟɫȣƟȋ ȝŒʉɫǩˇࢎ
ʿǩʉǞ Ɵȣʉɫˈ (Œ,Ŷ) ŷƟǩȣǊ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶࡱ

ࡦ �Œȣˈ ʿŒˈɻ ʉȴ ȝƟŒɻʞɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɻƟȣʉƟȣƁƟɻ ŷȴʉǞ ȴƁƁʞɫ
ǩȣࡪ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉǩȝƟ ŷȴʉǞ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʿǩȣƌȴʿ ȴǇ ʸ ʿȴɫƌɻࡪ ǩȣ
ɻǩȝǩȋŒɫ ɠȴɻǩʉǩȴȣɻ ȴǇ ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȋŒȣǊʞŒǊƟɻࡪ ƟʉƁࡱ

ࡦ æƟɠȋŒƁǩȣǊ ĲĲó ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȝƟʉɫǩƁɻ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࢍ
ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌࢎ ȋƟŒƌɻ ʉȴ ɠȴɠʞȋŒɫ ʿȴɫƌ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ
ŒȋǊȴɫǩʉǞȝɻࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁࡪ cȋȴĨƟࡪ ǇŒɻʉüƟɻʉࡪ ƟʉƁࡱ xࠅ



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

£ȴʉƟࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁ ǩɻ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌƟɻƁɫǩŷƟƌ Œɻ Œ ȣƟʞɫŒȋ࢙ȣƟʉʿȴɫȅ
ȝƟʉǞȴƌࡪ ŷʞʉ ǩʉ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ ǽʞɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Œ
ɻɠƟƁǩ˨Ɓ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ  ƝʗɥŒȈ ʸȰɥƊ ƝȚŶƝƊƊǦȠǈ Œɵ ǦȚɛȈǦƀǦʂ
ȚŒʂɥǦˀ ǅŒƀʂȰɥǦˍŒʂǦȰȠࡪ �Ɵʻˈ Œȣƌ cȴȋƌŷƟɫǊࡱ

ࠆ

nordWec .

* b

bl g



̺Р˺ΓϑΉ̺ࡩ ЙΧϘ̭ ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

£ȴʉƟࡩ ʿȴɫƌ߿ʻƟƁ ǩɻ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ƌƟɻƁɫǩŷƟƌ Œɻ Œ ȣƟʞɫŒȋ࢙ȣƟʉʿȴɫȅ
ȝƟʉǞȴƌࡪ ŷʞʉ ǩʉ ǩɻ ɫƟŒȋȋˈ ǽʞɻʉ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Œ
ɻɠƟƁǩ˨Ɓ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ  ƝʗɥŒȈ ʸȰɥƊ ƝȚŶƝƊƊǦȠǈ Œɵ ǦȚɛȈǦƀǦʂ
ȚŒʂɥǦˀ ǅŒƀʂȰɥǦˍŒʂǦȰȠࡪ �Ɵʻˈ Œȣƌ cȴȋƌŷƟɫǊࡱ

ࠆ



ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС Жͮ˺ ͞Ϙ˺ϑͩϡ

� Ɓȴȝȝȴȣ ʿŒˈ ȴǇ ƟȣƁȴƌǩȣǊ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǩɻ ʻǩŒ Œ ǊɫŒɠǞࡱ DࡱǊࡪࡱ Œ
Ȃ࢙ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ǊɫŒɠǞࡱ

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉ ǩʉƟȝɻ ʉȴ ɻǩȝǩȋŒɫ ǩʉƟȝɻࡪ ɠȴɻɻǩŷȋˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞƟɫ ʿƟǩǊǞʉ
ƟƌǊƟɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

߽߾



ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС Жͮ˺ ͞Ϙ˺ϑͩϡ

� Ɓȴȝȝȴȣ ʿŒˈ ȴǇ ƟȣƁȴƌǩȣǊ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǩɻ ʻǩŒ Œ ǊɫŒɠǞࡱ DࡱǊࡪࡱ Œ
Ȃ࢙ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ǊɫŒɠǞࡱ

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉ ǩʉƟȝɻ ʉȴ ɻǩȝǩȋŒɫ ǩʉƟȝɻࡪ ɠȴɻɻǩŷȋˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞƟɫ ʿƟǩǊǞʉ
ƟƌǊƟɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

߽߾



ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС Жͮ˺ ͞Ϙ˺ϑͩϡ

� Ɓȴȝȝȴȣ ʿŒˈ ȴǇ ƟȣƁȴƌǩȣǊ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǩɻ ʻǩŒ Œ ǊɫŒɠǞࡱ DࡱǊࡪࡱ Œ
Ȃ࢙ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ǊɫŒɠǞࡱ

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉ ǩʉƟȝɻ ʉȴ ɻǩȝǩȋŒɫ ǩʉƟȝɻࡪ ɠȴɻɻǩŷȋˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞƟɫ ʿƟǩǊǞʉ
ƟƌǊƟɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

߽߾



ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС Жͮ˺ ͞Ϙ˺ϑͩϡ

� Ɓȴȝȝȴȣ ʿŒˈ ȴǇ ƟȣƁȴƌǩȣǊ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǩɻ ʻǩŒ Œ ǊɫŒɠǞࡱ DࡱǊࡪࡱ Œ
Ȃ࢙ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ǊɫŒɠǞࡱ

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉ ǩʉƟȝɻ ʉȴ ɻǩȝǩȋŒɫ ǩʉƟȝɻࡪ ɠȴɻɻǩŷȋˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞƟɫ ʿƟǩǊǞʉ
ƟƌǊƟɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

߽߾

U



ϡͮΓͮΉ˺ϘͮϫС Жͮ˺ ͞Ϙ˺ϑͩϡ

� Ɓȴȝȝȴȣ ʿŒˈ ȴǇ ƟȣƁȴƌǩȣǊ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǩɻ ʻǩŒ Œ ǊɫŒɠǞࡱ DࡱǊࡪࡱ Œ
Ȃ࢙ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ǊɫŒɠǞࡱ

ࡦ +ȴȣȣƟƁʉ ǩʉƟȝɻ ʉȴ ɻǩȝǩȋŒɫ ǩʉƟȝɻࡪ ɠȴɻɻǩŷȋˈ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞƟɫ ʿƟǩǊǞʉ
ƟƌǊƟɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ɻǩȝǩȋŒɫࡱ

xɻ ʉǞǩɻ ɻƟʉ ȴǇ ɠȴǩȣʉɻ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟࡲ 5ȴƟɻ ǩʉ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

߽߾

-



ΉͮΗ̺˺Ϙ ˺Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ Ϙ̺ϑϘ̺ϡ̺Ηϫ˺ϫͮΧΗ Χ͘ ˺ ͞Ϙ˺ϑͩ

´ȣƁƟ ʿƟ ǞŒʻƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ Ƞ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ˀ߾, . . . , ˀȠ ǩȣʉȴ Œ ǊɫŒɠǞࡪ ʿƟ ƁŒȣ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ŷˈ ǩʉɻ ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ

� ∈ RȠ×Ƞ ʿǩʉǞ �Ǧ,Ǻ = ƟƌǊƟ ʿƟǩǊǞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ Ǧ Œȣƌ Ǻ

xȣ �ð� ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ʿǞƟȣ Ĳ ǩɻ ʉǞƟ ʉƟɫȝ࢙ƌȴƁʞȝƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇࡪ ĲóĲ ǩɻ ȋǩȅƟ Œȣ
ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞƟɫƟ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ǩǇ ʉǞƟˈ
ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ߾ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ʉȴǊƟʉǞƟɫ ƟƌǊƟࢍ ʿƟǩǊǞʉ ǩɻ # ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ
ʉǞƟˈ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉȴǊƟʉǞƟɫࡱࢎ

߾߾



ΉͮΗ̺˺Ϙ ˺Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ Ϙ̺ϑϘ̺ϡ̺Ηϫ˺ϫͮΧΗ Χ͘ ˺ ͞Ϙ˺ϑͩ

´ȣƁƟ ʿƟ ǞŒʻƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ Ƞ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ˀ߾, . . . , ˀȠ ǩȣʉȴ Œ ǊɫŒɠǞࡪ ʿƟ ƁŒȣ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ŷˈ ǩʉɻ ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ

� ∈ RȠ×Ƞ ʿǩʉǞ �Ǧ,Ǻ = ƟƌǊƟ ʿƟǩǊǞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ Ǧ Œȣƌ Ǻ

xȣ �ð� ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ʿǞƟȣ Ĳ ǩɻ ʉǞƟ ʉƟɫȝ࢙ƌȴƁʞȝƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇࡪ ĲóĲ ǩɻ ȋǩȅƟ Œȣ
ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞƟɫƟ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ǩǇ ʉǞƟˈ
ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ߾ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ʉȴǊƟʉǞƟɫ ƟƌǊƟࢍ ʿƟǩǊǞʉ ǩɻ # ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ
ʉǞƟˈ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉȴǊƟʉǞƟɫࡱࢎ

߾߾

f o



ΉͮΗ̺˺Ϙ ˺Ή̺̜͞Ϙ˺̤ͮ Ϙ̺ϑϘ̺ϡ̺Ηϫ˺ϫͮΧΗ Χ͘ ˺ ͞Ϙ˺ϑͩ

´ȣƁƟ ʿƟ ǞŒʻƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ Ƞ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ˀ߾, . . . , ˀȠ ǩȣʉȴ Œ ǊɫŒɠǞࡪ ʿƟ ƁŒȣ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ ʉǞŒʉ ǊɫŒɠǞ ŷˈ ǩʉɻ ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡱ

� ∈ RȠ×Ƞ ʿǩʉǞ �Ǧ,Ǻ = ƟƌǊƟ ʿƟǩǊǞʉ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ Ǧ Œȣƌ Ǻ

xȣ �ð� ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ʿǞƟȣ Ĳ ǩɻ ʉǞƟ ʉƟɫȝ࢙ƌȴƁʞȝƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇࡪ ĲóĲ ǩɻ ȋǩȅƟ Œȣ
ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞƟɫƟ ʸȰɥƊŒ Œȣƌ ʸȰɥƊŶ ŒɫƟ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ǩǇ ʉǞƟˈ
ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ Œʉ ȋƟŒɻʉ ߾ ƌȴƁʞȝƟȣʉ ʉȴǊƟʉǞƟɫ ƟƌǊƟࢍ ʿƟǩǊǞʉ ǩɻ # ƌȴƁʞȝƟȣʉɻ
ʉǞƟˈ ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉȴǊƟʉǞƟɫࡱࢎ

߾߾



ΗΧϘΓ˺ΉͮЬ̺̭ ˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɓȴȋʞȝȣ ȴǇ ࡲ�

üǞƟ
ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ƌƟǊɫƟƟ ȴǇ ʻƟɫʉƟˇ Ǧࡱ

´ǇʉƟȣࡪ � ǩɻ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Œɻ �̄ = ߿/߾−�5߿/߾−5 ʿǞƟɫƟ 5 ǩɻ ʉǞƟ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ʉǞƟ ˨Ɵȋƌ ȴǇ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉǩȣǊ ǊɫŒɠǞɻ Œɻ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ Œȣƌ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

߿߾

deg(vertexi )



ΗΧϘΓ˺ΉͮЬ̺̭ ˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɓȴȋʞȝȣ ȴǇ ࡲ� üǞƟ
ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ƌƟǊɫƟƟ ȴǇ ʻƟɫʉƟˇ Ǧࡱ

´ǇʉƟȣࡪ � ǩɻ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Œɻ �̄ = ߿/߾−�5߿/߾−5 ʿǞƟɫƟ 5 ǩɻ ʉǞƟ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ʉǞƟ ˨Ɵȋƌ ȴǇ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉǩȣǊ ǊɫŒɠǞɻ Œɻ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ Œȣƌ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

߿߾



ΗΧϘΓ˺ΉͮЬ̺̭ ˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɓȴȋʞȝȣ ȴǇ ࡲ� üǞƟ
ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ƌƟǊɫƟƟ ȴǇ ʻƟɫʉƟˇ Ǧࡱ

´ǇʉƟȣࡪ � ǩɻ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Œɻ �̄ = ߿/߾−�5߿/߾−5 ʿǞƟɫƟ 5 ǩɻ ʉǞƟ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ʉǞƟ ˨Ɵȋƌ ȴǇ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉǩȣǊ ǊɫŒɠǞɻ Œɻ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ Œȣƌ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

߿߾



ΗΧϘΓ˺ΉͮЬ̺̭ ˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɓȴȋʞȝȣ ȴǇ ࡲ� üǞƟ
ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ƌƟǊɫƟƟ ȴǇ ʻƟɫʉƟˇ Ǧࡱ

´ǇʉƟȣࡪ � ǩɻ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Œɻ �̄ = ߿/߾−�5߿/߾−5 ʿǞƟɫƟ 5 ǩɻ ʉǞƟ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ʉǞƟ ˨Ɵȋƌ ȴǇ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉǩȣǊ ǊɫŒɠǞɻ Œɻ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ Œȣƌ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

߿߾



ΗΧϘΓ˺ΉͮЬ̺̭ ˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɓȴȋʞȝȣ ȴǇ ࡲ� üǞƟ
ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ƌƟǊɫƟƟ ȴǇ ʻƟɫʉƟˇ Ǧࡱ

´ǇʉƟȣࡪ � ǩɻ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Œɻ �̄ = ߿/߾−�5߿/߾−5 ʿǞƟɫƟ 5 ǩɻ ʉǞƟ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ʉǞƟ ˨Ɵȋƌ ȴǇ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉǩȣǊ ǊɫŒɠǞɻ Œɻ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ Œȣƌ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

߿߾



ΗΧϘΓ˺ΉͮЬ̺̭ ˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɻʞȝ ȴǇ ƟȣʉɫǩƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǦʂǛ Ɓȴȋʞȝȣ ȴǇ ࡲ� üǞƟ
ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ƌƟǊɫƟƟ ȴǇ ʻƟɫʉƟˇ Ǧࡱ

´ǇʉƟȣࡪ � ǩɻ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Œɻ �̄ = ߿/߾−�5߿/߾−5 ʿǞƟɫƟ 5 ǩɻ ʉǞƟ
ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ðɠƟƁʉɫŒȋ ǊɫŒɠǞ ʉǞƟȴɫˈ ǩɻ ʉǞƟ ˨Ɵȋƌ ȴǇ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉǩȣǊ ǊɫŒɠǞɻ Œɻ
ȝŒʉɫǩƁƟɻ Œȣƌ ŒɠɠȋˈǩȣǊ ȋǩȣƟŒɫ ŒȋǊƟŷɫŒǩƁ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡱ

߿߾
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˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡲ�

ࡦ ßɫȴǽƟƁʉ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ �ó� = ࡱ߿�

üǞƟɻƟ ŒɫƟ
ǽʞɻʉ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡱ�

ࠀ߾



˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡲ�

ࡦ ßɫȴǽƟƁʉ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ �ó� = ࡱ߿�

üǞƟɻƟ ŒɫƟ
ǽʞɻʉ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡱ�

ࠀ߾



˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡲ�

ࡦ ßɫȴǽƟƁʉ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ �ó� = ࡱ߿� üǞƟɻƟ ŒɫƟ
ǽʞɻʉ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ࡱ�

ࠀ߾

A sVNTA2.VN#tivt=vNvt
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- approx. o f A .



˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ

ࡦ ðǩȝǩȋŒɫ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ƁȋȴɻƟࢍ ʿǩʉǞ ɫƟǊŒɫƌɻ ʉȴ ǊɫŒɠǞ ɠɫȴˇǩȝǩʉˈࢎ
ɻǞȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ɻǩȝǩȋŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻࡱ xࡱƟࡪࡱ ĨȂ(Ǧ) ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ɻǩȝǩȋŒɫ
ʉȴ ĨȂ(Ǻ)ࡱ

ࠁ߾

n

n



˺̭΁˺̤̺Η̤С Γ˺ϫϘͮР ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ

ࡦ ðǩȝǩȋŒɫ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ƁȋȴɻƟࢍ ʿǩʉǞ ɫƟǊŒɫƌɻ ʉȴ ǊɫŒɠǞ ɠɫȴˇǩȝǩʉˈࢎ
ɻǞȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ɻǩȝǩȋŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊɻࡱ xࡱƟࡪࡱ ĨȂ(Ǧ) ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ɻǩȝǩȋŒɫ
ʉȴ ĨȂ(Ǻ)ࡱ

ࠁ߾
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ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

ࠂ߾
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ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

� ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ʉŒɻȅ ŒɻǩƌƟ Ǉɫȴȝ ǽʞɻʉ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻ ʻǩŒ
ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ Œȣƌ ðĨ5ࡪ ǩɻ ʉȴ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴɫ ƁȋʞɻʉƟɫ
ʻƟɫʉǩƁƟɻ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ʉǞǩɻ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉ ࡱ̍

£ȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒࡱ

ࠃ߾



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

� ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ʉŒɻȅ ŒɻǩƌƟ Ǉɫȴȝ ǽʞɻʉ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻ ʻǩŒ
ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ Œȣƌ ðĨ5ࡪ ǩɻ ʉȴ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴɫ ƁȋʞɻʉƟɫ
ʻƟɫʉǩƁƟɻ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ʉǞǩɻ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉ ࡱ̍

£ȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫȋˈ ɻƟɠŒɫŒŷȋƟ ƌŒʉŒࡱ

ࠃ߾

d o



ϡϑ̺̤ϫϘ˺Ή ̤ΉϺϡϫ̺ϘͮΗ͞

� ʻƟɫˈ Ɓȴȝȝȴȣ ʉŒɻȅ ŒɻǩƌƟ Ǉɫȴȝ ǽʞɻʉ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻ ʻǩŒ
ǊɫŒɠǞ ŷŒɻƟƌ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ Œȣƌ ðĨ5ࡪ ǩɻ ʉȴ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴɫ ƁȋʞɻʉƟɫ
ʻƟɫʉǩƁƟɻ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ʉǞǩɻ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉ ࡱ̍

+ȴȝȝʞȣǩʉˈ ƌƟʉƟƁʉǩȴȣ ǩȣ ȣŒʉʞɫŒȋȋˈ ȴƁƁʞɫǩȣǊ ȣƟʉʿȴɫȅɻࡱ

ࠃ߾

0 0



̤Ϻϫ ΓͮΗͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

ðǩȝɠȋƟ xƌƟŒࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ŒȋȴȣǊ ȝǩȣǩȝʞȝ Ɓʞʉ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡱ

ðȝŒȋȋ Ɓʞʉɻ ŒɫƟ ȴǇʉƟȣ ȣȴʉ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩʻƟࡱ

ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ DȣƁȴʞɫŒǊƟ Ɓʞʉɻ ʉǞŒʉ ɻƟɠŒɫŒʉƟ ȋŒɫǊƟ ɻƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡱ

ࡦ �Ɵʉ ⃗ɹ ∈ RȠ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ Œ Ɓʞʉࡩ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾ ǩǇ Ǧ ∈ è Œȣƌ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾− ǩǇ Ǧ ∈ óࡱ
īŒȣʉ ⃗ɹ ʉȴ ǞŒʻƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ƟɧʞŒȋ ȣʞȝŷƟɫɻ ȴǇ ɵ߾ Œȣƌ ࡱɵ߾− xࡱƟࡪࡱ ⃗ɹ ó⃗߾ ≈ ࡱ߽

ࠄ߾

- '



̤Ϻϫ ΓͮΗͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

ðǩȝɠȋƟ xƌƟŒࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ŒȋȴȣǊ ȝǩȣǩȝʞȝ Ɓʞʉ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡱ

ðȝŒȋȋ Ɓʞʉɻ ŒɫƟ ȴǇʉƟȣ ȣȴʉ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩʻƟࡱ

ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ DȣƁȴʞɫŒǊƟ Ɓʞʉɻ ʉǞŒʉ ɻƟɠŒɫŒʉƟ ȋŒɫǊƟ ɻƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡱ

ࡦ �Ɵʉ ⃗ɹ ∈ RȠ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ Œ Ɓʞʉࡩ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾ ǩǇ Ǧ ∈ è Œȣƌ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾− ǩǇ Ǧ ∈ óࡱ
īŒȣʉ ⃗ɹ ʉȴ ǞŒʻƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ƟɧʞŒȋ ȣʞȝŷƟɫɻ ȴǇ ɵ߾ Œȣƌ ࡱɵ߾− xࡱƟࡪࡱ ⃗ɹ ó⃗߾ ≈ ࡱ߽

ࠄ߾

⑧



̤Ϻϫ ΓͮΗͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

ðǩȝɠȋƟ xƌƟŒࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ŒȋȴȣǊ ȝǩȣǩȝʞȝ Ɓʞʉ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡱ

ðȝŒȋȋ Ɓʞʉɻ ŒɫƟ ȴǇʉƟȣ ȣȴʉ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩʻƟࡱ

ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ DȣƁȴʞɫŒǊƟ Ɓʞʉɻ ʉǞŒʉ ɻƟɠŒɫŒʉƟ ȋŒɫǊƟ ɻƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡱ

ࡦ �Ɵʉ ⃗ɹ ∈ RȠ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ Œ Ɓʞʉࡩ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾ ǩǇ Ǧ ∈ è Œȣƌ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾− ǩǇ Ǧ ∈ óࡱ
īŒȣʉ ⃗ɹ ʉȴ ǞŒʻƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ƟɧʞŒȋ ȣʞȝŷƟɫɻ ȴǇ ɵ߾ Œȣƌ ࡱɵ߾− xࡱƟࡪࡱ ⃗ɹ ó⃗߾ ≈ ࡱ߽

ࠄ߾

\



̤Ϻϫ ΓͮΗͮΓͮЬ˺ϫͮΧΗ

ðǩȝɠȋƟ xƌƟŒࡩ ßŒɫʉǩʉǩȴȣ ƁȋʞɻʉƟɫɻ ŒȋȴȣǊ ȝǩȣǩȝʞȝ Ɓʞʉ ǩȣ ǊɫŒɠǞࡱ

ðȝŒȋȋ Ɓʞʉɻ ŒɫƟ ȴǇʉƟȣ ȣȴʉ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩʻƟࡱ

ðȴȋʞʉǩȴȣࡩ DȣƁȴʞɫŒǊƟ Ɓʞʉɻ ʉǞŒʉ ɻƟɠŒɫŒʉƟ ȋŒɫǊƟ ɻƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡱ

ࡦ �Ɵʉ ⃗ɹ ∈ RȠ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ Œ Ɓʞʉࡩ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾ ǩǇ Ǧ ∈ è Œȣƌ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾− ǩǇ Ǧ ∈ óࡱ
īŒȣʉ ⃗ɹ ʉȴ ǞŒʻƟ ɫȴʞǊǞȋˈ ƟɧʞŒȋ ȣʞȝŷƟɫɻ ȴǇ ɵ߾ Œȣƌ ࡱɵ߾− xࡱƟࡪࡱ ⃗ɹ ó⃗߾ ≈ ࡱ߽

ࠄ߾

' t i l

-



ϫ̺ͩ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η Ж̺ͮЙ

`ȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ � Œȣƌ ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ5 � = 5− � ǩɻ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ �ŒɠȋŒƁǩŒȣࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹࡪ

⃗ɹó�⃗ʴ = ⃗ɹó3⃗ɹ − ⃗ɹó�⃗ʴ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
Ɗ(Ǧ)⃗ʴ(Ǧ)߿ −

Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
�(Ǧ, Ǻ) · ʴ(Ǧ) · ʴ(Ǻ)

ࠅ߾

- -



ϫ̺ͩ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η Ж̺ͮЙ

`ȴɫ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇ � Œȣƌ ƌƟǊɫƟƟ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ5 � = 5− � ǩɻ
ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ �ŒɠȋŒƁǩŒȣࡱ

`ȴɫ Œȣˈ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹࡪ

⃗ɹó�⃗ʴ = ⃗ɹó3⃗ɹ − ⃗ɹó�⃗ʴ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
Ɗ(Ǧ)⃗ʴ(Ǧ)߿ −

Ƞ∑

Ǧ=߾

Ƞ∑

Ǻ=߾
�(Ǧ, Ǻ) · ʴ(Ǧ) · ʴ(Ǻ)

ࠅ߾
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ϫ̺ͩ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η Ж̺ͮЙ

`ȴɫ Œ Ɓʞʉ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹ ∈ ,߾−} Ƞ{߾ ʿǩʉǞ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾− Ǉȴɫ Ǧ ∈ è
Œȣƌ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾ Ǉȴɫ Ǧ ∈ óࡩ

⃗ɹó�ğ⃗ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B
(⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ))߿ = ࠁ · ƀʗʂ(è, ó).

ðȴ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⃗ɹó�⃗ʴ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌɻ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ Ɓʞʉ ɻǩ˔Ɵࡱ

ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈{−߾,߾}Ƞ

⃗ɹó�ğ⃗

#ˈ ʉǞƟ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ⃗ɹ ǩɻ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ȴǇ � = 3− ࡱ�

ࠆ߾

¥ -



ϫ̺ͩ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η Ж̺ͮЙ

`ȴɫ Œ Ɓʞʉ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹ ∈ ,߾−} Ƞ{߾ ʿǩʉǞ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾− Ǉȴɫ Ǧ ∈ è
Œȣƌ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾ Ǉȴɫ Ǧ ∈ óࡩ

⃗ɹó�ğ⃗ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B
(⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ))߿ = ࠁ · ƀʗʂ(è, ó).

ðȴ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⃗ɹó�⃗ʴ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌɻ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ Ɓʞʉ ɻǩ˔Ɵࡱ

ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈{−߾,߾}Ƞ

⃗ɹó�ğ⃗

#ˈ ʉǞƟ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ⃗ɹ ǩɻ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ȴǇ � = 3− ࡱ�

ࠆ߾



ϫ̺ͩ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η Ж̺ͮЙ

`ȴɫ Œ Ɓʞʉ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹ ∈ ,߾−} Ƞ{߾ ʿǩʉǞ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾− Ǉȴɫ Ǧ ∈ è
Œȣƌ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾ Ǉȴɫ Ǧ ∈ óࡩ

⃗ɹó�ğ⃗ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B
(⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ))߿ = ࠁ · ƀʗʂ(è, ó).

ðȴ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⃗ɹó�⃗ʴ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌɻ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ Ɓʞʉ ɻǩ˔Ɵࡱ

ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RƊ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾

⃗ɹó�ğ⃗

#ˈ ʉǞƟ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ⃗ɹ ǩɻ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ȴǇ � = 3− ࡱ�

ࠆ߾
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ϫ̺ͩ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η Ж̺ͮЙ

`ȴɫ Œ Ɓʞʉ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ ʻƟƁʉȴɫ ⃗ɹ ∈ ,߾−} Ƞ{߾ ʿǩʉǞ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾− Ǉȴɫ Ǧ ∈ è
Œȣƌ ⃗ɹ(Ǧ) = ߾ Ǉȴɫ Ǧ ∈ óࡩ

⃗ɹó�ğ⃗ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B
(⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ))߿ = ࠁ · ƀʗʂ(è, ó).

ðȴ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ⃗ɹó�⃗ʴ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌɻ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ Ɓʞʉ ɻǩ˔Ɵࡱ

ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RƊ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾

⃗ɹó�ğ⃗

#ˈ ʉǞƟ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ⃗ɹ ǩɻ ʉǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ
ȴǇ � = 3− ࡱ�

ࠆ߾

✓
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ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

īƟ ǞŒʻƟࡩ
⃗ɹȠ =

√߾
Ƞ
· ߾⃗ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾
⃗ɹó�ğ⃗

ʿǩʉǞ ⃗ɹóȠ�⃗ʴȠ = ࡱ߽

߽߿

L i f f -(A)



ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

īƟ ǞŒʻƟࡩ
⃗ɹȠ =

√߾
Ƞ
· ߾⃗ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾
⃗ɹó�ğ⃗

ʿǩʉǞ ⃗ɹóȠ�⃗ʴȠ = ࡱ߽

߽߿



ϡ̺̤ΧΗ̭ ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

#ˈ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫࡪ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ǩɻ ȴŷʉŒǩȣƟƌ
ǊɫƟƟƌǩȋˈࡩ

⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾

⃗ɹó�ğ⃗

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹó⃗߿ɹ߾=߽

⃗ɹó�ğ⃗

xǇ ⃗ɹ߿ ʿƟɫƟ ŷǩȣŒɫˈ ,߾−} ࡪƊ{߾ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋǩʉˈ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƟȣɻʞɫƟɻ ʉǞŒʉ
ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œȣ ƟɧʞŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ȴȣ ƟŒƁǞ ɻǩƌƟ ȴǇ ʉǞƟ Ɓʞʉࡱ
īǞƟȣ ⃗ɹ߿ ∈ RƊࡪ ƟȣǇȴɫƁƟɻ Œ ࢪɫƟȋŒˇƟƌࢩ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉࡱ

߾߿



ϡ̺̤ΧΗ̭ ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

#ˈ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫࡪ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ǩɻ ȴŷʉŒǩȣƟƌ
ǊɫƟƟƌǩȋˈࡩ

⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾

⃗ɹó�ğ⃗

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹó⃗߿ɹ߾=߽

⃗ɹó�ğ⃗

xǇ ⃗ɹ߿ ʿƟɫƟ ŷǩȣŒɫˈ ,߾−} ࡪƊ{߾ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋǩʉˈ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƟȣɻʞɫƟɻ ʉǞŒʉ
ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œȣ ƟɧʞŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ȴȣ ƟŒƁǞ ɻǩƌƟ ȴǇ ʉǞƟ Ɓʞʉࡱ

īǞƟȣ ⃗ɹ߿ ∈ RƊࡪ ƟȣǇȴɫƁƟɻ Œ ࢪɫƟȋŒˇƟƌࢩ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉࡱ

߾߿



ϡ̺̤ΧΗ̭ ϡΓ˺ΉΉ̺ϡϫ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

#ˈ +ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫࡪ ɻƟƁȴȣƌ ɻȝŒȋȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ǩɻ ȴŷʉŒǩȣƟƌ
ǊɫƟƟƌǩȋˈࡩ

⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾

⃗ɹó�ğ⃗

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝǩȣ
ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹó⃗߿ɹ߾=߽

⃗ɹó�ğ⃗

xǇ ⃗ɹ߿ ʿƟɫƟ ŷǩȣŒɫˈ ,߾−} ࡪƊ{߾ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋǩʉˈ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ƟȣɻʞɫƟɻ ʉǞŒʉ
ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ Œȣ ƟɧʞŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻƟɫʉǩƁƟɻ ȴȣ ƟŒƁǞ ɻǩƌƟ ȴǇ ʉǞƟ Ɓʞʉࡱ
īǞƟȣ ⃗ɹ߿ ∈ RƊࡪ ƟȣǇȴɫƁƟɻ Œ ࢪɫƟȋŒˇƟƌࢩ ʻƟɫɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞǩɻ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉࡱ

߾߿



̤ϺϫϫͮΗ͞ Йͮϫͩ ϫ̺ͩ ϡ̺̤ΧΗ̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

`ǩȣƌ Œ Ǌȴȴƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŷˈ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹó߾⃗߿=߽
⃗ɹó�ğ⃗

ðƟʉ è ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ȣȴƌƟɻ ʿǩʉǞ ⃗ɹ߿(Ǧ) < ࡪ߽ ó ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ʿǩʉǞ ⃗ɹ߿(Ǧ) ≥ ࡱ߽

üǞƟ ðǞǩ࢙�Œȋǩȅ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Ɓʞʉɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ Œ Ɓȴȝȝȴȣȋˈ ʞɻƟƌ
ʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡪ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ
ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5

߿߿



̤ϺϫϫͮΗ͞ Йͮϫͩ ϫ̺ͩ ϡ̺̤ΧΗ̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ

`ǩȣƌ Œ Ǌȴȴƌ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŷˈ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝǩȣ

ʴ∈RƊʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥=߾, ⃗ɹó߾⃗߿=߽
⃗ɹó�ğ⃗

ðƟʉ è ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ȣȴƌƟɻ ʿǩʉǞ ⃗ɹ߿(Ǧ) < ࡪ߽ ó ʉȴ ŷƟ Œȋȋ ʿǩʉǞ ⃗ɹ߿(Ǧ) ≥ ࡱ߽

üǞƟ ðǞǩ࢙�Œȋǩȅ ȣȴɫȝŒȋǩ˔Ɵƌ Ɓʞʉɻ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ǩɻ Œ Ɓȴȝȝȴȣȋˈ ʞɻƟƌ
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ࡱ߿/߾−�5߿/߾−5
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̤ϺϫϫͮΗ͞ Йͮϫͩ ϫ̺ͩ ϡ̺̤ΧΗ̭ Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘ
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߿߿



Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞

üǞƟ ɻȝŒȋȋƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ � = 5− � ǊǩʻƟ ʉǞƟ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ
ࢪǇʞȣƁʉǩȴȣɻࢩ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ɻȝȴȴʉǞƟɻʉ ȴʻƟɫ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞࡱ xࡱƟࡪࡱ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ

⃗ɹó�⃗ʴ =
∑

(Ǧ,Ǻ)∈B
[⃗ʴ(Ǧ)− ⃗ɹ(Ǻ)]߿.

DȝŷƟƌƌǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻ ʿǩʉǞ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ
[⃗ʴȠ−߾(Ǻ),⃗ɹȠ−߿(Ǻ), . . . , ⃗ɹȠ−Ȃ(Ǻ)] ƟȣɻʞɫƟɻ ʉǞŒʉ ƁȴȴɫƌǩȣŒʉƟɻ ƁȴȣȣƟƁʉƟƌ ŷˈ
ƟƌǊƟɻ ǞŒʻƟ ȝǩȣǩȝʞȝ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡱ

ࡦ �ŒɠȋŒƁǩŒȣ DǩǊƟȣȝŒɠɻ

ࡦ �ȴƁŒȋȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ

ࡦ xɻȴȝŒɠ

ࡦ DʉƁࡱࡱࡱ

ࠀ߿



Ή˺ϑΉ˺̤ͮ˺Η ̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞
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