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ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ߿߾

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ǩɻ ƌʞƟ ʉǞǩɻ `ɫǩƌŒˈ ࡱ߾߾ࡷ߽߾ īǩȋȋ Œȋȋȴʿ
ɻʞŷȝǩɻɻǩȴȣɻ ʞȣʉǩȋ ðʞȣƌŒˈ ࠀ߾ࡷ߽߾ Œʉ ȝǩƌȣǩǊǞʉ ʿǩʉǞ ȣȴ ɠƟȣŒȋʉ ̍ࡱ

ࡦ £ȴ ƁȋŒɻɻ ȣƟˇʉ üʞƟɻƌŒˈ ˈ�ȴȣƌŒࢍ ƁȋŒɻɻ ɻƁǞƟƌʞȋƟࡱࢎ x ʿǩȋȋ Ǟȴȋƌ
ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ Ǉɫȴȝ ߽ࠀࡩ߿߾࢙Œȝ߽ࠀࡩ߽߾ ɠȝࡱ

�ǩƌʉƟɫȝ ȣƟˇʉ üǞʞɫɻƌŒˈ ࠄ߾ࡷ߽߾ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡱ

ࡦ ðƟƟ ɫƟʻǩƟʿ ȝŒʉƟɫǩŒȋ ɠȴɻʉƟƌ ʿǩʉǞ ƁȋŒɻɻ ɻƁǞƟƌʞȋƟࡱ
ࡦ �ȴɫƟ ɻǞȴɫʉ࢙ŒȣɻʿƟɫ ɻʉˈȋƟ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉɻࡱ
ࡦ æƟʻǩƟʿ ɻǞƟƟʉ ʿǩȋȋ ȋƟʉ ˈȴʞ ȅȣȴʿ ʿǞŒʉ ˈȴʞ ȣƟƟƌ ʉȴ ȝƟȝȴɫǩ˔Ɵ
Œȣƌ ʿǞŒʉ ˈȴʞ ƌȴȣࢪʉࡱ

߾



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ǩɻ ƌʞƟ ʉǞǩɻ `ɫǩƌŒˈ ࡱ߾߾ࡷ߽߾ īǩȋȋ Œȋȋȴʿ
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ȴǇ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻ Ǉɫȴȝ ߽ࠀࡩ߿߾࢙Œȝ߽ࠀࡩ߽߾ ɠȝࡱ

�ǩƌʉƟɫȝ ȣƟˇʉ üǞʞɫɻƌŒˈ ࠄ߾ࡷ߽߾ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡱ

ࡦ ðƟƟ ɫƟʻǩƟʿ ȝŒʉƟɫǩŒȋ ɠȴɻʉƟƌ ʿǩʉǞ ƁȋŒɻɻ ɻƁǞƟƌʞȋƟࡱ
ࡦ �ȴɫƟ ɻǞȴɫʉ࢙ŒȣɻʿƟɫ ɻʉˈȋƟ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ɻƟʉɻࡱ
ࡦ æƟʻǩƟʿ ɻǞƟƟʉ ʿǩȋȋ ȋƟʉ ˈȴʞ ȅȣȴʿ ʿǞŒʉ ˈȴʞ ȣƟƟƌ ʉȴ ȝƟȝȴɫǩ˔Ɵ
Œȣƌ ʿǞŒʉ ˈȴʞ ƌȴȣࢪʉࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ +ȋŒɻɻࡩ �ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Œȣƌ ß+�

ࡦ oȴʿ ʉȴ ƁȴȝɠɫƟɻɻ Œ ƌŒʉŒɻƟʉ ʉǞŒʉ ȋǩƟɻ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱ

ࡦ ĨǩƟʿ Œɻ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡪ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳࡱ

ࡦ ĨǩƟʿ Œɻ ˨ȣƌǩȣǊ Œ ɻȝŒȋȋ ɻƟʉ ȴǇ ŷŒɻǩɻ ʻƟƁʉȴɫɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴɫ
ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳࡱ

üǞǩɻ +ȋŒɻɻࡩ `ǩȣǩɻǞ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Œȣƌ ƁȴȣȣƟƁʉǩȴȣ ʉȴ
ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡱ

ࡦ ðǞȴʿ Ǟȴʿ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʉȴ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Ĳ ʻǩŒ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡱ

ࡦ ðǞȴʿ Ǟȴʿ ʉȴ ƁŒȋƁʞȋŒʉƟ ʉǞƟ Ɵɫɫȴɫ ȴǇ ʉǞƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ Ή˺ϡϫ ϫͮΓ̺

ðƟʉ ċɠࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œȣˈ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ �Ɵʉ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡱ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ
ࡦ ĨĨó ∈ RƊ×Ɗ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ ȴȣʉȴ V ࡱ
ࡦ Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó)ࡱ cǩʻƟɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠀ
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ Ή˺ϡϫ ϫͮΓ̺

ðƟʉ ċɠࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œȣˈ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ �Ɵʉ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡱ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ
ࡦ ĨĨó ∈ RƊ×Ɗ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ ȴȣʉȴ V ࡱ

ࡦ Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó)ࡱ cǩʻƟɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠀ

✓ Endx D

U t v : I w t
-
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-



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ Ή˺ϡϫ ϫͮΓ̺

ðƟʉ ċɠࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œȣˈ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ �Ɵʉ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ŷƟ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡱ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ
ࡦ ĨĨó ∈ RƊ×Ɗ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇ ȴȣʉȴ V ࡱ
ࡦ Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó)ࡱ cǩʻƟɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠀ

niigata

O

O



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ Ή˺ϡϫ ϫͮΓ̺

�ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ Ĳ ≈ ĲĨĨóࡱ

ࡦ ĲĨĨó ǩɻ Œ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ȝŒʉɫǩˇ  Œȋȋ ǩʉɻ ɫȴʿɻ ǇŒȋȋ ǩȣ V ࡱ
ࡦ Ĳࢪɻ ɫȴʿɻ ŒɫƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡱ
ࡦ Ĳࢪɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ŒɫƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĲĨࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ Ή˺ϡϫ ϫͮΓ̺

�ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ Ĳ ≈ ĲĨĨóࡱ

ࡦ ĲĨĨó ǩɻ Œ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ȝŒʉɫǩˇ  Œȋȋ ǩʉɻ ɫȴʿɻ ǇŒȋȋ ǩȣ V ࡱ

ࡦ Ĳࢪɻ ɫȴʿɻ ŒɫƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡱ
ࡦ Ĳࢪɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ŒɫƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĲĨࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ Ή˺ϡϫ ϫͮΓ̺

�ȴʿ࢙æŒȣȅ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡩ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ Ĳ ≈ ĲĨĨóࡱ

ࡦ ĲĨĨó ǩɻ Œ ɫŒȣȅ࢙Ȃ ȝŒʉɫǩˇ  Œȋȋ ǩʉɻ ɫȴʿɻ ǇŒȋȋ ǩȣ V ࡱ
ࡦ Ĳࢪɻ ɫȴʿɻ ŒɫƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡱ
ࡦ Ĳࢪɻ Ɓȴȋʞȝȣɻ ŒɫƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĲĨࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ



̭Ϻ˺Ή Ж̺ͮЙ Χ͘ ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ࠂ

Xv

i rons a r e

approx.
spanned

byV



ͮ͘Η̭ͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡪ
oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

#ˈ ßˈʉǞŒǊȴɫƟŒȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ǩɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Œɻ
ȝŒˇǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȴȣȋˈ ɫƟƌʞƁƟɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ȋƟȣǊʉǞɻ Œȣƌ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īŒȣʉ ʉȴ
ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ƁȴȝɠŒɫƟ ʉȴ �� ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡲ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ

O

-



ͮ͘Η̭ͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡪ
oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

#ˈ ßˈʉǞŒǊȴɫƟŒȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ǩɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Œɻ
ȝŒˇǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȴȣȋˈ ɫƟƌʞƁƟɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ȋƟȣǊʉǞɻ Œȣƌ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īŒȣʉ ʉȴ
ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ƁȴȝɠŒɫƟ ʉȴ �� ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡲ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ

:



ͮ͘Η̭ͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡪ
oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

#ˈ ßˈʉǞŒǊȴɫƟŒȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ǩɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Œɻ
ȝŒˇǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȴȣȋˈ ɫƟƌʞƁƟɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ȋƟȣǊʉǞɻ Œȣƌ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īŒȣʉ ʉȴ
ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ

oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ƁȴȝɠŒɫƟ ʉȴ �� ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡲ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ



ͮ͘Η̭ͮΗ͞ ϫ̺ͩ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

cǩʻƟȣ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡪ
oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

#ˈ ßˈʉǞŒǊȴɫƟŒȣ ʉǞƟȴɫƟȝࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞǩɻ Ɵɫɫȴɫ ǩɻ ʉǞƟ ɻŒȝƟ Œɻ
ȝŒˇǩȝǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ȣȴɫȝ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

ßɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȴȣȋˈ ɫƟƌʞƁƟɻ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ȋƟȣǊʉǞɻ Œȣƌ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻࡱ īŒȣʉ ʉȴ
ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉǞǩɻ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࡱ oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ƁȴȝɠŒɫƟ ʉȴ �� ɫŒȣƌȴȝ
ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡲ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ

( l'E)Mix,-15 Ari-E;H<HDMix;D



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

=
Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ

-



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿

=
Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ

• •



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ

i k
v i .-



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ

V , A
→ V ,



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

=
Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ

•



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ

Cybil:(f

-



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ

V i . . -Vk

-



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

ðʞɫɠɫǩɻǩȣǊȋ ࡪ̍ ƁŒȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ
⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ

⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿
⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

. . .

⃗ɹȂ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ȃ

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

üǞƟɻƟ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦

=

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.

ࠆ

•



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ

ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦

=

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.

ࠆ



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦

=

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.

ࠆ
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦

=

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.

ࠆ
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦

= ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.

ࠆ



Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.

ࠆ
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

DǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫࡩ ⃗ˀ ∈ RƊ ǩɻ Œȣ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ Œ ȝŒʉɫǩˇ � ∈ RƊ×Ɗ ǩǇ
�⃗ˀ = λ⃗ˀ Ǉȴɫ ɻȴȝƟ ɻƁŒȋŒɫ λ ʉǞƟࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ⃗ˀࡱࢎ

ࡦ üǞŒʉ ǩɻࡪ � ǽʞɻʉ ࢪɻʉɫƟʉƁǞƟɻࢩ ˀࡱ
ࡦ xǇ � ǩɻ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁࡪ ƁŒȣ ˨ȣƌ Ɗ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ
⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹƊࡱ �Ɵʉ Ĩ ∈ RƊ×Ɗ ǞŒʻƟ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ

�Ĩ =

⎡

⎢⎣
| | | |
�⃗ʴ߾ �⃗ʴ߿ · · · �⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ =

⎡

⎢⎣
| | | |

λ⃗߾ʴ߾ λ⃗߿ɹ߿ · · · λ⃗ʴƊ
| | | |

⎤

⎥⎦ = ĨΛ

ĳǩƟȋƌɻ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣࡩ �ĨĨó = � = ĨΛĨó.
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Ϙ̺Ж̺ͮЙ Χ͘ ̺̺ͮ͞ΗЖ̺̤ϫΧϘϡ ˺Η̭ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

üˈɠǩƁŒȋȋˈ ȴɫƌƟɫ ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ǩȣ ƌƟƁɫƟŒɻǩȣǊ ȴɫƌƟɫࡩ
λ߾ ≥ λ߿ ≥ . . .λƊࡱ

߽߾

I l
Y Vd
I 1

µ s



̤ΧϺϘ˺Ηϫ࢙ͮ͘ϡ̤̺ͩϘ ϑϘͮΗ̤ͮϑ˺Ή

+ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ßɫǩȣƁǩɠŒȋࡩ `ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ࡪ� ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ
ǊǩʻƟȣ ʻǩŒ ʉǞƟ ǊɫƟƟƌˈ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ

⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿

⃗ɹó�⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹó�⃗ʴ.

. . .

⃗ɹƊ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ɗ

⃗ɹó�⃗ʴ.

ࡦ ⃗ɹóǺ �⃗ʴǺ = λǺ · ⃗ɹóǺ ⃗ɹ Ǻ = λǺࡪ ʉǞƟ ǺʂǛ ȋŒɫǊƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

ࡦ üǞƟ ˨ɫɻʉ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊࢍ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ Ȃ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩȣ Ĳ
ʉǞŒʉ ʿƟ ʞɻƟ Ǉȴɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

߾߾



̤ΧϺϘ˺Ηϫ࢙ͮ͘ϡ̤̺ͩϘ ϑϘͮΗ̤ͮϑ˺Ή

+ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ßɫǩȣƁǩɠŒȋࡩ `ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ࡪ� ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ
ǊǩʻƟȣ ʻǩŒ ʉǞƟ ǊɫƟƟƌˈ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ

⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿

⃗ɹó�⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹó�⃗ʴ.

. . .

⃗ɹƊ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ɗ

⃗ɹó�⃗ʴ.

ࡦ ⃗ɹóǺ �⃗ʴǺ = λǺ · ⃗ɹóǺ ⃗ɹ Ǻ = λǺࡪ ʉǞƟ ǺʂǛ ȋŒɫǊƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ

ࡦ üǞƟ ˨ɫɻʉ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊࢍ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ Ȃ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩȣ Ĳ
ʉǞŒʉ ʿƟ ʞɻƟ Ǉȴɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ

߾߾

Xiv;
a im
- 0 9'



̤ΧϺϘ˺Ηϫ࢙ͮ͘ϡ̤̺ͩϘ ϑϘͮΗ̤ͮϑ˺Ή

+ȴʞɫŒȣʉ࢙`ǩɻƁǞƟɫ ßɫǩȣƁǩɠŒȋࡩ `ȴɫ ɻˈȝȝƟʉɫǩƁ ࡪ� ʉǞƟ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ŒɫƟ
ǊǩʻƟȣ ʻǩŒ ʉǞƟ ǊɫƟƟƌˈ ȴɠʉǩȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ

⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿

⃗ɹó�⃗ʴ.

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹó�⃗ʴ.

. . .

⃗ɹƊ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿, ⟨⃗ʴ,⃗ʴǺ⟩=߽ ∀Ǻ<Ɗ

⃗ɹó�⃗ʴ.

ࡦ ⃗ɹóǺ �⃗ʴǺ = λǺ · ⃗ɹóǺ ⃗ɹ Ǻ = λǺࡪ ʉǞƟ ǺʂǛ ȋŒɫǊƟɻʉ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟࡱ
ࡦ üǞƟ ˨ɫɻʉ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊࢍ ʉȴ ʉǞƟ ȋŒɫǊƟɻʉ Ȃ
ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ ŒɫƟ ƟˇŒƁʉȋˈ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩȣ Ĳ
ʉǞŒʉ ʿƟ ʞɻƟ Ǉȴɫ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡱ ߾߾
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

߿߾

I
N



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ ĨȂ ǩɻ ʉǞƟ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^,

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

+Œȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ
ʞɻǩȣǊ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾

=



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ ĨȂ ǩɻ ʉǞƟ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^,

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

+Œȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ
ʞɻǩȣǊ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

ċɠɻǞȴʉࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ ĨȂ ǩɻ ʉǞƟ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^,

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

+Œȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ
ʞɻǩȣǊ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾
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ċɠɻǞȴʉࡩ �ƟʉʉǩȣǊ ĨȂ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ
ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡪ ĨȂ ǩɻ ʉǞƟ
ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^,

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ +Œȣ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ
ʞɻǩȣǊ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^

= ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂĨóȂ∥߿^

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾

-

: #



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂĨóȂ∥߿^

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾

0
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�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂ∥߿^

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾
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�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨȂ∥߿^

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾

-
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�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ʉɫ(ĲóĲ)− ʉɫ(ĨóȂĲóĲĨȂ)

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾

0
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�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ʉɫ(ĲóĲ)− ʉɫ(ĨóȂĲóĲĨȂ)

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾

G vitatxvi)
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�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ʉɫ(ĲóĲ)− ʉɫ(ĨóȂĲóĲĨȂ)

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)

=
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾

-
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�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ = ʉɫ(ĲóĲ)− ʉɫ(ĨóȂĲóĲĨȂ)

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ =
∑Ɗ

Ǧ=߾ ∥Œ⃗Ǧ∥߿߿ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ
ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻ ऑ ɻʞȝ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾
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ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

+ȋŒǩȝࡩ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ Ĳ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ Ȃ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ =
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾

=



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

+ȋŒǩȝࡩ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ Ĳ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ Ȃ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ =
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

+ȋŒǩȝࡩ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ Ĳ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ Ȃ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ =
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾
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O



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

+ȋŒǩȝࡩ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ Ĳ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ Ȃ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ =
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

+ȋŒǩȝࡩ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȣǊ Ĳ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɫŒȣȅ Ȃ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ɠɫȴǽƟƁʉǩȣǊࢍ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨȂĨóȂ∥߿^ =
Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾
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ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ߾

↳
o



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ߾

t o



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ßȋȴʉʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻɠƟƁʉɫʞȝ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ǩʉɻࢍ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻࢎ
ɻǞȴʿɻ Ǟȴʿ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩŷȋƟ Ĳ ǩɻ ʞɻǩȣǊ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ Ǟȴʿ
ƁȋȴɻƟ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ʉȴ Œ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ߾

Q



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+

+ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+

+ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ߾
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ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+

+ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ߾



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ

= ĨóȂĨĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ߾

k i k



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ = ĨóȂĨĨóĨȂ

= ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ߾

untruths
-



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ = ĨóȂĨĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ߾

01¥



ͮΗϫ̺ϘϑϘ̺ϫ˺ϫͮΧΗ ͮΗ ϫ̺ϘΓϡ Χ͘ ̤ΧϘϘ̺Ή˺ϫͮΧΗ

æƟƁŒȋȋࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʿǞƟȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ǇƟŒʉʞɫƟɻ
ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌࡱ

´ʞɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ƌŒʉŒɻƟʉ ǩɻ + = ĲĨȂ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ĨȂ ŒɫƟ ʉǞƟ
ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ࡲ+ +ó+ = ĨóȂĲóĲĨȂ = ĨóȂĨĨóĨȂ = ΛȂ

+ȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ŷƟƁȴȝƟɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋࡱ xࡱƟࡪࡱ Œȋȋ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ǞŒʻƟ ŷƟƟȣ
ɫƟȝȴʻƟƌࡱ �ŒˇǩȝŒȋ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠄ߾

←



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓ̤ͮ ̤ΧΗϡ̭̺ͮϘ˺ϫͮΧΗϡ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɫʞȣʉǩȝƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ Œȣ ȴɠʉǩȝŒȋ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲ ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(ȠƊ߿) ʉǩȝƟࡱ
ࡦ +ȴȝɠʞʉǩȣǊ ǩʉɻ Ǉʞȋȋ ƟǩǊƟȣƌƟƁȴȝɠȴɻǩʉǩȴȣ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ
ɫƟɧʞǩɫƟɻ ®(Ɗࠀ) ʉǩȝƟ ɻǩȝǩȋŒɫࢍ ʉȴ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ (ĲóĲ)−ࡱࢎ߾

�Œȣˈ ǇŒɻʉƟɫ ǩʉƟɫŒʉǩʻƟ Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ æʞȣʉǩȝƟ ǩɻ
ɫȴʞǊǞȋˈ ®̃(ȠƊȂ) ʉȴ ȴʞʉɠʞʉ ǽʞɻʉ ʉȴ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂࡱ

ࡦ īǩȋȋ ɻƟƟ ǩȣ Œ ǇƟʿ ƁȋŒɻɻƟɻ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ʉȴɠ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ ĨȂ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾

O
O

-



äʞƟɻʉǩȴȣɻࡲ

ࠆ߾


