
̤ΧΓϑϡ̤ͮ ࡩࠁ߾ࠂ ˺Ή͞ΧϘͮϫͩΓϡ ͘ΧϘ ̭˺ϫ˺ ϡ̤̺ͮΗ̤̺

+ŒȝƟɫȴȣ �ʞɻƁȴ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ȴǇ �ŒɻɻŒƁǞʞɻƟʉʉɻ �ȝǞƟɫɻʉࡱ `Œȋȋ ࡱࠆ߾߽߿
�ƟƁʉʞɫƟ ߾߾

߽



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ǩɻ ƌʞƟ ʉǞǩɻ `ɫǩƌŒˈ ࡱ߾߾ࡷ߽߾ īǩȋȋ Œȋȋȴʿ
ɻʞŷȝǩɻɻǩȴȣɻ ʞȣʉǩȋ ðʞȣƌŒˈ ࠀ߾ࡷ߽߾ Œʉ ȝǩƌȣǩǊǞʉ ʿǩʉǞ ȣȴ ɠƟȣŒȋʉ ̍ࡱ

ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ȣƟˇʉ üǞʞɫɻƌŒˈ ࡱࠄ߾ࡷ߽߾

ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࡩ߿

ࡦ �ƟŒȣ ʿŒɻ Œ ߽ࠁ/ࠁࠄ.߿ࠀ = ࡱ%߾ࠅ
ࡦ �ȴɻʉȋˈ ɻƟƟȝ ʉȴ ǞŒʻƟ ȝŒɻʉƟɫƟƌ �Œɫȅȴʻࢪɻࡪ +ǞƟŷˈɻǞƟ ࡪ̒ ƟʉƁࡱ
ࡦ ðȴȝƟ ƌǩǇ˨ƁʞȋʉǩƟɻ ʿǩʉǞ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉŒǩȋ ŷȴʞȣƌɻ ǞƟɫȣȴǇǇ+ࢍ Œȣƌ
#ƟɫȣɻʉƟǩȣࡱࢎ īǩȋȋ ǊǩʻƟ ɻȴȝƟ ɫƟʻǩƟʿ ƟˇƟɫƁǩɻƟɻ ŷƟǇȴɫƟ ȝǩƌʉƟɫȝࡱ

߾



ΉΧͮ͞ϡϫ̤ͮϡ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ߿ ǩɻ ƌʞƟ ʉǞǩɻ `ɫǩƌŒˈ ࡱ߾߾ࡷ߽߾ īǩȋȋ Œȋȋȴʿ
ɻʞŷȝǩɻɻǩȴȣɻ ʞȣʉǩȋ ðʞȣƌŒˈ ࠀ߾ࡷ߽߾ Œʉ ȝǩƌȣǩǊǞʉ ʿǩʉǞ ȣȴ ɠƟȣŒȋʉ ̍ࡱ

ࡦ �ǩƌʉƟɫȝ ȣƟˇʉ üǞʞɫɻƌŒˈ ࡱࠄ߾ࡷ߽߾

ßɫȴŷȋƟȝ ðƟʉ ࡩ߿

ࡦ �ƟŒȣ ʿŒɻ Œ ߽ࠁ/ࠁࠄ.߿ࠀ = ࡱ%߾ࠅ
ࡦ �ȴɻʉȋˈ ɻƟƟȝ ʉȴ ǞŒʻƟ ȝŒɻʉƟɫƟƌ �Œɫȅȴʻࢪɻࡪ +ǞƟŷˈɻǞƟ ࡪ̒ ƟʉƁࡱ
ࡦ ðȴȝƟ ƌǩǇ˨ƁʞȋʉǩƟɻ ʿǩʉǞ ƟˇɠȴȣƟȣʉǩŒȋ ʉŒǩȋ ŷȴʞȣƌɻ ǞƟɫȣȴǇǇ+ࢍ Œȣƌ
#ƟɫȣɻʉƟǩȣࡱࢎ īǩȋȋ ǊǩʻƟ ɻȴȝƟ ɫƟʻǩƟʿ ƟˇƟɫƁǩɻƟɻ ŷƟǇȴɫƟ ȝǩƌʉƟɫȝࡱ

߾



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ üʿȴ +ȋŒɻɻƟɻࡩ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣ

ࡦ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ
ࡦ æƟƌʞƁƟ Ƞ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œȣˈ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ɗ ʉȴ ®

(
ȋȴǊ Ƞ/δ

ϵ߿

)

ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɠɫƟɻƟɫʻƟ ʿǩʉǞࢍ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࢎ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ʞɠ ʉȴ ±߾ ϵࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʻǩŒ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œ ɫŒȣƌȴȝࡪ ƌŒʉŒ
ȴŷȋǩʻǩȴʞɻࡪ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࢎ

£Ɵˇʉ üʿȴ +ȋŒɻɻƟɻࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ ðĨ5ࡪ Œȣƌ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ ɻʉǩȋȋ ȋǩȣƟŒɫ  ŷˈ ŒɠɠȋˈǩȣǊ Œ ȝŒʉɫǩˇࡱ
ࡦ +ǞȴɻƟ ʉǞǩɻ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒɫƟǇʞȋȋ ࡪ̍ ʉŒȅǩȣǊ ǩȣʉȴ ŒƁƁȴʞȣʉ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ȴǇ
ʉǞƟ ƌŒʉŒɻƟʉࡱ

ࡦ +Œȣ ǊǩʻƟ ŷƟʉʉƟɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ʉǞŒȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ üʿȴ +ȋŒɻɻƟɻࡩ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣ

ࡦ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ
ࡦ æƟƌʞƁƟ Ƞ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œȣˈ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ɗ ʉȴ ®

(
ȋȴǊ Ƞ/δ

ϵ߿

)

ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɠɫƟɻƟɫʻƟ ʿǩʉǞࢍ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࢎ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ʞɠ ʉȴ ±߾ ϵࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʻǩŒ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œ ɫŒȣƌȴȝࡪ ƌŒʉŒ
ȴŷȋǩʻǩȴʞɻࡪ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࢎ

£Ɵˇʉ üʿȴ +ȋŒɻɻƟɻࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ ðĨ5ࡪ Œȣƌ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ ɻʉǩȋȋ ȋǩȣƟŒɫ  ŷˈ ŒɠɠȋˈǩȣǊ Œ ȝŒʉɫǩˇࡱ
ࡦ +ǞȴɻƟ ʉǞǩɻ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒɫƟǇʞȋȋ ࡪ̍ ʉŒȅǩȣǊ ǩȣʉȴ ŒƁƁȴʞȣʉ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ȴǇ
ʉǞƟ ƌŒʉŒɻƟʉࡱ

ࡦ +Œȣ ǊǩʻƟ ŷƟʉʉƟɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ʉǞŒȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ üʿȴ +ȋŒɻɻƟɻࡩ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣ

ࡦ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ
ࡦ æƟƌʞƁƟ Ƞ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œȣˈ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ɗ ʉȴ ®

(
ȋȴǊ Ƞ/δ

ϵ߿

)

ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɠɫƟɻƟɫʻƟ ʿǩʉǞࢍ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࢎ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ʞɠ ʉȴ ±߾ ϵࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʻǩŒ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œ ɫŒȣƌȴȝࡪ ƌŒʉŒ
ȴŷȋǩʻǩȴʞɻࡪ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࢎ

£Ɵˇʉ üʿȴ +ȋŒɻɻƟɻࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ ðĨ5ࡪ Œȣƌ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ ɻʉǩȋȋ ȋǩȣƟŒɫ  ŷˈ ŒɠɠȋˈǩȣǊ Œ ȝŒʉɫǩˇࡱ
ࡦ +ǞȴɻƟ ʉǞǩɻ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒɫƟǇʞȋȋ ࡪ̍ ʉŒȅǩȣǊ ǩȣʉȴ ŒƁƁȴʞȣʉ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ȴǇ
ʉǞƟ ƌŒʉŒɻƟʉࡱ

ࡦ +Œȣ ǊǩʻƟ ŷƟʉʉƟɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ʉǞŒȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ

߿



ϡϺΓΓ˺ϘС

�Œɻʉ üʿȴ +ȋŒɻɻƟɻࡩ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ æƟƌʞƁʉǩȴȣ

ࡦ üǞƟ �ȴǞȣɻȴȣ࢙�ǩȣƌƟȣɻʉɫŒʞɻɻ �ƟȝȝŒ
ࡦ æƟƌʞƁƟ Ƞ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣ Œȣˈ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ Ɗ ʉȴ ®

(
ȋȴǊ Ƞ/δ

ϵ߿

)

ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ Œȣƌ ɠɫƟɻƟɫʻƟ ʿǩʉǞࢍ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ≥ −߾ δࢎ Œȋȋ
ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƌǩɻʉŒȣƁƟɻ ʞɠ ʉȴ ±߾ ϵࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʻǩŒ ȝʞȋʉǩɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Œ ɫŒȣƌȴȝࡪ ƌŒʉŒ
ȴŷȋǩʻǩȴʞɻࡪ ȝŒʉɫǩˇ ȋǩȣƟŒɫࢍ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣࢎ

£Ɵˇʉ üʿȴ +ȋŒɻɻƟɻࡩ �ȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡪ ʉǞƟ ðĨ5ࡪ Œȣƌ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࡦ +ȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ ɻʉǩȋȋ ȋǩȣƟŒɫ  ŷˈ ŒɠɠȋˈǩȣǊ Œ ȝŒʉɫǩˇࡱ
ࡦ +ǞȴɻƟ ʉǞǩɻ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒɫƟǇʞȋȋ ࡪ̍ ʉŒȅǩȣǊ ǩȣʉȴ ŒƁƁȴʞȣʉ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ȴǇ
ʉǞƟ ƌŒʉŒɻƟʉࡱ

ࡦ +Œȣ ǊǩʻƟ ŷƟʉʉƟɫ ƁȴȝɠɫƟɻɻǩȴȣ ʉǞŒȣ ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡱ
߿



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ
V ȴǇ RƊࡱ

æƟƁŒȋȋࡩ �Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ
ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ `ȴɫ Œȋȋ ⃗ˀǦ,⃗ˀǺࡩ

∥Ĩó⃗ˀǦ − Ĩó⃗ˀǺ∥߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ Ĩó ∈ RȂ×Ɗ ǩɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ǩȣʉȴ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ
ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ȣ ŒƁʉʞŒȋ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡪ ŒȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ Œ �� ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Πࡱ

ࠀ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ
V ȴǇ RƊࡱ

æƟƁŒȋȋࡩ �Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ
ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ `ȴɫ Œȋȋ ⃗ˀǦ,⃗ˀǺࡩ

∥Ĩó⃗ˀǦ − Ĩó⃗ˀǺ∥߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ Ĩó ∈ RȂ×Ɗ ǩɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ǩȣʉȴ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ
ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ȣ ŒƁʉʞŒȋ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡪ ŒȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ Œ �� ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Πࡱ

ࠀ

-

Rd - R k 0



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ
V ȴǇ RƊࡱ

æƟƁŒȋȋࡩ �Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ
ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ `ȴɫ Œȋȋ ⃗ˀǦ,⃗ˀǺࡩ

∥Ĩó⃗ˀǦ − Ĩó⃗ˀǺ∥߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ Ĩó ∈ RȂ×Ɗ ǩɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ǩȣʉȴ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ
ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ȣ ŒƁʉʞŒȋ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡪ ŒȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ Œ �� ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Πࡱ

ࠀ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ
V ȴǇ RƊࡱ

æƟƁŒȋȋࡩ �Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ
ʉǞƟ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡱ `ȴɫ Œȋȋ ⃗ˀǦ,⃗ˀǺࡩ

∥Ĩó⃗ˀǦ − Ĩó⃗ˀǺ∥߿ = ∥⃗ˀǦ − ⃗ˀǺ∥߿.

ࡦ Ĩó ∈ RȂ×Ɗ ǩɻ Œ ȋǩȣƟŒɫ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ǩȣʉȴ Ȃ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ
ʿǩʉǞ ȣȴ ƌǩɻʉȴɫʉǩȴȣࡱ

ࡦ �ȣ ŒƁʉʞŒȋ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣࡪ ŒȣŒȋȴǊȴʞɻ ʉȴ Œ �� ɫŒȣƌȴȝ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ Πࡱ ࠀ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�Œǩȣ `ȴƁʞɻ ȴǇ üȴƌŒˈࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ Ĩó⃗ˀǦ ∈ RȂ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǌȴȴƌ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ˀǦ ∈ RƊࡱ

üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Œȣƌ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌ Ĩࡲ
ࡦ oȴʿ Ǌȴȴƌ ǩɻ ʉǞƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ

ࠁ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�Œǩȣ `ȴƁʞɻ ȴǇ üȴƌŒˈࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ Ĩó⃗ˀǦ ∈ RȂ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǌȴȴƌ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ˀǦ ∈ RƊࡱ

üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Œȣƌ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌ Ĩࡲ
ࡦ oȴʿ Ǌȴȴƌ ǩɻ ʉǞƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ

ࠁ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�Œǩȣ `ȴƁʞɻ ȴǇ üȴƌŒˈࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ Ĩó⃗ˀǦ ∈ RȂ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǌȴȴƌ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ˀǦ ∈ RƊࡱ

üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Œȣƌ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ
ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌ Ĩࡲ
ࡦ oȴʿ Ǌȴȴƌ ǩɻ ʉǞƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ

ࠁ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�Œǩȣ `ȴƁʞɻ ȴǇ üȴƌŒˈࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ Ĩó⃗ˀǦ ∈ RȂ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǌȴȴƌ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ˀǦ ∈ RƊࡱ üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Œȣƌ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌ Ĩࡲ
ࡦ oȴʿ Ǌȴȴƌ ǩɻ ʉǞƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ

ࠁ



̺Γ̜̺̭̭ͮΗ͞ Йͮϫͩ ˺ϡϡϺΓϑϫͮΧΗϡ

�Œǩȣ `ȴƁʞɻ ȴǇ üȴƌŒˈࡩ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ
Œȣˈ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ȴǇ RƊࡱ

�ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V Œȣƌ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ŷƟ ʉǞƟ
ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ʉǞƟɻƟ ʻƟƁʉȴɫɻ Œɻ ǩʉɻ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ Ĩó⃗ˀǦ ∈ RȂ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǌȴȴƌ
ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ Ǉȴɫ ˀǦ ∈ RƊࡱ üǞƟ ȅƟˈ ǩƌƟŒ ŷƟǞǩȣƌ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ
Œȣƌ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ
ࡦ oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌ Ĩࡲ
ࡦ oȴʿ Ǌȴȴƌ ǩɻ ʉǞƟ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊࡲ ࠁ

viii.If % . ! " :c'Ei÷gxi
fE¥

Rd I
- -

-
11Ii-I,'ll#"ki-x;D



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡪ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ Œȣˈ ⃗ˀǦ Œɻࡩ
⃗ˀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + ƀǦ,߿ · ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ.

ࡦ ðȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ɻɠŒȣ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ Œȣƌ ʉǞʞɻ ɫŒȣȅ(Ĳ) ≤ Ȃࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡪ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ Œȣˈ ⃗ˀǦ Œɻࡩ
⃗ˀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + ƀǦ,߿ · ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ.

ࡦ ðȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ɻɠŒȣ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ Œȣƌ ʉǞʞɻ ɫŒȣȅ(Ĳ) ≤ Ȃࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ

•



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡪ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ Œȣˈ ⃗ˀǦ Œɻࡩ
⃗ˀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + ƀǦ,߿ · ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ.

ࡦ ðȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ɻɠŒȣ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ Œȣƌ ʉǞʞɻ ɫŒȣȅ(Ĳ) ≤ Ȃࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ Œȣ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡪ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ Œȣˈ ⃗ˀǦ Œɻࡩ
⃗ˀǦ = ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + ƀǦ,߿ · ⃗ɹ߿ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ.

ࡦ ðȴ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ɻɠŒȣ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ Œȣƌ ʉǞʞɻ ɫŒȣȅ(Ĳ) ≤ Ȃࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠂ
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+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ⃗ˀǦ ɫȴʿࢍ ȴǇ Ĳࢎ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ
ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ

= ƀ⃗ǦĨó

ࡱ

ࡦ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ (Ƞ+ Ɗ) · Ȃ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫɻ ʻɻࡱ Ƞ · Ɗࡱ

ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣࢍ RƊࡪࢎ V ࡩ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊ ࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈
RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ



+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ⃗ˀǦ ɫȴʿࢍ ȴǇ Ĳࢎ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ
ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ = ƀ⃗ǦĨóࡱ

ࡦ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ (Ƞ+ Ɗ) · Ȃ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫɻ ʻɻࡱ Ƞ · Ɗࡱ

ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣࢍ RƊࡪࢎ V ࡩ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊ ࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈
RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ

- , •



+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ⃗ˀǦ ɫȴʿࢍ ȴǇ Ĳࢎ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ
ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ = ƀ⃗ǦĨóࡱ

ࡦ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ (Ƞ+ Ɗ) · Ȃ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫɻ ʻɻࡱ Ƞ · Ɗࡱ

ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣࢍ RƊࡪࢎ V ࡩ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊ ࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈
RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ

d
o : :



+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ⃗ˀǦ ɫȴʿࢍ ȴǇ Ĳࢎ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ
ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ = ƀ⃗ǦĨóࡱ

ࡦ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ (Ƞ+ Ɗ) · Ȃ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫɻ ʻɻࡱ Ƞ · Ɗࡱ

ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣࢍ RƊࡪࢎ V ࡩ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊ ࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈
RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ

•



+ȋŒǩȝࡩ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ⇔ ʉǞƟ ƌŒʉŒ
ȝŒʉɫǩˇ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ǞŒɻ ɫŒȣȅ ≤ Ȃࡱ

ࡦ DʻƟɫˈ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉ ⃗ˀǦ ɫȴʿࢍ ȴǇ Ĳࢎ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ
ƀǦ,߾ · ⃗ɹ߾ + . . .+ ƀǦ,Ȃ · ⃗ɹȂ = ƀ⃗ǦĨóࡱ

ࡦ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ (Ƞ+ Ɗ) · Ȃ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫɻ ʻɻࡱ Ƞ · Ɗࡱ
ࡦ üǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡩ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻ ǩȣࢍ RƊࡪࢎ V ࡩ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ȴǇ RƊ ࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈
RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ

-

¥1.ci#t...tciii
ftf

" *
kid

Eft ofoii.coironyX o
spannedby.olumn

,

- .



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ

ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

O's



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ

=⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

Civil:O
( v i .v i a



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ͘˺̤ϫΧϘͮЬ˺ϫͮΧΗ

+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ

- O" .
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ ʿǩʉǞ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ
ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ Ĳ = +Ĩóࡱ

īǞŒʉ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉ ȝŒʉɫǩˇ ࡲ+

ࡦ Ĳ = +Ĩó =⇒ ĲĨ = +ĨóĨ
ࡦ ĨóĨ = xࡪ ʉǞƟ ǩƌƟȣʉǩʉˈ ɻǩȣƁƟࢍ Ĩ ǩɻ ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋࢎ =⇒ ĲĨ = ࡱ+

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠄ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = +Ĩó.

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = Ĳ(ĨĨó).

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ

0
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = Ĳ(ĨĨó).

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = Ĳ(ĨĨó).

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = Ĳ(ĨĨó).

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ǩȣ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ Œɻ

Ĳ = Ĳ(ĨĨó).

ࡦ ĨĨó ǩɻ Œ ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ȝŒʉɫǩˇࡪ ʿǞǩƁǞ ɠɫȴǽƟƁʉɻ ʉǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ʉǞƟࢍ ƌŒʉŒ
ɠȴǩȣʉɻ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȴȣʉȴ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠅ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó)

= ĲßV

£ȴʉƟࡩ Ĳ(ĨĨó) ǞŒɻ ɫŒȣȅ Ȃࡱ xʉ ǩɻ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ĳࡱ
Ĳ(ĨĨü) = ŒɫǊȝǩȣ

# ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V
∥Ĳ− ^߿∥# =

∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − #Ǧ,Ǻ)߿.

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠆ

X sx xt )

o
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó) = ĲßV

£ȴʉƟࡩ Ĳ(ĨĨó) ǞŒɻ ɫŒȣȅ Ȃࡱ xʉ ǩɻ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ĳࡱ
Ĳ(ĨĨü) = ŒɫǊȝǩȣ

# ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V
∥Ĳ− ^߿∥# =

∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − #Ǧ,Ǻ)߿.

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠆ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó) = ĲßV

£ȴʉƟࡩ Ĳ(ĨĨó) ǞŒɻ ɫŒȣȅ Ȃࡱ xʉ ǩɻ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ĳࡱ

Ĳ(ĨĨü) = ŒɫǊȝǩȣ
# ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V

∥Ĳ− ^߿∥# =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − #Ǧ,Ǻ)߿.

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠆ
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+ȋŒǩȝࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó) = ĲßV

£ȴʉƟࡩ Ĳ(ĨĨó) ǞŒɻ ɫŒȣȅ Ȃࡱ xʉ ǩɻ Œ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ Ĳࡱ
Ĳ(ĨĨü) = ŒɫǊȝǩȣ

# ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V
∥Ĳ− ^߿∥# =

∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − #Ǧ,Ǻ)߿.

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠆ
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ðȴ `Œɫࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó).
üǞǩɻ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩȣ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ Ĩࡱࢎ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ (ĲĨĨó)Ǧ, (ĲĨĨó)Ǻ ŷƟ ʉǞƟ ǦʂǛ Œȣƌ ǺʂǛ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ
∥(ĲĨĨó)Ǧ − (ĲĨĨó)Ǻ∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]Ĩó∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]∥߿.

ࡦ +Œȣ ʞɻƟ ĲĨ ∈ RȠ×Ȃ Œɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

�Ɵˈ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ Ǟȴʿ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V Œȣƌ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊȋˈ Ĩࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߽߾

O



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ðȴ `Œɫࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó).
üǞǩɻ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩȣ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ Ĩࡱࢎ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ (ĲĨĨó)Ǧ, (ĲĨĨó)Ǻ ŷƟ ʉǞƟ ǦʂǛ Œȣƌ ǺʂǛ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ
∥(ĲĨĨó)Ǧ − (ĲĨĨó)Ǻ∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]Ĩó∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]∥߿.

ࡦ +Œȣ ʞɻƟ ĲĨ ∈ RȠ×Ȃ Œɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

�Ɵˈ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ Ǟȴʿ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V Œȣƌ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊȋˈ Ĩࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߽߾
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ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ðȴ `Œɫࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó).
üǞǩɻ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩȣ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ Ĩࡱࢎ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ (ĲĨĨó)Ǧ, (ĲĨĨó)Ǻ ŷƟ ʉǞƟ ǦʂǛ Œȣƌ ǺʂǛ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ
∥(ĲĨĨó)Ǧ − (ĲĨĨó)Ǻ∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]Ĩó∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]∥߿.

ࡦ +Œȣ ʞɻƟ ĲĨ ∈ RȠ×Ȃ Œɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

�Ɵˈ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ Ǟȴʿ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V Œȣƌ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊȋˈ Ĩࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߽߾



ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗ

ðȴ `Œɫࡩ xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻࡩ

Ĳ ≈ Ĳ(ĨĨó).
üǞǩɻ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋȴɻƟɻʉ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ ʉȴ Ĳ ʿǩʉǞ ɫȴʿɻ ǩȣ V ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩȣ ʉǞƟ
Ɓȴȋʞȝȣ ɻɠŒȣ ȴǇ Ĩࡱࢎ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ (ĲĨĨó)Ǧ, (ĲĨĨó)Ǻ ŷƟ ʉǞƟ ǦʂǛ Œȣƌ ǺʂǛ ɠɫȴǽƟƁʉƟƌ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ
∥(ĲĨĨó)Ǧ − (ĲĨĨó)Ǻ∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]Ĩó∥߿ = ∥[(ĲĨ)Ǧ − (ĲĨ)Ǻ]∥߿.

ࡦ +Œȣ ʞɻƟ ĲĨ ∈ RȠ×Ȃ Œɻ Œ ƁȴȝɠɫƟɻɻƟƌ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ƌŒʉŒ ɻƟʉࡱ

�Ɵˈ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ Ǟȴʿ ʉȴ ˨ȣƌ ʉǞƟ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V Œȣƌ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊȋˈ Ĩࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

߽߾



ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ üǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɫƟƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ Œ
ŷŒɻǩɻ ȴǇ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

߾߾



ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ üǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɫƟƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ Œ
ŷŒɻǩɻ ȴǇ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

߾߾



ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ üǞƟ ɫȴʿɻ ȴǇ Ĳ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ɫƟƁȴȣɻʉɫʞƁʉƟƌ Ǉɫȴȝ Œ
ŷŒɻǩɻ ȴǇ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

߾߾
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ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ

ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

߿߾



ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ

�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

߿߾
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ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

߿߾



ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

߿߾
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ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

߿߾



ЙͩС ΉΧЙ࢙Ϙ˺Η΄ ˺ϑϑϘΧРͮΓ˺ϫͮΧΗࡲ

äʞƟɻʉǩȴȣࡩ īǞˈ ȝǩǊǞʉ ʿƟ ƟˇɠƟƁʉ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ʉȴ ȋǩƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ
Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟࡲ
ࡦ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋ ࡪ̍ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĳ ŒɫƟ Œɠɠɫȴˇࡱ ɻɠŒȣȣƟƌ ŷˈ Ȃ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ
�ǩȣƟŒɫȋˈ 5ƟɠƟȣƌƟȣʉ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ

߿߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠀ߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠀ߾



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠀ߾
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xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ =
∑

Ǧ,Ǻ
(ĲǦ,Ǻ − (ĲĨĨó)Ǧ,Ǻ)߿ =

Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ − ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ ࠀ߾

"made,÷
÷§

=



̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ∥߿߿ − ∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾
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̜̺ϡϫ ͮ͘ϫ ϡϺ̜ϡϑ˺̤̺

xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝǩȣ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥⃗ˀǦ∥߿߿ − ∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾
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xǇ ⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ŒɫƟ ƁȋȴɻƟ ʉȴ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ʿǩʉǞ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ ∈ RƊ×Ȃࡪ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟƌ Œɻ
ĲĨĨóࡱ ĲĨ ǊǩʻƟɻ ȴɠʉǩȝŒȋ ƟȝŷƟƌƌǩȣǊ ȴǇ Ĳ ǩȣ V ࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ˨ȣƌ V Œȣƌࢍ Ĩࡲࢎ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠀ߾
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Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨĨó∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥ĨĨó⃗ˀǦ∥߿߿

=
Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠁ߾
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Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿

=
Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ
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Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑

Ǻ=߾

Ƞ∑

Ǧ=߾
⟨⃗ʴǺ,⃗ˀǦ⟩߿

+ȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩ ŒɫƟ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣɻࢩ ȴǇ ǊɫƟŒʉƟɻʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟࢪ ǩȣ ʉǞƟ ƌŒʉŒࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ
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Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ƞ∑

Ǧ=߾
∥Ĩó⃗ˀǦ∥߿߿ =

Ȃ∑
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⃗ɹ߾ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥ʴ∥߾=߿

∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥߾=߿

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߾ ǩɻ ʉǞƟ ʉȴɠ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ĲóĲ ʿǩʉǞ ĲóĲ⃗ʴ߾ = λ߾(ĲóĲ) · ⃗ɹ߾.

ࡦ ⃗ɹó߾ĲóĲ⃗ʴ߾ = λ߾(ĲóĲ) · ⃗ɹó⃗߾ɹ߾ = λ߾(ĲóĲ)ࡱ
ࡦ ĲóĲ ǩɻ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࢍ ŒǇʉƟɫ ȝƟŒȣ ƁƟȣʉƟɫǩȣǊࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠂ߾



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

+Œȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥߾=߿ Œȣƌ ⟨ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥߾=߿ Œȣƌ ⟨ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ ǩɻ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ĲóĲ ʿǩʉǞ ĲóĲ⃗ʴ߿ = λ߿(ĲóĲ) · ⃗ɹ߾.

ࡦ ⃗ɹó߿ĲóĲ⃗ʴ߿ = λ߿(ĲóĲ) · ⃗ɹó⃗߿ɹ߿ = λ߿(ĲóĲ)ࡱ

ࡦ +ȴȣʉǩȣʞƟ ȋǩȅƟ ʉǞǩɻࡪ ɻƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ߾



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

+Œȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥߾=߿ Œȣƌ ⟨ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥߾=߿ Œȣƌ ⟨ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ ǩɻ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ĲóĲ ʿǩʉǞ ĲóĲ⃗ʴ߿ = λ߿(ĲóĲ) · ⃗ɹ߾.

ࡦ ⃗ɹó߿ĲóĲ⃗ʴ߿ = λ߿(ĲóĲ) · ⃗ɹó⃗߿ɹ߿ = λ߿(ĲóĲ)ࡱ

ࡦ +ȴȣʉǩȣʞƟ ȋǩȅƟ ʉǞǩɻࡪ ɻƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ߾



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

+Œȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥߾=߿ Œȣƌ ⟨ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥߾=߿ Œȣƌ ⟨ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ ǩɻ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ĲóĲ ʿǩʉǞ ĲóĲ⃗ʴ߿ = λ߿(ĲóĲ) · ⃗ɹ߾.

ࡦ ⃗ɹó߿ĲóĲ⃗ʴ߿ = λ߿(ĲóĲ) · ⃗ɹó⃗߿ɹ߿ = λ߿(ĲóĲ)ࡱ

ࡦ +ȴȣʉǩȣʞƟ ȋǩȅƟ ʉǞǩɻࡪ ɻƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ߾



ϡΧΉϺϫͮΧΗ Жͮ˺ ̺̺ͮ͞Η̭̺̤ΧΓϑΧϡͮϫͮΧΗ

Ĩ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ŒɫǊȝŒˇ
ȴɫʉǞȴȣȴɫȝŒȋ Ĩ∈RƊ×Ȃ

∥ĲĨ∥߿^ =
Ȃ∑

Ǻ=߾
∥Ĳ⃗ʴǺ∥߿߿

+Œȣ ˨ȣƌ ʉǞƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ȴǇ Ĩࡪ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ǊɫƟƟƌǩȋˈ

⃗ɹ߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥߾=߿ Œȣƌ ⟨ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

∥Ĳ⃗ʴ∥߿߿ = ŒɫǊȝŒˇ
⃗ɹ ʿǩʉǞ ∥⃗ʴ∥߾=߿ Œȣƌ ⟨ʴ,⃗ʴ߾⟩=߽

⃗ɹóĲóĲ⃗ʴ.

⃗ɹ߿ ǩɻ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ĲóĲ ʿǩʉǞ ĲóĲ⃗ʴ߿ = λ߿(ĲóĲ) · ⃗ɹ߾.

ࡦ ⃗ɹó߿ĲóĲ⃗ʴ߿ = λ߿(ĲóĲ) · ⃗ɹó⃗߿ɹ߿ = λ߿(ĲóĲ)ࡱ
ࡦ +ȴȣʉǩȣʞƟ ȋǩȅƟ ʉǞǩɻࡪ ɻƟʉʉǩȣǊ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡱ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ȴɫʉǞȴǊȴ࢙
ȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɻɠŒƁƟ V ࡱ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠃ߾



ϑϘͮΗ̤ͮϑ˺Ή ̤ΧΓϑΧΗ̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ċɠɻǞȴʉࡩ üȴ ˨ȣƌ Œȣ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ Ǉȴɫ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ Œɻ ƁȋȴɻƟ Œɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʉȴ Ĳࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^,
ʿƟ ȋƟʉ Ĩ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡱ

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࠄ߾



ϑϘͮΗ̤ͮϑ˺Ή ̤ΧΓϑΧΗ̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ċɠɻǞȴʉࡩ üȴ ˨ȣƌ Œȣ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ Ǉȴɫ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ Œɻ ƁȋȴɻƟ Œɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʉȴ Ĳࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^,
ʿƟ ȋƟʉ Ĩ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡱ

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࠄ߾



ϑϘͮΗ̤ͮϑ˺Ή ̤ΧΓϑΧΗ̺Ηϫ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

ċɠɻǞȴʉࡩ üȴ ˨ȣƌ Œȣ ȴɫʉǞȴǊȴȣŒȋ ŷŒɻǩɻ Ĩ Ǉȴɫ Œ Ȃ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
ɻʞŷɻɠŒƁƟ Œɻ ƁȋȴɻƟ Œɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʉȴ Ĳࡪ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^,
ʿƟ ȋƟʉ Ĩ ǞŒʻƟ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ
ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇ ĲóĲࡱ

üǞǩɻ ǩɻ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡱࢎ�+ßࢍ

oȴʿ ŒƁƁʞɫŒʉƟ ǩɻ ʉǞǩɻ ȋȴʿ࢙ɫŒȣȅ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣࡲ

ࠄ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^

= ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨĨó∥߿^

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
λǦ(ĲóĲ)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ȝŒʉɫǩˇ ࡪ� ^߿∥�∥ = ʉɫ(�ó�) ɻʞȝࢍ ȴǇ ƌǩŒǊȴȣŒȋ ƟȣʉɫǩƟɻࡱࢎ

⃗ˀ߾, . . . ,⃗ˀȠ ∈ RƊ ࡩ ƌŒʉŒ ɠȴǩȣʉɻࡪ Ĳ ∈ RȠ×Ɗ ࡩ ƌŒʉŒ ȝŒʉɫǩˇࡪ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ∈ RƊ ࡩ ŷŒɻǩɻ
ƁȴȝɠȴɻƟƌ ȴǇ ʉȴɠ ƟǩǊƟȣʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ĲóĲࡪ Ĩ ∈ RƊ×Ȃ ࡩ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ Ɓȴȋʞȝȣɻ ⃗ɹ߾, . . . ,⃗ɹȂ ࡱ

ࠅ߾



ϡϑ̺̤ϫϘϺΓ ˺Η˺ΉСϡͮϡ

�Ɵʉ ⃗ɹ߾, . . . , ⃗ɹȂ ŷƟ ʉǞƟ ʉȴɠ Ȃ ƟǩǊƟȣʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ĲóĲ ʉǞƟࢍ ʉȴɠ Ȃ
ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉɻࡱࢎ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩɻࡩ

∥Ĳ− ĲĨĨó∥߿^ = ∥Ĳ∥߿^ − ∥ĲĨĨó∥߿^

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾

⃗ɹóǦ ĲóĲ⃗ʴǦ

=
Ɗ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ)−

Ȃ∑

Ǧ=߾
λǦ(ĲóĲ) =

Ɗ∑

Ǧ=Ȃ+߾
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